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Añadiendo dinámica de rotación

Desde ahora los llamaremos STOPs (Trompos Giratorios -
“Spinning Tops”)

Nicolás Zalaquett Part́ıculas de Prueba Rotantes en Espacio-Tiempo Curvo



Introducción
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¿Por qué es interesante?
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Nicolás Zalaquett Part́ıculas de Prueba Rotantes en Espacio-Tiempo Curvo



Introducción
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Este modelo se ha analizado principalmente desde dos perspectivas
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¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Mathisson 1937

Representación en la ĺınea (“proto” distribución de soporte)∫
D Tµνpµν =

∫
L(mµνpµν + mµνρpµν;ρ + ...)ds

L ⊂ D es una ĺınea de mundo tipo tiempo

pµν = ξµ;ν + ξν;µ; ξν = 0 en los bordes

Tµν
;ν = 0

Expansión multipolar :

Monopolo :
∫
L
mµνpµν = 0

Dipolo :
∫
L
mµνpµν + mµνρpµν;ρ = 0

Ecuaciones de Movimiento

ṗµ = −1
2R

µ
ναβu

νsαβ

˙sµν = pµuν − pνuµ
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ṗµ = −1
2R

µ
ναβu

νsαβ

˙sµν = pµuν − pνuµ

Nicolás Zalaquett Part́ıculas de Prueba Rotantes en Espacio-Tiempo Curvo



Introducción
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¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Constricciones

Grados de libertad

pµ → 4 grados

sµν → 6 grados (es antisimétrico)

Queremos solo 3 en s (rotaciones espaciales en marco en
reposo)

Constricción de Pirani (1956)

sµνuν = 0

Constricción de Tulczyjew (1959)

sµνpν = 0
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¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Papapetrou 1951 (con ideas de Fock 1939)

Polo - Dipolo en un tubo de mundo de coordenadas Xλ

Tensor de Enerǵıa Momentum T nulo fuera de una esfera de
radio R en torno a Xλ para todo t

Usando δxλ = xλ − Xλ cuando R → 0 elimina dependencia
en R

Resumen Polo-Dipolo

Mµν = u4
∫
TµνdV

W ρµν = −u4
∫
δxρTµνdV

Pµ = Mµ0

Sµν = W µν0 −W νµ0

u4 = dX 4

dλ
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¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?
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Resumen de Resultados

¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Papapetrou 1951 (con ideas de Fock 1939) Cont...

Usando Tµν
;ν = 0, integrando sobre V llega a :

Ecuaciones de movimiento
D
Dλ(muµ + uν

DSµν

Dλ ) = −1
2R

µ
ραβu

ρSαβ

DSµν

Dλ = uνuα
DSαµ

Dλ − uµuα
DSνα

Dλ
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¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Dixon 1970

Definió momentum y spin de part́ıcula sujeta a campos
gravitacionales y electromagnéticos

Simetŕıas campos externos → conservación de componentes
de momentum o spin

Las ecuaciones son muy similares a las anteriores añadiendo
campos electromagnéticos

Una diferencia marcada es que utiliza constricción de
Tulczyjew desde el inicio
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Las ecuaciones son muy similares a las anteriores añadiendo
campos electromagnéticos

Una diferencia marcada es que utiliza constricción de
Tulczyjew desde el inicio
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados
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Introducción
Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Hanson-Regge 1974

Primer análisis desde Lagrangiano

Concepto de rotación interna (matriz de Lorentz en plano
tangente)

Identificación de escalares que pueden componer el
Lagrangiano

Analizaron el caso de espacio tiempo plano e incluso
cuantizaron

Ecuaciones de movimiento
dPµ

dλ = 0

dSµν

dλ = Pµuν − Pνuµ
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¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Hojman 1975

Evolución a espacio tiempo curvo del análisis de
Hanson-Regge

Uso de vierbein en vez de matrices de Lorentz

Solución en caso plano con campos electromagnéticos

Primera solución para espacio tiempo de Schwarzschild

Ecuaciones de movimiento
DPµ

Dλ = −1
2R

µ
ναβu

νSαβ

DSµν

Dλ = Sµλσλ
ν − σµλSλν = Pµuν − Pνuµ
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Introducción
Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

¿Qué?, ¿Por qué? y ¿Cómo?

Lagrangiano v/s EM

En este trabajo utilizamos el análisis Lagrangiano ya que

Es más clara la identificación de los momenta

Constricción de Tulczyjew puede venir del Lagrangiano (caso
masivo)

No existen derivadas de tercer orden

Evadimos cualquier ambigüedad en segundas derivadas
covariantes

Seguiremos de cerca a Hojman (1975) y Hojman (1978) en la
representación de STOPs.
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Introducción
Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Variables

Posición : xµ

Orientación “interna” : ea
µ(λ) (depende de ĺınea de mundo)

gµνea
µeb

ν ≡ ηab
ηab ≡ diag (+1,−1,−1,−1)

Velocidades

uµ ≡ dxµ

dλ

σµν ≡ ηabeaµDeb
Dλ

ν
= −σνµ

con Deb
ν

Dλ ≡
deb

ν

dλ + Γνρτeb
ρuτ
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Lagrangiano

Construiremos el Lagrangiano a partir de los siguientes invariantes

a1 ≡ uµuµ

a2 ≡ σµνσµν
a3 ≡ uασ

αβσβγu
γ

a4 ≡ σαβσβλσλρσρα

Lagrangiano y Momenta

L ≡ L(a1, a2, a3, a4)

Pµ ≡ − ∂L
∂uµ

Sµν ≡ − ∂L
∂σµν = −Sνµ

Momenta

Pµ = −2(uµL1 + σµασαλu
λL3)

Sµν = −(4σµνL2 + 2[uµσνλuλ − uνσµλuλ]L3 + 8σµλσλρσ
ρνL4)
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Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Variaciones Utilizadas

Variaremos L(a1, a2, a3, a4) considerando

δxµ

δθµν ≡ ηabeaµ(δeb
ν + Γνλρeb

λδxρ) = −δθνµ

No consideramos directamente δeb
ν ya que no son realmente

independientes
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Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Relación entre Variaciones

Definiendo
Åµ ≡ Ȧµ + ΓµλρA

λuρ,

DAµ ≡ δAµ + ΓµλρA
λδxρ.

Podemos obtener

D(Åµ)− ˚(DAµ) = RµλαβA
λuβδxα

Y utilizando

D(σµν)− ˚(δθµν) = D(ηabea
µe̊bν)− ˚(ηabeaµDebν)

Logramos la relación

δσµν = ˚(δθµν)+σα
νδθαµ−σαµδθαν+(gµλRνλβαu

α−Γµλβσ
λν−Γνλβσ

µλ)δxβ
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Variación

Con esto y algo de algebra logramos la variación de la acción

δS =

∫
− Pµ(δẋµ + Γµνβu

νδxβ)− 1

2
Sµνg

µλRνλβαu
αδxβ

− 1

2
Sµν( ˚(δθµν) + σα

νδθαµ − σαµδθαν)

(1)

δS =

∫
(Ṗβ − ΓµνβPµu

ν +
1

2
Rβαλνu

αSλν)δxβ+

1

2
(S̊µν − Sνασµ

α + Sανσµ
α)δθµν − ˙(Pµδxµ)− 1

2
˚(Sµνδθµν)

(2)
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Ecuaciones de Movimiento

Con lo que finalmente obtenemos las siguientes ecuaciones de
movimiento

Ecuaciones de movimiento
DPµ

Dλ = −1
2R

µ
ναβu

νSαβ

DSµν

Dλ = Sµλσλ
ν − σµλSλν = Pµuν − Pνuµ

Última relación aparece utilizando definición de momenta.
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Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Constantes Independientes del Espacio-Tiempo Particular

Constantes de movimiento en todo espacio tiempo

J2 ≡ 1
2S

µνSµν

S4 ≡ SµαSαβS
βγSγµ

m2 ≡ PµPµ (dem. depende de constricciones)

Una demostración de ejemplo

˙(J2) = 2S̊µνSµν = 2(Sµλσλ
ν − σµλSλν)Sµν = −4Sµλσ

λ
νS

ν
µ

→ Sµλσ
λ
νS

ν
µ = Tr(SσS) = 0
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Constantes Independientes del Espacio-Tiempo Particular

Constantes de movimiento en todo espacio tiempo

J2 ≡ 1
2S

µνSµν

S4 ≡ SµαSαβS
βγSγµ

m2 ≡ PµPµ (dem. depende de constricciones)

Una demostración de ejemplo

˙(J2) = 2S̊µνSµν = 2(Sµλσλ
ν − σµλSλν)Sµν = −4Sµλσ

λ
νS

ν
µ

→ Sµλσ
λ
νS

ν
µ = Tr(SσS) = 0

Nicolás Zalaquett Part́ıculas de Prueba Rotantes en Espacio-Tiempo Curvo



Introducción
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

Constantes Asociadas a Vectores de Killing

Todo vector de Killing de la métrica ξµ tiene una constante de
movimiento

Cξ ≡ Pµξµ −
1

2
Sµνξµ;ν

Esto se puede demostrar derivando directamente y utilizando las
EM o utilizando el teorema de Noether.
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Introducción
Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Masivo

Para el STOP masivo utilizaremos la constricción de Tulczyjew

SµνPν = 0

Un Lagrangiano que la entrega directamente es

L =

(
Aa1 − Ba2

2
+

1

2

√
(Aa1 − Ba2)2 − 8B(Aa3 − 2Ba4)

)1/2

Junto a una trayectoria de Regge

Bm2 − AJ2/2 = AB
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Sin Masa - Porque uno diferente

Para el STOP sin masa se debe tener más cuidado

La part́ıcula no tiene marco en reposo

Deberiamos tener 2 grados de libertad rotacional (helicidad)

Se han considerado variaciones de Tulczyjew y Pirani
anteriormente

SµνUν = aUµ, PµUµ = da
dτ (Bailyn-Ragusa 1977)

SµνPν = 0, PµPµ = da
dτ (Mashhoon 1975)

Nosotros estudiamos una variación diferente de Tulczyjew
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Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Sin Masa - Elementos

Queremos que la constricción preserve PµPµ = 0.

Elementos a utilizar

W µ ≡ S∗µνPν = 1
2ε
µαβνSαβPν

ε0123 = +(det(gµν))−1/2

V µ ≡ SµνPν

Junto al siguiente resultado

if


AµAµ = 0 &
AµBµ = 0 &
BµBµ ≥ 0

 then ⇒ Bµ = κAµ. (3)
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STOP Sin Masa - Primer Acercamiento

PµPµ = 0

W µWµ = VµV
µ − 1

2P
µPµS

αβSαβ = 0 (Discretización)

→W µ = λPµ

→ VµV
µ = 0

→ V µ = αPµ → SµνPν = αPµ

Entonces...

W µ = λPµ

SµνPν = αPµ
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W µ = λPµ

SµνPν = αPµ

Nicolás Zalaquett Part́ıculas de Prueba Rotantes en Espacio-Tiempo Curvo



Introducción
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Sin Masa - Posibles Resultados

Llegamos a dos posibles resultados

Caso A
P2 = 0 W 2 = 0 V 2 = 0 W µ = λPµ

V µ = 0 S∗S = 0 J2 = λ2

Caso B
P2 = 0 W 2 = 0 V 2 = 0 W µ = λPµ

V µ = αPµ W µ = γV µ S∗S ∝ αλ J2 = λ2 − α2
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Sin Masa - Posibles Resultados

Llegamos a dos posibles resultados

Caso A
P2 = 0 W 2 = 0 V 2 = 0 W µ = λPµ

V µ = 0 S∗S = 0 J2 = λ2

Caso B
P2 = 0 W 2 = 0 V 2 = 0 W µ = λPµ

V µ = αPµ W µ = γV µ S∗S ∝ αλ J2 = λ2 − α2

Nicolás Zalaquett Part́ıculas de Prueba Rotantes en Espacio-Tiempo Curvo



Introducción
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STOP Sin Masa - Tabla Argumentos

W µ = λPµ V µ = αPµ W µ = γV µ PµP
µ = 0 WµW

µ = 0 VµV
µ = 0

W µ = λPµ A & B BR BR AR & BR AR & BR AR & BR

V µ = αPµ B BR BR BR BR

W µ = γV µ ?? BR BR BR

PµP
µ = 0 - A & B A & B

WµW
µ = 0 - A & B

VµV
µ = 0 -
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Sin Masa - Consistencia y un Poco Más

Utilizaremos el caso B ya que

”Parametriza” en α y λ las familias de constricciones

Sabemos que el caso α = 0 esta mal definido

Algunos resultados

Considerando MµνPν = εPµ (M = S ó M = S∗ y ε = α ó ε = λ)

Consistencia

d

dτ
(PµPµ) = − ε̇

ε
PµPµ

Resultados Relevantes

PνUν = 0

P̊µ = κPµ

α = Constante

λ = Constante
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Introducción
Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Descripción y EM
Constantes de Movimiento
Constraints

STOP Sin Masa - En Resumen...

Constricciones a utilizar

SµνPν = αPµ (4)

W µνPν = λPµ (5)
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Soluciones STOP Masivos
Soluciones STOP Sin Masa

Soluciones STOP Masivos

Veamos algunas soluciones para STOPs masivos...
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Soluciones STOP Masivos
Soluciones STOP Sin Masa

Friedmann-Robertson-Walker

Espacio tiempo definido por

ds2 = c2dt2 − a(t)2g(r)dr2 − a(t)2r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

g(r) = 1/(1− kr2)

Vectores de Killing

ξ0
µ = (0, 0, 0,−a2r2 sin2 θ)

ξ1
µ = (0, 0, a2r2 sinφ, a2r2 sin θ cos θ cosφ)

ξ2
µ = (0, 0,−a2r2 cosφ, a2r2 sin θ cos θ sinφ)
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Soluciones STOP Masivos
Soluciones STOP Sin Masa

Friedmann-Robertson-Walker - Solución Plana

Solución plana con:

Nueva constante de movimiento

σ =
β

2

[(
Pt
)2 −m2

]
β ≡ a2m2c4 + J2ȧ2 + c2J2k

Elemento de ĺınea

ds2

c2dt2
= 1−

2σ
(
J2Ḣ + J2H2 + c4m2

)2

(J2H2 + c4m2)2 (a2m2 (J2H2 + c4m2) + 2σ)
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Gödel

Espacio tiempo definido por

ds2 = c2dt2 − dx2 + e2xw0dy2 − dz2 + 2cexw0dtdy

Vectores de Killing

ξ0
µ =

(
c2, 0, cew0x , 0

)
ξ1
µ = (0, 0, 0,−1)

ξ2
µ =

(
cew0x , 0,

1

2
e2w0x , 0

)
ξ3
µ =

(
−cw0ye

w0x ,−1,−1

2
w0ye

2w0x , 0

)
ξ4
µ =

(
−1

2
cw0y

2ew0x − ce−w0x

w0
,−y ,−1

4
w0y

2e2w0x − 3

2w0
, 0

)
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Soluciones
Resumen de Resultados

Soluciones STOP Masivos
Soluciones STOP Sin Masa

Gödel - Solución Plana z = 0

Elemento de ĺınea

ds2

c2dt2
=

4c2e2w0x
(
4E 2λ2/c2 + c2(λ− 2)2(λ+ 2)4m2

)
(2cC3(λ+ 2)2 + E (λ2 − 4λ− 4) ew0x)2

λ ≡ (
√

2Jw0)/(cm)
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Soluciones STOP Masivos
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Genérico tipo Schwarzschild

Espacio tiempo definido por

ds2 = g(r)dt2 − c2

g(r)dr
2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

Vectores de Killing

ξ0
µ = (g , 0, 0, 0)

ξ1
µ = (0, 0, 0,−r 2 sin2 θ)

ξ2
µ = (0, 0, r 2 sinφ, r 2 cos θ cosφ sin θ)

ξ3
µ = (0, 0,−r 2 cosφ, r 2 cos θ sin θ sinφ)
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Genérico tipo Schwarzschild - Solución Plana

Solución y ds

ds2

c2dt2 = m2(1−Λ)

(Pt)2

Pt = E∓jJg ′/(2mc2r)
1−η Pφ = −j±EJ/(mc2)

η−1

η ≡ J2g ′

2c4m2r

Λ ≡
(
−j ± EJ/(c2m)

)2

c2(η − 1)2m2r2

[
(ηrg ′′/g ′ − 1)2

(η − 1)2
− 1

]
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Soluciones STOP Masivos
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Caso Reissner-Nordstrom-(Anti)de Sitter - Solución Plana

En este caso

g(r) = c2

(
1− 2GM

c2r
+
κGQ2

c4r2
− λr2

3

)

Valor de Λ

Λ =
27c6GJ2r6

(
3c2Mr − 4κQ2

) (
c2jm + EJ

)2 (
6c6m2r4 + 2c4J2λr4 + 3c2GJ2Mr − 6κGJ2Q2

)
(

3c6m2r4 + c4J2λr4 − 3c2GJ2Mr + 3κGJ2Q2
)4
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Soluciones STOP sin masa

Ahora un ejemplo para STOPs sin masa...
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Soluciones
Resumen de Resultados
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Genérico tipo Schwarzschild - Solución Radial

Resultado

ṙ
ṫ

= ±g
c

Pt =
2cE −±αg ′

2cg

P r = ±2cE −±αg ′

2c2

ds2 = 0

P2 = u2 = 0
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Genérico tipo Schwarzschild - Solución Radial

Resultado
ṙ
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ṙ
ṫ
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Soluciones STOP Masivos
Soluciones STOP Sin Masa

Sorpresa Térmica

Concentrémonos en un STOP avanzando en r

Pt =
2cE − αg ′

2cg

Consideremos un observador estático en un radio r

Su cuadri-velocidad esta dada por Uµ
o = c(g−1/2(r), 0, 0, 0)

La enerǵıa que observa de un STOP sin masa es

E(r) = Uµ
o Pµ = cg1/2Pt = c E−αg ′/2c

g1/2

Usando que E es una constante de movimiento podemos
relacionar la enerǵıa medida en radios r1 y r2
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Relación de enerǵıa medida en r1 y r2

E(r2) =
√

g(r1)
g(r2)E(r1) + α

2
g ′(r1)−g ′(r2)

g1/2(r2)

Existe una contribución extra al caso usual cuando α 6= 0

Cuando r2 −→∞ y el STOP fue producido muy cerca del
horizonte de eventos de un hoyo negro de Schwarzschild
tenemos

En infinito

E∞ = α
c ·

1
2g
′|r=rs = 2πα

~ kBTHU

donde THU es la temperatura de Hawking-Unruh.
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Sorpresa Térmica Contd...
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Resultados

Se presentó una nueva constricción para el caso de STOPs sin
masa y se analizó su consistencia

Se resolvieron las trayectorias planas para el caso de STOPs
masivos en

FLRW (nueva constante de movimiento, puede ser
superluminal)
Genérico tipo Schwarzschild (puede ser superluminal)
Gödel (no puede ser superluminal)

Se resolvió la trayectoria radial en espacio tiempo Genérico
tipo Schwarzschild para el caso de STOPs sin masa

En este caso surgió una solución que presenta una enerǵıa
residual
Esta enerǵıa es proporcional a la Temperatura de
Hawking-Unruh en hoyos negros tipo Schwarzschild
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Teoŕıa Lagrangiana de STOP

Soluciones
Resumen de Resultados

Resultados
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Solución plana de STOPs sin masa en ambos casos (FLRW y
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