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Resolución de Problemas

1. Matrices de Dirac

1.1. Demostración de algunas propiedades

Propiedad 1:

γµγ
µ =

1

2

(
γµγ

µ + γνγ
ν
)

(1)

=
1

2

(
gµνγ

νγµ + gνµγ
µγν
)

(2)

=
gµν
2

(
γνγµ + γµγν

)
(3)

=
gµν
2
{γµ, γν} (4)

= gµν g
µν (5)

= 4 14×4 (6)

donde en (3) se he hecho uso de que el tensor métrico es simétrico:

gµν = gνµ ∧ gµν = gνµ (7)

y en (4) se empleó la relación de anti-conmutación:

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν 14×4 (8)

donde 1 representa la matriz identidad. Finalmente,

γµγ
µ = 4 14×4 (9)

Propiedad 2:

γµγνγµ =
(

2gµν − γνγµ
)
γµ (10)

=
(

2gνµ − γνγµ
)
γµ (11)

= 2γν − γνγµγµ (12)

= 2γν − 4γν (13)

= −2γν (14)

donde en (10) se utilizó la relación de anti-conmutación, en (11) la relación de simetŕıa del tensor
métrico y en (13) se empleó la primera propiedad demostrada.
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Finalmente,

γµγνγµ = −2γν (15)

Propiedad 3:

γµγνγργµ =
(

2gµν − γνγµ
)
γργµ (16)

= 2gνµγργµ − γνγµγργµ (17)

= 2γργν + 2γνγρ (18)

= 2{γρ, γν} (19)

= 4gνρ 14×4 (20)

donde en (16) y (20) se utilizó la relación de anti-conmutación, en (17) la relación de simetŕıa del
tensor métrico y en (18) se empleó la segunda propiedad demostrada.

Finalmente,

γµγνγργµ = 4gνρ 14×4 (21)

2. Generador de transformaciones de Lorentz

2.1. Rotación en torno al eje Z

La expansión general de las transformaciones de Lorentz infinitesimales viene dada por:

Λµ
ν = δµν + ∆ωµν ∧ τ = − i

4
∆ωµνσµν (22)

En este caso, el generador viene dado por:

∆ωµν = i θJz
µ
ν (23)

Notemos que: ∆ωµν = ∆ωµν′g
νν′ . Como los elementos del generador son casi todos nulos, solo nos

interesa calcular los casos que no son cero:

∆ω12 = ∆ω1
ν′g

2ν′ = −∆ω1
2 , ∆ω21 = ∆ω2

ν′g
1ν′ = −∆ω2

1 (24)
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Aśı, reemplazando expĺıcitamente en (23),

∆ωµν = θ


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 (25)

Ahora, para calcular la representación de la rotación, volvemos a notar que casi todos los términos
en ∆ωµν son cero, salvo dos de ellos:

µ = 1, ν = 2

σ12 =
i

2
[γ1, γ2] =

i

2

(
γ1γ2 − γ2γ1

)
(26)

Recordado que γµ = (γ0,−~γ),

=
i

2

(
0 −σ1

σ1 0

)(
0 −σ2

σ2 0

)
− i

2

(
0 −σ2

σ2 0

)(
0 −σ1

σ1 0

)
(27)

=
i

2

(
σ2σ1 − σ1σ2 0

0 σ2σ1 − σ1σ2

)
(28)

Y como [σj, σk] = 2i εjklσl,

= −ε213
(
σ3 0
0 σ3

)
(29)

=

(
σ3 0
0 σ3

)
(30)

µ = 2, ν = 1

σ21 = −σ12 = −
(
σ3 0
0 σ3

)
(31)

Aśı,

τ = −i θ
4

(
− σ12 + σ21

)
=
i θ

2

(
σ3 0
0 σ3

)
(32)

que era lo pedido. Por tanto,

S(rotz) = exp

{
i θ

2

(
σ3 0
0 σ3

)}
(33)
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2.2. Rotación en torno al eje Z con ángulos dados

La expresión (33) se puede evaluar expĺıcitamente si se diagonaliza el argumento de la exponencial.
En este caso, esta situación es trivial, puesto que:

(
σ3 0
0 σ3

)
=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 = diag (1,−1, 1,−1) (34)

donde la notación diag (· · · ) representa una matriz diagonal. De acuerdo al álgebra lineal,

Srotz (θ) = exp

{
i θ

2
diag (1,−1, 1,−1)

}
(35)

= exp

{
diag

(
i θ

2
,−i θ

2
,
i θ

2
,−i θ

2

)}
(36)

= diag
(
ei θ/2, e−i θ/2, ei θ/2, e−i θ/2

)
(37)

= ei θ/2


1 0 0 0
0 e−i θ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 e−i θ

 (38)

pues la exponencial de una matriz diagonal es la matriz diagonal de la exponenciación de cada
elemento1. Ahora,

θ = 2π
Srotz (2π) = −14×4 (39)

Por tanto,

ψ′ = Srotz (2π)ψ = −ψ (40)

θ = 4π
Srotz (4π) = 14×4 (41)

Por tanto,

ψ′ = Srotz (4π)ψ = ψ (42)

y se demuestra lo pedido.

1Ver Anexo I
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2.3. Boost en la dirección X

Operamos de una manera similar a la primera sección. Nuevamente, los elementos del generador son
casi todos nulos, excepto:

∆ω01 = ∆ω0
ν′g

1ν′ = −∆ω0
1 , ∆ω10 = ∆ω1

ν′g
0ν′ = ∆ω1

0 (43)

Aśı, reemplazando expĺıcitamente en (23),

∆ωµν = η


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 (44)

Ahora, para calcular la representación del boost, volvemos a notar que casi todos los términos en
∆ωµν son cero, salvo dos de ellos:

µ = 0, ν = 1

σ01 =
i

2
[γ0, γ1] (45)

Recordado que γµ = (γ0,−~γ),

=
i

2

(
1 0
0 −1

)(
0 −σ1

σ1 0

)
− i

2

(
0 −σ1

σ1 0

)(
1 0
0 −1

)
(46)

=
i

2

(
0 −2σ1

−2σ1 0

)
(47)

= −i
(

0 σ1

σ1 0

)
(48)

µ = 1, ν = 0

σ10 = −σ01 = i

(
0 σ1

σ1 0

)
(49)

Aśı,

τ = −i η
4

(
− σ01 + σ10

)
=
η

2

(
0 σ1

σ1 0

)
(50)
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Anexo I: Exponencial de una matriz diagonal

Sea D = diag (d1, d2, . . . , dn) una matriz de n× n. Es fácil probar que:

D2 = diag
(
d1

2, d2
2, . . . , dn

2
)

D3 = diag
(
d1

3, d2
3, . . . , dn

3
)

...

Dk = diag
(
d1
k, d2

k, . . . , dn
k
)

Ahora, sea α ∈ C,

exp (αD) =
∞∑
k=0

αkDk

k!

=
∞∑
k=0

αk

k!
diag

(
d1
k, . . . , dn

k
)

Dado que
αk

k!
son escalares, pueden multiplicar a todos los elementos de la diagonal:

=
∞∑
k=0

diag

(
αk d1

k

k!
, . . . ,

αk dn
k

k!

)
Si suponemos que la serie es convergente, entonces la linealidad garantiza:

= diag

(
∞∑
k=0

αk d1
k

k!
, . . . ,

∞∑
k=0

αk dn
k

k!

)
= diag

(
exp (α d1), . . . , exp (α dn)

)
Y, por lo tanto, la exponencial de una matriz diagonal es la matriz diagonal con la exponencial de

sus elementos.
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