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Problema 1.

Sea un condensador de carga () que consta de dos cascarones esféricos concéntricos de radio interior a y exterior b.
El espacio entre ambas placas se llena con un material dieléctrico lineal, de constante dieléctrica k.

a
b

c¢) Obtenga el vector polarizacion en la regién correspondiente.

) Obtenga el campo eléctrico en todo el espacio.
)

Calcule la capacidad del sistema.

d) Calcule las densidades de carga de polarizacién en el dieléctrico.

Problema 2.

Considere un condensador esférico de radio interior a y exterior b. La mitad de la region entre las placas se llena con
dieléctrico lineal de constante £ como muestra la figura.

a) Encuentre el campo eléctrico en la regién entre las placas.
b) Obtenga la densidad superficial de carga del cascarén de radio a.

¢) Obtenga la densidad de carga de polarizacién inducida en el dieléctrico en r = a.

+Q ‘
0 '

C

Dentro de un condensador de placas paralelas, de seccién A y espesor d, introducimos un dieléctrico de permitividad
variable, siendo y la direccién perpendicular a las placas. Despreciando los efectos de borde y en caso de no existir
cargas libres al interior del dieléctrico, calcular

Problema 3.

a) El campo eléctrico, el desplazamiento eléctrico y el vector de polarizacién, cuando se aplica una diferencia
de potencial Vj; entre las placas.

b) La densidades de carga de polarizacién.

¢) La capacidad del condensador



1. Solucién

En presencia de las cargas almacenadas en las placas, el dieléctrico entre las mismas se polariza, y aparecen cargas
de polarizacion en las superficies y dentro del dieléctrico.

a) El campo lo obtenemos usando la ley de Gauss, usando como superficies gaussianas esferas concéntricas de
radio r. Separamos por regiones:
o 1 < a:
no hay carga encerrada, por lo que £ = 0.

e a<r<b:
si aplicaramos la ley de Gauss tradicional, en la carga encerrada tendriamos que considerar también la
carga de polarizacién encerrada por la superficie gaussiana,

Qenc = Q + onl

y ésta ultima se puede calcular conociendo el vector polarizacion. El problema es que este vector depende
del campo eléctrico, que justamente es lo que queremos calcular. Para resolver ésto se introduce el vector
desplazamiento eléctrico D, cuyo flujo a través de la superficie gaussiana sélo depende de las cargas libres

encerradas,
7{ D-dS=Q
s

Como el problema es esféricamente simétrico, se espera que D = D(r)#, con lo cual podemos resolver
rapidamente la integral de superficie, andlogo al caso del campo eléctrico en ausencia del dieléctrico,

725 dS = jiD(r) ds = D(r)ji dS = D(r)dmr? = Q

de donde D(r) = %. Al relacionar el vector de desplazamiento eléctrico y el campo a través de D = reoE
se obtiene .

- D

E(ry=—= Q@ _; a<r<b.

keg  Amkegr?
Notar que este es el mismo campo sin dieléctrico, pero disminuido en un factor k.

o b
Aqui la superficie gaussiana encierra todo el sistema, por lo que la carga encerrada es

anc = +Q + onl - Q = onl'

Sabemos ademas que el dieléctrico es globalmente neutro, por lo que su carga neta de polarizacién es nula,
y por tanto la carga encerrada es nula. Inmediatamente, £ = 0 en esta regién del espacio.

b) La capacitancia la calculamos como siempre, C = Q/|AV|. Para este caso,

b J— J—
Q dr Q a-b AV = Q b—a
4rkey ab

drkeg J, 12 Amkey ab

AV:—/abE(r)dr:—

debido a que b > a. Inmediatamente vemos que

Q  Amkegab

¢= AV]  b-a

y vemos que esta capacitancia es k veces la capacitancia del condensador sin dieléctrico.

¢) El vector polarizacién sélo existe dentro del dieléctrico. De la definicién de ﬁ,
P=D —¢FE = keE — ¢oF = eo(k — I)E

por lo que
| ~-1
5_(i-10,

4 Kr?



d) Conociendo el vector polarizacién, las densidades de carga de polarizacién se obtienen a partir de opo =

P.ii=P,, Ppol = —V - P. En este caso, debemos evaluar las superificies interior (r = a) y exterior (r = b), y
el interior del dieléctrico. Entonces
= = k—1
g =P -1g=—(P-7 =—-——
¢ “ ( ) r=a 4dmra?
en donde hemos usado que 7, = —7 (el vector normal a la superficie del dieléctrico en la superficie interna

apunta hacia el origen. Ademas,

ppolﬁ.ﬁ(ﬁ—wﬁ.<f>o

47k 72
en donde hemos usado que V - (r%) = T%% (7"2%2) = 0 (divergencia en coordenadas esféricas). Finalmente
I o rk—1
o = Peity = (P-0)| =12 @

Para concluir, notemos que la carga total de polarizacién en el dieléctrico es

k—1 k—1
ol = 2dS, o dV dS, = — dS, +0+ —— ds
@pol %gao- +/a<r<bpp1 +ﬁb0-b b 47ma2Q]£a + +47mb2Q]gb b
k—1 k—1
= —Q4ma* 40 47h* = 0
47ma2Q s+ +47mb2Q T

lo cual es consistente con la hipétesis de que el dieléctrico en su globalidad es neutro.



2. Solucion

a) Si usamos coordenadas esféricas con origen en el centro del sistema, es claro que en ausencia del dieléctrico
existe simetria radial. En presencia del mismo, no es tan evidente. Las zonas de posible conflicto son las interfaces
en donde termina el dieléctrico (zonas I y II, figura abajo).

Sin embargo, aplicando la ley de Gauss a estas regiones, usando un cilindro perpendicular a cada interfaz
y arbitrariamente pequeno (figura abajo), las integrales en el manto se pueden anular y sobre las tapas el
desplazamiento es en esencia constante, si escogemos cada tapa muy pequenia. Si AS es el drea de las tapas,
entonces la ley de Gauss entrega
Q:%ﬁdgz 51'd§1+ ﬁg'dggz DlndSl—/ DgndSQZ(Dln—Dgn)ASZO
s 5 S Sy Sz

= Dln = DZn

ds; ds:

en donde hemos hecho @) = 0 puesto que en la interfaz no hay cargas libres, por lo que la superficie no encierra
este tipo de cargas. El subindice n indica componente normal a la interfaz. La ultima igualdad implica que justo
en la interfaz, la componente normal del desplazamiento eléctrico es continua, y como es nula lejos de la interfaz
por ambos lados, se anula en la interfaz. Por tanto, D sélo posee componentes en la direccién tangencial a la
interfaz, que justamente coincide con la direccién radial de nuestro sistema coordenado. Asi, D= D(r)#, y lo
mismo ocurre lo mismo con el campo eléctrico.
Entonces nos conviene usar la ley de Gauss generalizada entre las placas. Si .S es una superficie gaussiana con
radio r entre a y b, entonces la carga libre encerrada es simplemente @, la carga de la placa interna. Asi, el flujo
de D es

7{5 dS = f{ D(r)dS = [ Di(r)dSy + | Dy(r)dSs =Q

S S S1 Sa

en donde hemos separado la integral debido a que el desplazamiento, aunque es radial en ambos medios, no
poseen necesariamente la misma magnitud. Dado que D = kepE, para el vacio D1 = ¢gE (k = 1 en el vacio) y
Dy = kegE. Reemplazando,

7{ D-dS = / eoE(r)dSy —|—/ keoE(r)dS2 = €oE(r) | dS1+ kegE(r) | dS2 =Q
S 51 S2 Sl S2



Ambas integrales de superficie valen 2772, puesto que son semi esferas de radio r. Factorizando,
f D -dS = eE(r)2nr? + ke E(r)2mr? = 2nr2eo E(r)(1 4+ k) = Q
S

de donde obtenemos que

_ Q
2mep(1 + k)12

Q

E - <
(r 2mep(1 + k)12

= E(r) 7, a<r<hb,

que es lo que buscdbamos. Una forma extra de escribir esto es

- Q .
E(r) = drer?’

en donde se defini6 € = (eg + €)/2, una especie de permitividad equivalente entre las placas.

b) Usando la ley de Gauss en la superficie gaussiana de la figura de abajo: un cilindro gaussiano muy pequefio,
tal que es perpendicular a la superficie del conductor. Aplicando la ley de Gauss, y notando que la carga
encerrada es 0.5, con S area basal del cilindro,

medio diel.

conductor

%ﬁ : dg: / DyyrdS + / DypadS = / DyyrrdS = DgyyS = Q =08
S S S S

en donde hemos hecho el cilindro tan pequeno, que no hay flujo en el manto. La integral “abajo” es cero porque
es una regién interior a un conductor, por lo que el campo es nulo. Se deduce entonces que justo en la superficie
del conductor, 0 = D, = eF,. Por ende, el cdlculo para el problema es directo, pero hay que notar que la
densidad superficial en la regién 1 es distinto de la 2, debido a que en esas regiones el desplazamiento eléctrico
es distinto. Asi,

_ JeoEn=€E(r=a)= m regién 1
keoFn = kegE(r = a) = m regién 2

Es importante notar que, dada la densidad de carga, la carga neta sobre el cascarén de radio a es

Q / KQ Q K
- is=| — % s Y g, = Y =
Q casc 7 S1 27T(]~ + ’i)az Lt Ss 27T(1 + H)a2 2 1+k + 1+~

lo cual es consistente con las hipdtesis.

¢) La densidad de carga superficial de polarizacién la obtenemos a partir del vector polarizacién 13, Opol = Py,
siendo P, la componente normal a la superficie del dieléctrico. A partir de la definicién de desplazamiento
eléctrico,

—

D—e¢E=P = ﬁ=€0(ﬁ—1)E,

en donde usamos D = kegFE. Evidentemente esta densidad existird sdlo en la superficie de la regién 2, que es
en donde se encuentra el dieléctrico. Asi, usando el campo ya obtenido en (a),

eok-1)Q . k-1 Q
P = 7
2meq(1 + K)r? k+12mr2

ﬁ:

por lo que en la superficie interna del dieléctrico,

k—1 @
K+ 12ma?

Opol = Pn =



El signo menos aparece debido a que el vector normal al dieléctrico es 7 = —7. Un detalle importante es que

. KkQ k=1 @ Q
02+ Opol = — = =01,
2T T 914 K)a2  k+12ma2 2a(1 + K)a? !

por lo que se concluye que la carga neta superficial en » = a en ambas regiones, es la misma, lo cual explica la
simetria esférica del campo eléctrico.



3. Solucion

a) El campo eléctrico entre las placas debe estar en la direccién perpendicular a éstas, es decir, en la direccién
1; ademas, dado que no hay cargas libres el vector desplazamiento eléctrico y el campo eléctrico son constantes.
Como la diferencia de potencial esta dada del enunciado, para calcular el campo eléctrico y vector desplazamiento
eléctrico basta con relacionar Vy y E (r) por su definicién

0 d fj
AV:Voz—/E-dF:/—-dF (2)
d o €
donde D = Dy y dr = dy. De modo que la integral en dy estd integrando sélo la permitividad que no es
constante
vep [ 1 4 —Dd/d 1/d —%m(ug)]d (3)
0~ o e(1+Y) Y= 0 1—|—y/dy7 €0 d/lo
con lo que
= Voeo .
D= 4
dn(2)”? )
Luego, el campo eléctrico viene dado por
. D |4
B _ 0€o (5)
€ €0 (1 + %)
= Vo
=>|EF=—7——7 6
dn2(1+ )" ©)
Por otro lado, el vector de polarizacion, 13, viene dado por
D=e¢E+P=P=D—¢ekFE (7

Luego, de los resultados anteriores

Voeo Voeo
dln2 dn2(1+%)

P= 2 (1 (149)) (9)

}3:

dln2 d
s Voeo Y .

— _J 1
P=Tm2 (d+y>y (10)

b) La densidad de carga de polarizacién superficial, o, en los extremos del condensador, es decir, en y =0 y en
y = d viene dada por

3 . Voeo
T nyzo dn2d+y|,_g (11)
5 Voeo  y Voeo
- P. - Y = 12
O ny:d din2d+y|,_, 2dn2 (12)

Por otro lado, la densidad de carga volumétrica viene dada por

- = dP VQEQd
= . = — = — 1
=V dy  (d+y)? (19

EN |



¢) De la ley de Gauss para dieléctricos

[ B+ d5 = Qe (14)

donde la superficie gaussiana elegida es un cilindro, tal como se muesra en la Figura

IIE

S
2
Luego, si la densidad de carga superficial es oy,
DS+ DyS =015 (15)
D1+ Dy =0y, (16)

pero D; es nulo puesto que fuera de las placas no hay campo eléctrico y, por ende, tampoco un vector de
desplazamiento eléctrico. Asi

Dy =o0r (17)

Con ello, la capacitancia de los condensadores viene dada por

7Q7AO'L7AD27 AVO€0 . AEO
==V TV " amav, YT dme

(18)




