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Resumen

El nimero irracional e vale aproximadamente 2,71828182845, y junto a los
nimeros 1, 0, «, i es uno de los nimeros mds importantes en matematicas. En esta
monografia, hacemos lo siguiente. Primero, definimos conseptualmente el valor del
nimero e como aquél nimero a tal que

h
a _1:ax

a’-lim

h=0 h

También mostramos que e se puede calcular equivalentemente como

e=1li 1+l

n —0o0 n

E incluso como
e n
=3
n=0 n.

Luego, demostramos por contradiccion que el nimero e es irracional, es decir,
suponemos que e se puede escribir como un cuosiente de dos nimeros naturales y
llegamos a una situacion absurda. Finalmente, mostramos algunas aplicaciones de
este numero, tales como la resolucién de ciertas ecuaciones diferenciales, la
definicion de funciones hiperbdlicas y la determinacion de la ecuacion de la catenaria.

I. Introduccion

Probablemente muchos hemos escuchado sobre el famoso nimero e. e es un
nimero irracional y su valor es aproximadamente e = 2,71828182845.... Junto con el
0, el 1, la constante 7 y la unidad imaginaria i, ¢ es uno de los nimeros maés
importantes en matematicas. En esta monografia responderemos las siguientes
preguntas: ;Por qué este numero es tan importante? ;De dénde viene? ;[Qué
representa?

Leonhard Euler (1707-1783), matemadtico suizo, fue quien le dio el nombre al
nimero e.

Tal vez la definicion mds conocida del nimero e es que es la base de los
lograritmos naturales Pero ;qué quiere decir que e sea la base de los logaritmos
naturales? Primero, veamos brevemente el origen de los logaritmos.

Los logaritmos fueron inventados por el matematico escocés John Napier (1550-
1617). Napier queria facilitar el cdlculo de las funciones trigonométricas, por la via de
reemplazar las operaciones de multiplicaciéon y divisidon por sumas y restas. Para
evitar introducir fracciones, Napier eligié el valor 107 para el radio del circulo; y



como base para sus potencias, eligié 1-107 = 0.9999999. Entonces un nimero N
puede escribirse como

N=10" (1-107)"

En que el exponente L es el logaritmo naperiano de N. Napier acufid la palabra
logaritmo a partir de las palabras griegas logos, que significa “razén”, y arithmos, que
significa “nimero”. Es interesante observar que:

1) 1y 1
(1——) = lirr(l——) = — (como veremos mas adelante)

10’ n—0 n e

Es decir, aunque Napier no se lo propuso, él practicamente obtuvo un sistema de
logaritmos en base 1/e.

Que e sea la base de los logaritmos naturales significa que el logaritmo natural de
un nimero x es la potencia a la que habria que elevar e para obtener x; es decir, el
logaritmo natural de x es r si y s6lo si ¢ = x. Estos logaritmos en base e se llaman
“naturales” porque aparecen frecuentemente en matemadticas; por ejemplo, cuando
diferenciamos una funcién logaritmica:

ilog,,()c) = log, (¢) = ! (esto también lo veremos mas adelante).
dx In(b)x

En todo caso, el calificativo de “natural” le fue dado por Mergoli y Mercator
antes de que Newton (1643-1727) y Leibniz (1646-1716) desarrollaran el célculo.

I1. Definicion

Hay varias formas de definir conceptualmente el valor del nimero e, y todas son,
naturalmente, equivalentes entre ellas. Para partir por una de éstas, analizemos el
siguiente problema: derivar la funcién y=a" con respecto a x. Lo primero que
debemos hacer es recordar el concepto de derivada: geométricamente hablando, la
derivada de la funcién f(x) enx =a, es la pendiente de la recta tangente a la curva
y = f(x) enel punto x = a. Analiticamente, esta definicion puede escribirse como:

7 =lim FEERZIE )

Armado con esta herramienta, una forma de definir el valor de e es la siguiente.
Como dijimos antes, e es la base de los logaritmos naturales, es decir, e estd
relacionado con los logaritmos. Si e estd relacionado con los logaritmos, entonces e
también esta relacionado con las funciones de la forma a”, inversas de los logaritmos.

Ast, si queremos derivar y =a" usando la definicidon anterior, obtenemos:



x+h _ _x x h _ _x
(a)'= m% = }}E})% (por propiedad de las potencias)

Si se saca factor comin a”, esta expresion queda:

h_
a* - lim4 !

=0

Aqui nos enfrentamos con el verdadero problema, ;coémo calculamos este limite?
Desde el punto de vista practico, lo mejor que nos podria pasar es que este limite
fuese igual a 1, es decir, que la derivada de a* fuese igual a a*. Pero esto no es
necesariamente cierto para cualquier valor de a. Entonces, definamos e como aquel
nimero real que cumple esta condicion:

ljmeh_l

=1 [2
=0  h [ ]
Otra forma de enteder esto es que la derivada de e¢* es e*. Con este limite hemos
logrado obtener una definicion para el nimero e. Sin embargo, en la prictica, no es
facil calcularlo. ;Qué podemos hacer?

Primero, veamos si existe un nimero e que satisfaga el limite anterior. Para ello,
calculamos el valor del limite sustituyendo e por distintos nimero enteros y, en cada
caso, evaluando la expresion para valores cada vez mds pequefios de /. La siguiente
tabla sugiere que e efectivamente existe, y debe ser mayor que 2 y menor que 3.

h 2" —1 3" -1

h h

1 1 2
0.5 0.828... 1.464
0.2 0.743... 1.228
0.1 0.717... 1.161
0.05 0.705... 1.129
0.01 0.695... 1.104

Atn estamos muy lejos de tener el valor exacto de e. Veamos cOmo podemos
aprovechar el hecho de que la derivada de e es e para esto.

Definamos la funcién Inx como la funcién logaritmica con base e (ya veremos

que no solo tiene sentido hacer esta definicién, sino que también es muy util). A
continuacion, demostraremos que la derivada del Inx es 1/x. Consideremos la funcion

y=log, x

Esto significa que




Ademds, sabemos que en general podemos expresar a como

(log, a)
Zoga

Para cualqueir valor de z, por lo tanto

(log, a)y __

< X

Entonces, reemplazando z por e queda

ey(lna) — X

Ahora derivamos parcialmente esta igualdad con respecto a x; en el lado derecho
obtenemos 1, mientras que en el lado izquierdo aplicando la regla de la cadena queda

1
" Ina- y'
Es decir,
" Ina-y'=1

Este es e el que definimos en [2], porque estamos usando el hecho que la
derivada de e* es e*. Si ahora despejamos y’ obtenemos

| 1 1 1

y: Y]n = - =
" Ina & -lna x-lna

Es decir, la derivada de la funcién

=log x es
y g, < Ina

Finalmente, si sustituimos a por e, entonces y =Inx y la expresion anterior queda

, 1 1
Y= =— [3]
xlne x

) 1 . )
Asi hemos demostrado que la derivada del Inx es —. ;Y para qué nos sirve esto?
X

Haber calculado la derivada del logaritmo natural de esta forma, nos ayudard a
calcular el valor de e. Si usamos la definicion de derivada para calcular la derivada
del logaritmo natural en el punto x=1, e igualamos esta expresion con el valor que nos
dio a nosotros, obtendremos la siguiente igualdad:



In(L+/)~Inl _ . In(l+h)

h—0

I=lim
h—0

Esto porque Inl = 0. Ahora, por propiedad de los logaritmos, esto es igual a
1
I=lim In(1+ h)"

h—0

Como las funciones logaritmicas son continuas, entonces:

1
1=In Lim(1+ h)"
h—0

1 .
Reemplazandon = e esta expresion queda

1=1In lim(l + l}
n—o0 n

Aplicando la funcién inversa del logaritmo (que es la exponencial, es decir, e*) a
ambos lados nos queda

. 1)
e :l1m(1+—j [4]
N —o0 n

Finalmente, hemos encontrado una forma de calcular el valor de e. La siguiente
tabla muestra como cambia el valor de este limite a medida que aumenta el valor de n:

" lim(1+4)" =e
ne
10 2,5937...
100 2,7048...
1000 2,7169...
oo 2,7182...




» | | n
(1+1)

D

Notemos que de la misma forma que definimos e como un limite, podriamos
definir la funcién e* como:

e =lim[1+%j [5]

Ahora que tenemos esta definicion, buscaremos otras formas de definir el
nimero, que nos permitirdn entender otras propiedades de e, y también encontrar
formas que quizds converjan mas rapido.

Definamos primero el siguiente término:

f, :(l+£j
n

Usando el teorema del binomio, expresaremos f, como una sumatoria:

tn:(l+£Jn:Zn: =

k k
!
n —o\k/n > k!n

2 3
S P T (R R
2! n 3! n n n! n n n

n

o s (. X
Como vemos en esta ultima expansion, cada término de la forma — (excepto los
n

(nJX—k—1+x+in(n_l)(n_2)L (n—k—1)x*

dos primeros) estdn multiplicados por nimeros menores que 1. Como »n es natural,
n—1

entonces términos de la forma ( - J son necesariamente menores que 1. Ademas,

n
el producto de términos menores que 1, también genera un producto menor que 1.
Entonces, esta ultima expansion tendrd que ser necesariamente menor o igual que la
siguiente sumatoria:



Tal como lo hicimos para ¢, , démosle nombre a esta sumatoria:
n k
>
s =) —
n
|
o k!

Hemos encontrado asi una sumatoria que acota superiormente a ?,. Ahora,
definamos un ndmero natural m, que sea menor o igual que n, y generemos una
sumatoria parecida a la de 7, y que se vea ast:

2 m
1+x+x—(l—lj+L +x—(1—lj(1—3jL (1—@
2! n m! n n n

Esta sumatoria tiene una cantidad de términos menor o igual que ¢, , por lo tanto,
el resultado de esta sumatoria debe ser menor o giual que ¢ . Hemos, entonces,
encontrado una cota inferior para f,. Unamos esta condicion junto con la cota
superior que habiamos encontrado y expresémoslo como una desigualdad:

2 m
1+x+x—(1—lj+L +x—(1—11 —sz (1—ﬁj£tn <s,
2! n m! n n n

Habiendo hecho esto, tomemos limite cuando n tiende a infinito de las tres
expresiones. Ademads, recordemos la definicién de e* que tenemos.

xz( 1) x’"( II 2) ( m) . .
mm/!1+x+—=1-——|+L +—|1-——|1-——|L |[1-—||< t, <
1,11_{0101( x 2! n m)! n n n 1,,1_{9 " 1,11_>IOI}S"

2 m fd k

X X X
l+x+—+L +—<e' < E —
2! m! o k!

Pongdmosle un nombre a la suma que esté en el lado izquierdo, llamémosla s, .

Ahora, tomemos limite cuando m tiende a infinito en estas expresiones. Notese
que al hacer esto, s, generard el mismo resultado que se obtuv con s, en el paso
anterior, ya que ambas sumatorias tienen la misma formula general. Es decir:

oo

oo k k oo
. . X . X X X X
lims. <lime" <lim2— < 2. —<e'<)~—

Por teorema del emparedado o de la compresion, nos queda que otra definicion
para e es:



e n
X
X —
€ —Z—, [6]
n=o 1

Esta definicion también nos da otra alternativa para tratar de calcular el valor de
e. La definicién no es demasiado asombrosa ya que esa sumatoria representa la serie
de Taylor de la funcién e*. Brook Taylor (1685-1731) buscé la forma de poder
aproximar cualquier tipo funcion infinitamente derivable a una serie de potencias. De
esta forma se podria dar una solucién aproximada a varios problemas que existen en
el célculo. La ecuacion de la serie de Taylor de una funcién f(x) alrededor de un

punto x = a (esto significa que la aproximacion es mds exacta alrededor de este punto)
es:

= £)(, )
=20

En que f®)(a) representa la derivada n-ésima de f(x) evaluada en el punto x =

a. Si quisiéramos calcular la serie de Taylor de la funcién e* alrededor del punto x =0
dirfamos:

f(x)=e¢  f(0)=1
f(x)=€5  f(0)=1
F)=e  f0)=1
L

Ahora escribiriamos la suma:

2 oo n
. X X
f(x)=e"=1+x+=—+L =) =
2 o n
La serie de Taylor de la funcién e* alrededor de x = O converge para todo x.
Desmostrémoslo usando el criterio de D’Alambert. Tomemos la sumatoria que esta

n

sobre este parrafo, la cual tiene como término general a, =—. El criterio dice que si

n!
limh <1, entonces la serie converge. Veamos:
noe | A,
n+l
" n+1)
. n+1) . X
— L~ = =0<1
L= =limf,

Como el resultado del limite nos dio 0, que es siempre menor que 1,
independientemente del x escogido, entonces la sumatoria converge para todo x, lo



que significa que podemos aproximar la funcién e* para cualquier x usando la
sumatoria, no solo alrededor del x = 0.

Ya que tenemos e expresado como un limite, [4], y ahora también como una
sumatoria, [6], parece logico que e debiese poder expresarse en términos de una

integral. Como dijimos anteriormente, la derivada del logaritmo natural de x es — [3].
X

A partir de este hecho, encontramos otra forma de tratar de calcular el valor de e. La
idea del logaritmo natural del que hablamos antes proviene de una propiedad especial

de la funcién —, o, mejor dicho, del drea bajo la curva definida por esta funcion.
X

Supongamos que definimos el drea bajo esta curva, entre los puntos 1 y a, como In(a);
es decir,

In(a) = jal dx
U'x
(Qué pasa si calculamos el drea entre los puntos 1y ab, es decir, In(ab)?

In(ab)= |

abl
1

— dx
X

Sabemos que esa drea se puede calcular como el drea entre 1 y @ més el drea entre
ay ab; es decir, In(ab) es igual a In(a) més el area entre a y ab:

ab 1
In(ab)= In(a) + | ~dx
¢ X
Pero ahora, ;cudnto vale el drea entre a y ab? Para resolver este problema,
usaremos la técnica llamada cambio de variables. Supongamos que definimos

~
Il

Entonces,

1 y ar 1 =Ly
x at dx a a

Como, ademas, cuando x vale a, f vale 1, y cuando x vale ab, t vale b, tenemos
que

[ o= "L ar=m@)
@ x Ut

Esto por la definicién que hicimos més arriba de la funcién In.

10



Por lo tanto, hemos concluido que In(ab) = In(a) + In(b); y ésta es justamente una
propiedad de los logaritmos —la posibilidad de convertir las multiplicaciones en
sumas.

Pero, ;cudl seria la base de estos logaritmos? La base de un logaritmo es un
nimero que tiene la propiedad de que el logaritmo en esa base de ese mismo nimero
es 1. Por ejemplo, el logaritmo en base 10 de 10 es 1, y el logaritmo en base 2 de 2 es
1. Por lo tanto, la base de estos logaritmos naturales es un nimero a tal que In(a) = 1.
En este caso, se define e como el dnico valor de a tal que In(a) = 1; es decir, e es un
numero tal que el drea bajo la curva 1/x entre x =1y x =e es igual a 1.

Nuevamente, nos encontramos con que tenemos una deficion de e a partir de la
cual no es facil calcular el valor de e.

III. Irracionalidad

Hasta ahora hemos encontrado distintas definiciones y formas de calcular e.
Cuando tratamos de obtener su valor, nos damos cuenta que ninguna de las
definciones se puede expresar directamente como un valor conocido, y que en las
aproximaciones que hemos hecho, no hay un patrén en las cifras decimales. Esto nos
da razon para pensar que e es irracional. A continuacion demostraremos este hecho.

Utilizando la propiedad [6] que dice que zx_':ex’ podemos demostrar la
n=0 n.

irracionalidad de e por contradiccion (reduction ad absordum) de la siguiente forma.

Supongamos que e es un nimero racional, entonces e se puede escribir como el
cuociente de dos nimero naturales

3 anb eNae:ﬁ
b

Definamos ahora un nimero x de la siguiente forma:

=] = bl
x=ble-Y —|=alb-1)1-> =
! —on!

Es facil ver que x es un nimero entero, porque a(b—1)! es un producto de enteros

b! .
(que da por resultado un entero) y, como es b= n, — es siempre entero, y por lo tanto
n.

b
b! . . . .

z_' es una suma de nimeros enterOS, que también es un nimero entero. ASI, xesla
n.

n=0

resta de dos numeros enteros, y por lo tanto es entero.

11



Ahora, trataremos de acotar el valor de x. En primer lugar, sabiendo que

oo

e= Z—', podemos sustituir este valor en la definicion de x:
n:
n=0

oo b oo
x=bl Zl—zl _ny L

| | |
n:()n' n:()n' n=b+1 n.

Vemos asi que x es claramente mayor que 0.

Por otra parte, ndtese que en esta ultima expresion n tiene valores estrictamente
mayores que b. En estas condiciones, se da que:

!
b 1 1

n b+D)B+2L n” b+

Por lo tanto

Esta ultima sumatoria es la suma de una serie geométrica infinita de razén
1/(b+1), cuyo valor es:

i 11 1|1
Zo+D" b+, 1

b+1

Como por suposicion b es un nimero natural, 1/b es menor o igual que 1, y como
x es menor que la suma de la serie geométrica infinita, entonces x es estrictamente
menor que 1. En consecuencia, tenemos que x es un nimero entero que es a la vez
mayor que 0 y menor que 1; esta es una contradiccion que invalida nuestra suposicion
de que e es un nimero racional.

IV. Aplicaciones

Cuando uno tiene ecuaciones diferenciales lineales homogéneas a coeficientes
’

constantes, se utiliza la propiedad de que (ex) =¢" para resolverlas, de la siguiente
forma: si tenemos la siguiente ecuacion

cy'+c, -y T +L +c ¥+ c,y=0

12



o
Una solucién facil de encontrar es una de la forma Y = € . Al hacer esto, nos

quedara un polinomio para o. Por esta razon, este método para solucionar este tipo de
ecuaciones diferenciales es preferiblemente usable para los 6rdenes del 1 al 4, ya que
no existe una formula general que nos determine soluciones de polinomios de mayor
grado. Veamos un par de ejemplos numéricos para entender mejor esta aplicacion

Si tenemos que
” /’
V' +3y+2y=0
Como dijimos antes, reemplazamos y con e*, entonces, nos quedaria que

:eax

=™
2
"=ae™

= e <

a’e™ + 30e™ +2e* =0

Podemos dividir la ecuacién por e“, ya que la funcién es estrictamente positiva,
y nos quedaria

a +3a+2=0
Es decir, una ecuacién cuadratica que se podria escribir de la siguiente forma:
(a+1)(a+2)=0

Asi que los valores para « serfan -1 y -2, es decir, las dos soluciones de la
ecuacion diferencial son:

y=e’

X

y=e”

(Qué pasa en los casos particulares? Cualquier ecuacion diferencial lineal
homogénea de orden n a coeficientes constantes, tiene n soluciones linealmente
independientes. Vemos en el ejemplo anterior que la ecuacion era de orden 2 y nos
quedaron dos soluciones linealmente independientes. Pero existen casos que no son
tan agradables. Por ejemplo, ;qué hubiese pasado si los valores de « hubiesen sido
iguales? En ese caso, si la ecuacion es de orden 2, el método de reduccion de orden
dice que las soluciones serian e®; xe®. En el caso que « sea un nimero imaginario,
es decir, @=a+ib, las soluciones son de la forma e* cos(bx), e sin(bx), lo que se

demuestra usando el teorema de De Moivre, que veremos mas adelante.
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Las ecuaciones diferenciales que hemos discutido hasta ahora son homogéneas y
a coeficientes constantes. Pero ;qué pasa si esto no se cumple? En el caso de las
ecuaciones de primer orden, la misma propiedad que nos permitié resolver los casos
anteriores nos puede ayudar a resolver este caso. Analicemos entonces una ecuacion
diferencial de primer orden no homogénea a coeficientes no constantes.

’
Y+ p(x) y=q(x)
Hay un tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden a coeficientes no
constantes, no homogénea y que no son lineales, cuyo método de solucion es bastante

directo. Las ecuaciones diferenciales de variables separables tienen la siguiente
forma:

' g(y)=r(x)

Estas ecuaciones diferenciales a veces se pueden resolver simplemente
integrando a ambos lados (esto ocurre cuando las funciones g(y) y r(x) son
integrables). Pero la ecuacion diferencial lineal que nosotros estamos tratando no
tiene esta forma. Sin embargo, nos podemos preguntar si acaso existe algun término
por el que podriamos multiplicar la ecuacion de tal forma que justo nos quede una
ecuacion diferencial de variables separables. Busquemos este término. Para buscarlo,
supongamos primero que existe y que se llama /(x). Si multiplicamos la ecuacién por

I(x), nos queda:

I(x) y'+1(x) p(x)-y=1(x) g(x)

Si nosotros queremos que quede una ecuacion de variables separables, deberia
verse algo asi

(I(x)-y) =1(x)- g(x)

Podemos igualar ambas ecuaciones y nos queda:

(1(x)- y) = I(x)- y'+ I(x)- p(x)- y

Desarrollamos el lado izquierdo de la igualdad como derivada del producto:

I(x)-y+y - I(x)=1(x)-y'+I(x) p(x)-y

Se nos elimina el término (x)- y” a ambos lados de la ecuacion.

I'(x) y=1I(x) p(x)-y

Se nos elimina la funcién y, y luego despejamos p(x) y nos queda

14



Esto que tenemos ahora es una ecuacion diferencial de variables separables para
I(x). Integramos a ambos lados:

.[d]I(ECx)): .[P(x)dx < In(I(x))= jp(x)dx o I(x):ejp(x)dx

Hemos encontrado un término (x), el cual se conoce con el nombre de
“factor integrante”, que cumple la condicién. Sin embargo, esto no significa
que I(x) siempre exista. Hemos definido nuestro factor integrante de esta

IP(X)

forma: I(x)=e . Esto significa que el factor integrante existird siempre que p(x)

tenga como antiderivada una funcién conocida. Aun asi, hemos generado un
método que nos resuelve varias de las ecuaciones diferenciales lineales de

primer orden.

Volvamos ahora, por un momento, a las ecuaciones diferenciales homogéneas a
coeficientes constantes. Analicemos el siguiente problema:

yll_y :O

Resolvamos este problema con el método ya presentado para esta situacion.
Suponemos una soluciéon exponencial.

y=e”
y// — aZeafx
Reemplazamos en la ecuacién y nos queda que
ae™ —e™ =0
Dividimos por ¢ y nos da que
a’-1=0
es decir
a’=1 - a=x%1

Por lo tanto, las soluciones son:

15



Ahora definimos las siguientes condiciones iniciales para el problema

y(0)=1
y'(0)=0

La solucion general del problema es:
y=ce +c,e”
Usamos la condicién de que y(0)=1 y nos queda que
l=c¢, +c,
Ahora usamos la otra condicién y’(0)=0 y nos da que
O=c,—c,
€, =6

Asi obtenemos un sistema de dos ecuaciones para dos incognitas. De donde se
obtiene:

1
2c,=1 = ¢,=—=
2
Y como ¢, =c,

1
C,=—
2
2
Esta solucion del problema tiene un nombre especial. se le conoce como
coseno hiperbdlico. Es decir

X

e +e
=———=coshx
Y 2

—X

Las funciones hiperbdlicas nacen de las hipérbolas, a diferencia de las funciones
trigonométricas que salen de la circumferencia. Se llaman de la misma manera que las
trigonométricas, solo que afiadiendo la palabra “hiperbélico” al final.

Las funciones hiperbdlicas principales son:

16



X —X
) e’ —e
sinhx =

X —X
e +e
coshx=———

Las demds funciones hiperbdlicas aparecen de las mismas relaciones que existen
entre las funciones trigonométrcias. Ahora derivemos la funcién sinh x:

i(sinhx)zi ¢ e |_ete =coshx
dx dx 2 2

—X

Al igual que las funciones trigonométricas, en que la derivada del sin x es cosx.

Ahora derivemos la funcién coshx, y obtenemos que

i(coshx)zi ¢ te |_e—e =sinh x
dx dx 2 2

Notese la diferencia con las funciones trigonométricas en que la derivada del
cosx es —sinx. De aqui podemos ver por qué ambas funciones hiperbdlicas son
soluciones de la ecuacidon diferencial que analizamos antes. Lo que determinard cudl
solucidn es la que se usard finalmente son las condiciones inciales.

Habiendo definidio entonces las funciones hiperbdlicas, surge la pregunta: ;para
qué sirven? Jakob Bernoulli (1654-1705) propuso un problema en mayo de 1690 para
la comunidad matemdtica. El problema era encontrar la ecuacién que describia la
forma de una cadena que cuelga de dos puntos a igual altura. Este problema fue
resuelto por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) usando el cdlculo y por varios
mas. Esta ecuacion, que hoy se llama la ecuacion de la catenaria, se usa para la
construccion de puentes colgantes, arcos, etc

s X
La ecuaciébnes y=c+ acost{—), en que ¢ y a son constantes.
a

Cuando en la p4gina 13 hablamos de las ecuaciones diferenciales, hubo un punto
que dejamos pendiente y que era el teorema de De Moivre. Una de las mads
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importantes aplicaciones de e es su directa relaciéon con los nimeros complejos, ya
que este teorema nos permite expresar cualquier nimero complejo como el resultado
de una exponencial. Cuando uno tiene un nimero complejo z cualquiera, lo primero
es expresar este nimero de la forma z = r(cos O+ isin 49), siendo rel médulo de zy 6

el dngulo que forma con el eje x medido en sentido antihorario y en radianes. Esta
forma de escribir los nimeros complejos se llama a veces r-cis@. El teorema de De
Moivre dice lo siguiente:

7" =r"(cos@+isind)’ =r"e™

A continuacién demostraremos este teorema. Primero, definamos al ndmero
complejo unitario (médulo = 1) como una funcion de 6.

y =(cos@+isin6)
Ahora derivemos la funcién con respecto a 6.

ﬂ —icosO—sinO= i(cost9+ isiné?)

dé

Notemos que en esta Ultima expresion aparece y en el paréntesis. Es decir:

dy .
—=1-
a0 7

Esto que tenemos es una ecuacion diferencial de variables separables para y.
Resolvemos:

D_iag > [P=[it6 > my=i6
y y

Despejando y obtenemos:
12
y=e

Ahora bien, si nosotros consideramos ahora que el nimero complejo tiene
modulo 7, esto lo escribiriamos asi en términos de y:

z=r(cos@+isinf)=ry
Y por lo que acabamos de mostrar:
ry = re'®
Si elevamos ambos lados a n, entonces:
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. . n .
r'y" =r"(cos @+ lSlnﬁ)n =r" (e’g) = r"e™?

Hemos demostrado entonces el teorema de De Moivre. Este teorema lo
mencionamos cuando hablamos de las ecuacidnes diferenciales lineales homogéneas a
coeficientes constantes de segundo orden. Dijimos que habia que buscar una solucion
de la forma e*. El caso complicado se presenta cuando « resulta ser complejo. Si es
asi, podemos expresar ¢ de esta forma:

a=a+ib

Reemplazamos & en nuestra solucion tipo y usamos el teorema:
(a+ib)x __ ax ibx _ _ax . s
e =¢"e™ =™ (cos(bx)+ isin(bx))

Cuando buscamos soluciones para ecuaciones diferenciales de segundo orden,
buscamos dos soluciones que sean linealmente independientes. Las funciones seno y
coseno son linealmente independientes. Entonces, podemos considerar la parte real de
la solucidn que esté arriba separadamente de la parte imaginarfa, y cada una de estas
partes aporta una solucién. Es por eso que la solucion general de este caso particular
de ecuaciones diferenciales sera:

y =e™(c,cos(bx)+ c, sin(bx))

Para terminar con el teorema de De Moivre, revisemos una caracteristica. Al
hablar de @ dijimos que era un dngulo medido en radianes. Enfoquémosnos en el caso
particular en que €= 7x. Usemos el teorema para este caso en que el nimero complejo
ademads tiene modulo unitario.

e =coszm+isint=—1+0=-1
Esta identidad es bastante famosa y en particular fue catalogada por el fisico

norteamericano Richard Feynman (1918-1988) como la identidad mas espectacular en
matematicas. En general, escribimos la identidad asi:

in
e +1=0
De esta forma, aparecen en una sola igualdad los numeros e, m, el neutro
multiplicativo 1, el neutro aditivo 0 y ademds el componente imaginario i.
Conclusiones
Son varios los mitos que hay con respect al nimero e, como por ejemplo que fue

descubierto y nombrado de ese modo por Leonhard Euler. Pero como hemos podido
descubrir en esta monografifa Euler s6lo le dio el nombre a este nimero. Este nimero
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fue descubierto mucho antes por el matematico escocés John Napier, inventor de los
logaritmos.

El nimero e es un nimero que cumple con muchas propiedades y aplicaciones
muy importantes en la matematica y que ademds es muy util en el ambito de la
ingenieria; como por ejemplo las funciones hiperbdlicas que nos ayudan en la
construccion de puentes y las ecuaciones diferenciales.
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