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El frascendental ndmero de Euler

Magdalena Eterovic
P. Universidad Catolica de Chile, Santiago, Chile

1. Introduccion

Probablemente muchos hemos escuchado sobre el famoso nimero e. Es un nimero irracional y su valor es
aproximadamente e /= 2.71828182845. Junto con el 0, el 1, la constante 7 y la unidad imaginaria 7, e es uno
de los nimeros mds importantes en matemdticas. En esta monografia responderemos las siguientes preguntas:
(De dénde viene el nimero e? ;Cudl es su definicién y cémo se puede calcular su valor? ; Cémo sabemos que
es un nimero irracional? ;Qué relacién tiene con los niimeros complejos?

2. Antecedentes historicos

Leonhard Euler (1707-1783), matemadtico suizo, fue quien le dio el nombre al nimero e. Tal vez la definicién
mas conocida del nimero e es que es la base de los logaritmos naturales. Pero, ;qué quiere decir que e sea la
base de los logaritmos naturales?. Primero, veamos brevemente el origen de los logaritmos.

Los logaritmos fueron inventados por el matematico escocés John Napier (1550-1617). Napier queria facili-
tar el cdlculo de las funciones trigonométricas, por la via de reemplazar las operaciones de multiplicacién y
divisién por sumas y restas. Para esto, Napier se basé en el trabajo del matemdtico alemdn Michael Stifel
(1487-1567), quien habfa llegado a determinar las relaciones ¢™¢™ = ¢™"™", y ¢™/q" = ¢™ " para los
numeros enteros.

Napier razoné que si podemos escribir cualquier nimero como una potencia de algin nimero fijo dado
(una base), entonces la multiplicacién y divisién de nimeros serian equivalentes a la suma y resta de sus
exponentes. Para evitar introducir fracciones, Napier eligié el valor 107 para el radio del circulo (es decir, una
unidad dividida en 107 subunidades); y como base para sus potencias, eligié 1 — 10~7 = 0.9999999 (es decir,
el siguiente nimero mds pequefio que la unidad, que resulta de restarle una subunidad a la unidad). Entonces
un nimero N puede escribirse como

L
N=10"(1-10"7)",
en que el exponente L es el logaritmo naperiano de N. Napier acufi6 la palabra logaritmo a partir de las
palabras griegas logos, que significa “razén,” y arithmos, que significa “nimero.” Es interesante observar que

7
1\ 1\" 1
1— — ~ lim (1-=) ==,
107 n—oo n e

Es decir, aunque Napier no se lo propuso, él practicamente obtuvo un sistema de logaritmos en base % A
4 . .. . . . ., n

propdsito, no sabemos quién fue la primera persona que noté el comportamiento de la expresion (1 + %) a

medida que n tiende a infinito, de modo que la fecha de nacimiento del nimero e permanece en la oscuridad.

Los logaritmos de Napier y, posteriormente, los del matematico inglés Henry Briggs (1561-1631), los
logaritmos en base 10 o “comunes,” se difundieron rdpidamente en la comunidad cientifica europea (incluso
fueron introducidos en China 1653), y muy pronto dieron origen a la regla de cdlculo. La regla de cédlculo
aparecio por primera vez en 1620 y fue usada por cientificos e ingenieros durante los préximos 350 afios, hasta
que en 1970 aparecio la calculadora.
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Que e sea la base de los logaritmos naturales significa que el logaritmo natural de un nimero z es la
potencia a la que habria que elevar e para obtener x. El logaritmo natural de x es r si y sélo si e” = x. Estos
logaritmos en base e se llaman “naturales” porque aparecen frecuentemente en matematicas; por ejemplo,
cuando diferenciamos una funcién logaritmica,

d log,(e) 1

dx log, () = r  In(b)z’

como veremos mas abajo. En todo caso, el calificativo de “natural” le fue dado por Mergoli y Mercator antes
de que Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) desarrollaran el célculo.

3. Definicion del niimero e

Hay varias formas de definir conceptualmente el valor del nimero e, y todas son, naturalmente, equivalentes
entre ellas. Para partir por una de estas, analicemos el siguiente problema: derivar la funcién y = a” con
respecto a x. Lo primero que debemos hacer es recordar el concepto de derivada: geométricamente hablando,
la derivada de la funcién f(x) es otra funcién, f’(z), que corresponde a la pendiente de la recta tangente a la
curva y = f(x); en general, esta pendiente varia para cada valor de x. Analiticamente, esta definicién puede

escribirse como ; F
. z+h)— f(x
f’(m) = lim M (1)
h—0 h
Armados con esta herramienta, una forma de definir el valor de e es la siguiente. Como dijimos en la
introduccion, e es la base de los logaritmos naturales, es decir, e estd relacionado con los logaritmos. Si e estd
relacionado con los logaritmos, entonces e también estd relacionado con las funciones de la forma a”, inversas

de los logaritmos. Asi, si queremos derivar y = a® usando la definicién anterior, obtenemos

x+h h
e s @ T i e
(a®)' = lim —— = lim
h—0 h h—0
Si se saca factor comun resulta
e .oah—1
a” - lim .
h—0

Aqui nos enfrentamos con el verdadero problema, ;codmo calculamos este limite? Desde el punto de vista
practico, lo mejor que nos podria pasar es que este limite fuese igual a 1, es decir, que la derivada de a® fuese
igual a a®. Pero esto no es necesariamente cierto para cualquier valor de a. Entonces, definamos e como aquel
ndmero real que cumple esta condicién:
el —1
lim
h—0 h

=1 2)

Otra forma de entender esto es que la derivada de e” es e”. Con este limite hemos logrado obtener una definicién
para el n’umero e. Sin embargo, en la préctica, no es facil calcularlo. ;Qué podemos hacer? Primero, veamos
si existe un nimero e que satisfaga el limite anterior. Para ello, calculamos el valor del limite sustituyendo e
por distintos nimero enteros y, en cada caso, evaluando la expresion para valores cada vez mas pequefios de h.
La siguiente tabla sugiere que e efectivamente existe, y debe ser mayor que 2 y menor que 3.

2k 1 3"h—1
I h
1 1 2

0.5 | 0.828 | 1.464
0.2 | 0.743 | 1.228
0.1 | 0.717 | 1.161
0.05 | 0.705 | 1.129
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Alin estamos muy lejos de tener el valor exacto de e. Veamos cémo podemos aprovechar el hecho de que la
derivada de e” es e” para esto. Definamos la funcién In(z) como la funcién logaritmica con base e (ya veremos
que no solo tiene sentido hacer esta definicion, sino que también es muy ttil). A continuacién, demostraremos
que la derivada del In(x) es <. Consideremos la funcién

y = log, z.

Esto significa que a¥ = x. Ademds sabemos que podemos expresar a como z'°¢=(®) para cualquier valor de z.
Por lo tanto, z(1°8- ¥ = 2 Entonces, reemplazando z por e nos queda

(@) _ 4

Ahora derivamos parcialmente esta igualdad con respecto a z. En el lado derecho obtenemos 1, mientras que
en el lado izquierdo aplicando la regla de la cadena queda e¥("(®)) In(a)y’ = 1. Este es el e que definimos en
(2), porque estamos usando el hecho de que la derivada de e” es e®. Si ahora despejamos y obtenemos

, 1 1 1

Y= em@)n(a)  avIn(a)  zn(a)

Es decir, la derivada de la funcién y = log, z es y' = Finalmente, si substituimos a por e, entonces

1
zln(a)"
y = In(z) y la expresién anterior queda

1 1
/
= == 3
Y zln(e) =z )
Asi, hemos demostrado que la derivada del In(z) es 1/x. ;Y para qué nos sirve esto? Haber calculado la
derivada del logaritmo natural de esta forma, nos ayudard a calcular el valor de e, como veremos a continuacion.
Si usamos la definicién de derivada, dada en (1), para calcular la derivada del logaritmo natural en el punto
x = 1, e igualamos esta expresion con el valor que acabamos de obtener en (3), obtenemos la siguiente
igualdad:
In(1+h)—1In(1 In(1+nh
| = iy REEA) ZIn@) g A+ R)
h—0 h h—0 h

Ahora, por propiedad de los logaritmos, esto es igual a
1= lim In ((1 + h)l/h) :

—0

y como las funciones logaritmicas son continuas, entonces
1=1In (lim(l + h)l/h> :
h—0
Reemplazando n = 1/h, esta expresién queda

1 n
1:1n<lim <1+>).
n—oo n

Finalmente, aplicando la funcién inversa del logaritmo (que es la exponencial, es decir, ¢*) a ambos lados,
concluimos que

e = lim <1+1> . (@]
n—oo n

Hemos encontrado una forma de calcular el valor de e. La siguiente figura muestra cémo cambia el valor de
este limite a medida que aumenta el valor de n.

joven.matematico@gmail.com 4
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2 I | N
(1+1)

)

4. La irracionalidad del niimero e

En la seccién anterior vimos distintas definiciones y formas de calcular e. Cuando tratamos de obtener el valor
de e, nos damos cuenta que ninguna de las definiciones se puede expresar directamente como un valor cono-
cido, y que en las aproximaciones que hemos hecho, no hay un patrén en las cifras decimales. Esto nos da
razdén para pensar que e es irracional. A continuacién demostraremos este hecho.

Ademads de las definiciones (2) y (4) para e, también se puede demostrar que

oo n

e“’zz%. (5)

n=0

A partir de esta nueva definicién de e, podemos demostrar su irracionalidad por contradiccién (reductio ad
absurdum), de la siguiente forma. Supongamos que e es un nimero racional; entonces, e se puede escribir
como el cuociente de dos nimeros naturales:

Ea/\bED\He:%.

A partir de los nimeros naturales a y b anteriores, definamos un nimero x de la siguiente forma:

b

b
1 b!
n=0

n=0

Es fécil ver que x es un nimero entero, porque a(b — 1)! es un producto de enteros (que da por resultado un

! . b ! .
entero) Yy, como €s b >n, % €s siempre entero, y por lo tanto Zn:O % es una suma de ndmeros enteros, que

también es un nimero entero. Asi, = es la resta de dos nimeros enteros, y por lo tanto es entero.

Ahora, trataremos de acotar el valor de x. En primer lugar, sabiendo de (5) que e = ZZOZO %, podemos
sustituir este valor en la definicion de x:

oo b oo
1 1 1
LI DD B LD D
n=0 n n=0 n: n=b+1 s
Vemos asi que z es claramente mayor que 0. Por otra parte, ndtese que en esta tltima expresion n tiene valores

estrictamente mayores que b. En estas condiciones, se da que

b! 1 1

AT DL =0 = Gr )
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y por lo tanto,
oo o0

b! 1
T = Z Eggm

n=b+1

Esta dltima sumatoria es la suma de una serie geométrica infinita de razén 1/(b + 1), cuyo valor es

(o]
Z 1 1 1 1
1)k 1 _ 1 ]y
—b+1F b1 \1- g b
Como por hipétesis b es un nimero natural, 1/b es menor o igual que 1, y como « es menor que la suma de
la serie geométrica infinita, entonces x es estrictamente menor que 1. En consecuencia, tenemos que = es un
nimero entero que es a la vez mayor que 0 y menor que 1. Esta es una contradiccion que invalida nuestra
suposicion de que e es un nimero racional.

5. El teorema de De Moivre

Una de las mds importantes aplicaciones de e es su directa relacién con los nimeros complejos. El teorema de
De Moivre nos permite expresar cualquier nimero complejo como el resultado de una exponencial. Cuando uno
tiene un nimero complejo z cualquiera, lo primero es expresar este nimero de la forma z = r(cos 6 + i sin 6),
siendo 7 el médulo de z y 6 el dangulo que z forma con el eje x medido en sentido antihorario y en radianes. Esta
forma de escribir los nimeros complejos se llama a veces r cis 6. El teorema de De Moivre dice lo siguiente:

2" = 1" (cos @ + isin @) = r"e.

A continuacién demostraremos este teorema. Primero, definamos al nimero complejo unitario (médulo = 1)
como una funcién de 6:
y = (cos @ +isin),

y derivemos la funcién con respecto a 6,

d
d—g =icosf —sinf = i(cos + isin ).
Notemos que en esta tltima expresion aparece ¥y en el paréntesis. Es decir,
dy _ .
— =1y.
a ~ "

Esto que tenemos es una ecuacion diferencial para y. Resolviendo obtenemos
y=e

Ahora bien, si nosotros consideramos que el nimero complejo tiene médulo r, esto lo escribirifamos asi en
términos de y: z = r(cosf + isin @) = ry. Entonces, por lo que acabamos de mostrar,

ry = re'.
Si elevamos ambos lados a la potencia n, entonces

r"y" =r"(cosf +isinh)" =r" (eie)n = pnenit

Hemos demostrado asi el teorema de De Moivre. Para terminar con el teorema, revisemos una caracteristica.
Al hablar de 6 dijimos que era un angulo medido en radianes. Enfoquémonos en el caso particular en que
6 = m. Usemos el teorema para este caso en que el nimero complejo ademads tiene médulo unitario:

e =cosmHisint=—-140=—1.

joven.matematico@gmail.com 6
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Esta identidad es bastante famosa. En particular, fue catalogada por el fisico norteamericano Richard Feynman
(1918-1988) como la identidad mds espectacular en matemadticas. En general, escribimos la identidad como

e +1=0.
De esta forma, aparecen en una sola igualdad los niimeros e, 7, el neutro multiplicativo 1, el neutro aditivo 0,
y ademds el componente imaginario .
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Transformadas de Laplace de Funciones de Bessel:
Funciones de Orden Cero

Mark S. Ashbaugh', y Sebastidn Garcia Sdenz?

1 Department of Mathematics, University of Missouri, Columbia, MO, ashbaughm @missouri.edu.

2 Departamento de Fisica, P. Universidad Catélica de Chile, Santiago, Chile, sgarciasaenz@ gmail.com.

Resumen
Este articulo constituye una aproximacioén pedagégica a la transformada de Laplace de la funcién de
Bessel Yp, obtenida mediante un desarrollo adicional del método que usan los libros de texto para obtener la
transformada de .Jo de tal modo que se superan los problemas aparentes de la generalizacién del método para
Y0s. En el camino notamos los modos mds directos de obtener las transformadas de Laplace de las funciones de
Bessel, y adicionalmente a los desarrollos para Y; notamos una identidad binomial interesante que involucra
los niimeros arménicos.

1. Introduccion

En este articulo derivamos la transformada de Laplace de la funcién de Bessel Y, siguiendo el desarrollo de
la transformada de la funcién de Bessel Jy que se encuentra en muchos libros de texto. Una gran cantidad de
libros elementales sobre ecuaciones diferenciales, o sobre métodos matématicos de la fisica, contienen breves
derivaciones de la transformada de Laplace de J ya sea como un ejemplo o como un ejercicio, usualmente en el
capitulo sobre la transformada de Laplace, y en el que el cdlculo es hecho tomando transformada a la ecuacién
de Bessel de orden 0 en la forma ty” + y' + ty = 0. Véase, por ejemplo, [7] (ver Prob. 35, p. 322), [9] (ver
Ejemplo 4, pp. 216-217), [12] (ver Ejemplo 5, p. 483), [15] (ver Ejemplo 6-4, pp. 305-306), [17] (ver Ejemplos
16 y 17, pp. 205-206), [21] (ver Ejemplo 3, pp. 403-404), [22] (ver Prob. 14, pp. 314-315), o una cantidad de
otros textos ([2], [3], [4], [5], .. .). Un resultado clave usado en esta derivacién es que, si F((s) = L{f(t)}
representa la transformada de Laplace de f(¢), entonces la transformada de Laplace de ¢f(¢) estd dada por
—F’(s), esto es, la transformada de Laplace convierte multiplicacién por ¢ en —d/ds. Asi, dada la forma de
la ecuacién de Bessel de orden 0, con coeficientes lineales en ¢, la aplicacién de la transformada de Laplace
la convierte en una ecuacién diferencial de primer orden en la funcién transformada Y (s). A menudo estas
derivaciones también contienen un breve argumento para identificar la constante de integraciéon multiplicativa
que surge de resolver esta ecuacién homogénea de primer orden, la cual se necesita para identificar la forma
precisa de la transformada de Laplace de Jy(t). En particular, uno encuentra que la solucién toma la forma
Y (s) = C(s*> +1)~'/2, y uno identifica C = 1 comparando la serie obtenida al expandir Y (s) en potencias
de 1/s con la serie resultante de aplicar transformada de Laplace término a término a la serie de potencias de
Jo(t) (bastaria aqui comparar solamente los términos dominantes, aunque la mayoria de los autores consideran
la serie completa, ya que este cédlculo requiere poco trabajo adicional). Este cdlculo usualmente se sugiere de
manera formal, sin justificar el procedimiento de transformar término a término (que no es mds que el inter-
cambio de los 6rdenes de suma e integracion, pues la transformada de Laplace consiste en multiplicar por e %!
e integrar desde ¢ = 0 a oo, i.e., L{f(t)} =: [;° e ! f(t)dt). La expansion de Y (s) = C(s*> + 1)"*/? en
potencias de 1/s es una aplicacién simple de la expansién binomial (para la cual es necesario asumir que s > 1;
aqui y en adelante asumiremos s > 1 al expandir en 1/s).

Estos cdlculos, aunque instructivos en muchos sentidos y apropiados para presentar en libros elementales,

tienen sin embargo ciertos defectos. Uno de ellos es obviamente la falta de justificacién de la integracién térmi-
no a término (transformacién de Laplace), pero como esto se remedia facilmente mediante teoremas estandar de
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célculo avanzado o teoria de integracién, no nos detendremos mas tiempo en esto. Otras objeciones, algo mas
serias, incluyen (1) el hecho de que resolver la ecuacién diferencial ademads de aplicar transformada de Laplace
a la expansion en serie constituye una tarea engorrosa, pues cada uno de estos procedimientos por si mismo
permite obtener casi todo lo que uno busca, y (2) la transformacién de la ecuacion diferencial deja al estudiante
serio (y al profesor) con la duda acerca de qué ha pasado con la “segunda solucién” de la ecuacién con la que
empezamos, esto es, la ecuacion de Bessel de orden 0, que es una ecuacién de segundo orden. De hecho, si uno
quisiera asegurar todo directamente, incluyendo la constante C, entonces el “mejor” método seria transformar
la expansién en serie desde el principio, obteniendo £{.Jy} explicitamente, sin necesidad de tocar la ecuacién
de primer orden que esta satisface. Uno entonces podria emplear la expansién binomial para “sumar” la serie y
llegar a la expresion en forma cerrada de £L{.Jy}. Algunas razones que podrian ayudarnos a explicar la presente
organizacion del argumento incluyen (i) que el método de transformar la ecuacién es mds simple y completo,
de modo que su exposicion calza mejor en el contexto de una discusion de la transformada de Laplace (ilustran-
do también el teorema de que L{tf} = —F’(s)); (i) el método de la ecuacién diferencial permite obtener la
transformada de Laplace de Jy(t) en forma cerrada, no solamente la expansién en serie, y por lo tanto permite
a los autores evitar hacer uso en un principio de la expansién binomial de (s> 41)~%/2 = 1/s(1+1/s?)"/2;y
(iii) relegando el uso de las series solamente para la identificacion de la constante C' hace quizds mas justifica-
ble en nuestra opinién el uso de argumentos formales en este punto, sin preocuparnos de que el argumento sea
cabalmente riguroso. (Un camino para evitar esta critica es usar el resultado lim,_,[sL{f(¢)}] = f(0), que
se puede encontrar, por ejemplo, en [23] (ver Teorema 1, p. 275). Pero muy pocos autores que tratan £{.Jy(¢)}
usan esto, siendo los tnicos de nuestro conocimiento [8], [14], [16], [17], y [20].)

En particular, notamos que si el objetivo es obtener la transformada de Laplace de Jy(¢) explicitamente
de la forma mas fécil y directa posible, entonces con seguridad uno deberia simplemente tomar la expansién
en serie, aplicar transformada término a término, y luego identificar la serie resultante como la expansién de
(s? + 1)~'/2 mediante el teorema del binomio. Nada de este procedimiento es ajeno al estudiante de un curso
de ecuaciones diferenciales, excepto tal vez la teorfa de convergencia que justifica la transformacién término a
término, lo cual al menos se puede mostrar como plausible al notar que la serie tiene un radio de convergencia
infinito mientras que la funcién que representa es acotada para ¢ grande (y de hecho es acotada por K /v/t para
cierta eleccion de la constante K).

Quizds algo mds para pensar, o para confundir, son las cosas que omiten muchos autores cuando aplican el
método de transformar la ecuacién diferencial. La mayoria introduce condiciones iniciales para Jy o llaman la
atencion hacia Jy desde el principio. Pero si uno piensa por qué este procedimiento no captura nada de la “se-
gunda solucién” de la ecuacién de Bessel, la primera impresion es probablemente que, aunque no se mencione,
la solucién que buscamos posee una transformada de Laplace, mientras que la funcién Yy no. Pero esto no es
asi, pues un poco de reflexion (usando los principios de la teoria de Frobenius para resolver ecuaciones con
puntos singulares regulares, o simplemente haciendo referencia a la expansién de Yy (¢) desarrollada ya en los
libros (ver, por ejemplo, [7], p. 295)) nos convence de que esto no es cierto. Yy(t), cuya expansiéon comienza
comienza como una constante por Int para t pequeflo, si posee una transformada de Laplace (su singularidad
ent = 0 es muy débil, de modo que la integral de la transformacion es convergente hacia ¢ = 0; notar que
Int, o cualquier potencia no negativa de ¢ por Int es un integrando convergente en el intervalo 0 < ¢ < 1).
Asi pues, el problema no es que Yy(¢) no tenga transformada de Laplace. En cambio, lo que uno encuentra
cuando se examina lo que estd pasando con Yy, Y{j, e Y{', es que Yj es demasiado singular en ¢ = 0 como para
admitir una transformada de Laplace, y similarmente con Yj;’ o incluso con el término ¢Y{’ que aparece en la
ecuacion diferencial de Bessel. Asi, para y = Yj, los términos ty” e 3’ en la ecuacion ty” +y' +ty = 0 causan
problemas. Sin embargo, un poco mas de reflexién nos muestra que el término ty se comporta bien obvia-
mente, y por lo tanto la combinacién de los otros dos términos en la ecuacién debe comportarse bien también.
Y cuando uno observa que esos términos se pueden agrupar en un solo término como (ty')’, y que (ty’)’ posee
transformada de Laplace, entonces se ve que uno estd avanzando. De hecho, aunque atn quede trabajo por
delante, esta aproximacién si funciona, y nos lleva por algunos caminos nuevos, dando un nuevo aire al método
de ecuaciones diferenciales que en la mano de los autores de los libros de texto podria haber sonado como
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una aplicacion interesante, pero tal vez menor o demasiado especializada. En particular, esta aproximacién que
desarrollamos aqui nos permite iluminar tanto la capacidad como el rango de aplicacién del método, y permite
entender algo del juego que existe entre el método de la transformada de Laplace y la bisqueda de soluciones
singulares de ecuaciones diferenciales. Especificamente, uno ve un poco mejor cémo las condiciones iniciales
entran en este juego, como es la relacion entre la preservacion de las condiciones iniciales y el orden de la
ecuacion transformada, y cémo el método de la transformada de Laplace se puede emplear en un nivel relati-
vamente elemental como un modo efectivo de lidiar incluso con soluciones algo singulares.

Asi, tenemos dos objetivos principales en lo que haremos a continuacién: En primer lugar, mostramos
como el método de la transformada de Laplace se puede utilizar, via transformacién de la ecuacién diferencial,
para desarrollar la transformada de Laplace de todas las soluciones de la ecuacién de Bessel de orden 0, esto es,
tanto de Jy como de Y. Y en segundo lugar, ilustramos el método directo de transformar una solucién en serie,
mostrando que también puede hacerse cargo de los dos tipos de soluciones de la ecuacién de Bessel de orden 0,
haciendo uso de solamente un herramienta adicional. En el camino también nos encontramos con una identidad
binomial interesante, que involucra coeficientes binomiales y los nimeros arménicos Hy, la cual es facil de
probar usando la transformada de Laplace de Y, desde dos puntos de vista distintos. Una de las principales
razones para escribir este articulo es que sentimos que, después de leer las presentaciones estdndar, la mayoria
de la gente queda con la impresion de que la transformada de Laplace de Y (¢) no se puede encontrar trans-
formando la ecuacién diferencial, y dar a conocer a los lectores de que esto no es asi. Con algunos pequefios
ajustes, tomando en cuenta el comportamiento dominante de Yy (), veremos que £{Y;(¢)} se puede encontrar
desde la ecuacién diferencial de manera muy similar a como se encuentra £{Jo(t)}.

2. Aplicando transformada de Laplace a la ecuacion diferencial

Como hicimos notar en la introduccidn, si uno quiere llevar a cabo la idea de usar la transformada de Laplace
para obtener tanto Yy como Jy, via transformacién de la ecuacion de Bessel de orden 0, uno debe entender qué
tan singulares pueden ser los términos de la ecuacidn, e intentar agruparlos de modo de evitar tener que lidiar
con una funcién que es demasiado singular en el origen como para admitir una transformada de Laplace. Ya
hemos visto que los términos en y’ e " no suponen problemas si se consideran en la combinacién (ty’)’, pero
si uno comienza a calcular la transformada de este término, uno empezaria por

L{(ty)'} = sL{ty'} — (ty)(0) @1
= s Lty — ()(0), 2

y aqui uno se encuentra con un nuevo problema, pues y’ no posee transformada de Laplace (aqui y en adelante
(ty")(0) y expresiones similares se usardn para denotar el valor limite de tal expresion cuando ¢ — 07, segiin
sea necesario). Pero ahora nuestro problema es con el orden de las operaciones, y aqui vemos que es mejor
tener factores de ¢ (o de 2, etc., segiin se necesite) en el “interior,” y cualquier diferenciacién necesaria en
el “exterior.” Asi vemos que una mejor manera de agrupar nuestros términos, permitiendo rodear el problema
que encontramos arriba, es como (ty)” — y’, o mejor, como ((ty)’ — y)’. Ahora, si procedemos como antes
encontramos

L{((ty) —y)"} = sL{(ty)" —y} — ((ty') — y)(0) (2.3)
=sL{(ty' —y)} — (ty')(0) 2.4)
= s[L{(ty")} =Y (s)] —a, 2.5)
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donde introdujimos la constante a para denotar (¢y’)(0). A diferencia de antes, aqui podemos proseguir con

L{((ty)" =)'} = s[sL{ty} — (ty)(0) = Y(5)] — a (2.6)
=3 [s (—iﬁ{y}) - Y(s)} —a 2.7
= —5%Y'(s) — sY (s) — a, (2.8)

Podemos combinar este resultado con la ecuacién diferencial orginal, escrita en la forma ((ty)’ —y)' +ty = 0,
para ver que nuestra ecuacion diferencial transformada queda como

—5%Y'(s) — sY(s) —a—Y'(s) =0, (2.9

0 mejor,
(82 + 1)Y'(s) + sY(s) = —a. (2.10)

Esta es la misma ecuacién diferencial de primer orden que resulta si uno se enfoca en Jy, excepto que en ese
caso la constante a (el término inhomogéneo en la ecuacién) desaparece. De hecho, esta ecuacion representa la
ecuacion diferencial general que satisface la transformada de Laplace de cualquier funcién de Bessel de orden
0 si uno toma a como una constante arbitraria (la eleccién a = 2/ es la necesaria para obtener Yy, como
puede verse al mirar las convenciones empleadas para definir Yj; véase, por ejemplo, (3.2)-(3.4) mas abajo).
Asi, manteniendo a arbitrario permite mantener la solucién asociada a la transformada de Y{, mientras que la
otra solucién (mds regular) se mantiene a través del hecho de que nuestra ecuacion es de primer orden, de modo
que aperecerd otra constante arbitraria al encontrar la solucién general.

La ecuacidn (2.10) es facil de resolver usando el método estandar para ecuaciones lineales de primer orden.
En forma estdndar se escribe como

s a
Y’ —Y(s) = ————. 2.11
() + 7Y (5) =~ @11

Esta tiene el factor integrante (s2 4 1)'/2, de donde se puede escribir

2 1/2 R
Para la solucién general uno obtiene
1 1 i do

Y(s)=C — . 2.13
O =Carne e /0 (21 1)1 13
La integral que aparece aqui se hace de manera sencilla con la substitucion ¢ = sinh a. Como entonces

do = coshada y (02 4+ 1)*/? = cosh a, la integral indefinida es o, o sinh ™! o, y la integral definida queda
sinh ™' s, 0 In(s + v/s2 4 1). Asi nuestra solucién es

1 In(s +vs2+1)

Y(s) = —
(s) C(SQ +1)1/2 @ 2+ 1

. (2.14)

Con a general, esta es la transformada de Laplace de la solucién general de la ecuacién de Bessel de orden
0. Como se mencioné antes, las elecciones C' = 1y a = 0 entregan L{.Jy(¢)}(s). Esto serd confirmado mds
abajo cuando obtengamos L{Jy(t)}(s) via integracién término a término (i.e., transformacién de Laplace) de
la expansién en serie de potencias de Jy(t) (en potencias de ). Similarmente, las elecciones C =0y a = 2/7
se confirmaré que entregan £{Y;(¢)}(s), y asi veremos que

2 1 s do 21n(s++vs2+1)
)2 o ( m

T(s2+1 B

L{Yo(t)}(s) = — . (2.15)

a2+ )12 n 5241
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La expresion para L{Y;(t)} dada en esta formula (especialmente la primera) se presta para encontrar su ex-
pansién en el limite de s grande como un producto de dos series (i.e., un producto de Cauchy), y esta, junto a
la expansién mds directa que derivamos en la siguiente seccidn, permite concluir una identidad interesante que
involucra sumas de coeficientes binomiales y ciertas restas de nimeros arménicos, Hj. Todo esto se desarrolla
en detalle en la seccién 4.

Notamos para cerrar que la ecuacion diferencial de segundo orden que contiene todas las transformadas
de Laplace de las funciones de Bessel de orden 0 como soluciones se obtiene facilmente de la ecuacién (2.10),
simplemente diferenciando con respecto a s. Esto claramente elimina la constante a, quedando una ecuacién
de segundo orden homogénea. Asi se obtiene

(s +1)Y"(s) + 3sY'(s) + Y(s) = 0. (2.16)

En cierta forma esta ecuacidon deberia considerarse como mds bdsica que (2.10), pues es una ecuacién de
segundo orden que contiene las transformadas de Laplace de J, e Y, (y combinaciones lineales de ellas) co-
mo soluciones, y por lo tanto trata a ambas funciones de manera equivalente. También se podrd ver que esta
ecuacion es generalizable al caso de funciones de Bessel de orden p, y que esta ecuacién general comprende
las transformadas de Laplace de J,(t) e Y,,(¢) para un rango adecuado de p’s.

3. La expansion en serie de Y;(¢) y su transformacién término a término
Del método estdndar de series de Frobenius (véase [7], Sec. 5.4-5.7), y adoptando las convenciones usuales

para las definiciones de Jy(t) e Yo(t) (véase, por ejemplo, [7], pp. 293-295, o [1], p. 360, férmulas 9.1.10 y
9.1.11), se tiene

Jo(t) = f: ﬂt% (3.1
0 £ 92k (k1)2" '
y
Yo(t) = %Jo(t) In(t/2) — % > Wt% (3.2)
k=1
- %[ln(tﬂ) + 7] Jo(t) — % > mt% (3.3)
k=1

o) _1\k © Kk

= %[m(t/z) +91> 22,%2)2# - % > m{“k (3.4)
k=0 k=1

(la funcién v, estrechamente relacionada con la funcién I, se definird en seguida, al igual que los nimeros
armonicos Hy, y su conexién con la funcién v). Aplicando transformada de Laplace término a término a Yy (¢)
se obtiene

SOICEESY 2§k(lj,) /2 +30)- 23 ;:gk,)c{t%} 65)

Para proseguir necesitamos conocer las transformadas

L(p+1)

P
L{tP} = prEsun. (3.6)
y el correspondiente resultado para ¢P Int, el cual se obtiene facilmente derivando la expresion anterior con

respecto a p. Asi llegamos a que

Pep+1), e+l T+l

p — —
L{t lnt} - SP+1 Sp-‘rl B sp-i-l

[-Ins+¢¥(p+1)], 3.7
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donde la funcion digamma 1) se relaciona con la funcién I' a través de ¥(p) = I"(p)/T'(p), esto es, es la
derivada logaritmica de I". Notamos ademads que, para argumentos enteros positivos, el valor de la funcién ¢
estd dado por ¢(k + 1) = 9(1) + Hy, donde H}, denota el k-ésimo nimero arménico, dado por Hy, = Zle 1
(con la convencién de que Hy = 0). Esta identidad es facil de demostrar de manera iterativa tomando derivada
logaritmica de la relacién funcional de la funcién I', I'(x + 1) = zI'(x). Dado que ¢(1) = I''(1) = —y es

conocido, donde ~ es la constante de Euler (y =~ 0.5772156649), obtenemos la relacién explicita
Y(k+1) = —y+ Hy, paratodo k =0,1,2,.... (3.8)

Esto nos permite escribir, continuando desde (3.5),

2= (—1)F T(2k+1 2 = (—1)FH, T(2k+ 1
ilt) = 23 gy e e VA1 2] = 230 G N 09
2 = e T(2k 4 1) 2 = (=1)*H, T(2k + 1)
:;ZN 75— [~ n(29) + Hot] - ;kZ:OQ% )2’“ S (3.10)

2~ (-1)F T(2k+1
:WZng(k)!)Q (S2k+1 )[_1n(25)+H2k—Hk]~ 3.11)
=0

(Notar que la convencion Hy = 0 permite extender el rango de la segunda suma para incluir £ = 0.)
Para terminar nuestra identificacién de los términos dominantes de las expansiones para s grande de

L{Jo(t)} y L{Yo(t)}, y de ahi obtener sus expresiones en forma cerrada a partir de (2.14), notamos que
los comportamientos dominantes de estas funciones son, respectivamente,

} L0 ( 13> (3.12)
S
y
2 [—ln(%) +0 (m;)] . (3.13)
™ S S

Estas expresiones y los términos dominantes de

In(s+Vs*+1) _ _In(2s) Lo Ins (3.14)
2+ 1 s 53
son suficientes para concluir que
2In(s+vs2+1)

LYot} =————7nk—= 3.15
{Yo()} = —— o (3.15)

sin una contribucién de £{Jy(¢)}. También vemos ficilmente que

1

L{Jo(t)} = ———. 3.16
{Jo(t)} 1 (3.16)

Puesto de manera un poco diferente, vemos que la funcién Y (s) de (2.13) y (2.14) se puede identificar como
s
Y(s)=CL{Jo(t)} + Eaﬁ{YO(t)}. (3.17)
De esta forma, como se menciond antes, la eleccién C' = 1, a = 0 entrega L{Jy(¢)}, mientras que C' = 0,

a = 2/m entrega L{Yp(t)}.
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4. Un segundo calculo de la expansién de £{Y;(¢)} para s grande y una identidad binomial interesante

En esta seccion procedemos a calcular la expansion de £{Yy(¢)} en el limite de s grande a partir de las ex-
presiones “en forma cerrada” de (2.13) y (2.14), esto es, a partir de las representaciones dadas en (2.15), que
escribimos en la forma

m
_§‘C{Y0(t)} = (82—‘1-1 o2 + 1)1/2 = 2+ 1 : “.1)

1 8 do In(s +vs2+1)
75,

El método natural para usar en este procedimiento es encontrar las expansiones de (s? + 1H)~12y In(s +
V82 + 1) para s grande en potencias de 1/s (de ser posible) y luego multiplicar ambas expansiones. Sin em-
bargo, este proceso se complica un poco por el hecho de que el término dominante de In(s + v/s? + 1) es
In(2s) (y por lo tanto uno no puede tener expansiones sélo de potencias de 1/s, sino que también debe incluir
un término en In(2s)) y también por el hecho de que expandir In(s++/s2 + 1) directamente requiriria expandir
una composicién de series, algo que prefeririamos evitar. Podemos rodear estos dos problemas reorganizando
un poco la integral que nos da In(s + v/s% 4 1). Asi, elegimos trabajar con la expresion para —5 L{Yy(t)}
como integral, y no con su forma cerrada. Lo que hacemos es esencialmente remover el comportamiento de
In(2s) de la integral explicitamente, para lo cual convertimos la integral hacia el intervalo [s, co) (cuidando de
que sea convergente). No es dificil mostrar que otra representacién de la funcién es

In(s + /52 + 1) / do 1(2)+/0o ! LI 4.2)
n(s S = ——— 5 — In(Zs —_— Y . .
o (02 +1)1/2 . o Verr1l Y

Para ver esto, notar que estas dos funciones tienen la misma derivada, y el mismo comportamiento limite cuan-
do s — oo (en el sentido de que el limite de la diferencia es 0). También notamos que la dltima integral es
convergente porque los dos términos del integrando se comportan como 1/0 para o grande, y su diferencia cae
lo suficientemente rapido como para garantizar la convergencia.

Usando la tltima expresién en (4.2), uno puede simplemente hacer una expansion binomial del término
(02 4 1)~1/2 (asumiendo que 1 < s < o) e integrar término a término para obtener

“/=1/2\ 1 1 (=% /2k\ 1
In(s + 32-1—1):111(23)—2( k/)%s%zln@s)—ZQ(%Jr)l (k:)s% 4.3)

k=1 k=1
Puesto que
1 1\ 12
O O O ). @4
s s
= /-1/2\ 1 2 (-DF 2K\ 1
- Z ( k >82k+1 - Z 92k \ o ) gZh+1’ 4.5)
k=0 k=0
la expresion completa que buscamos se calcula como
™ In(s +vs?+1)
——L{Y(t)} = ————=— 4.6
9 { O( )} 52 T 1 ( )
[eS) ) k
(—=1)* 2K\ In(2s) (—1)k 1 /2m)\ (2k —2m 1
- 22k \ | ) g2kl 22k Z om\m k—m g2kt+1" “.7)
k=0 k=1 m=1
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Por otro lado, de (3.11) se tiene

T = (=1)F (2k)!
~5E0m) =3 i s In(2s) — (Ha — )] (438)
X 1\k
= (22113 (2:> Sgk%[ln@s) — (Hax — Hy), (4.9)
k=0

y la comparacién de estas expresiones nos convence de que para n entero positivo,

2n "1 /2K (2n — 2k
(n)(Hgan>Z%<k>(n_k), (4.10)

k=1
que también se puede escribir como
n (n 2
Hyp — Hp =Y kln : (4.11)
k=1 2k (5p)
o también como
—-1/2 1 =1/2\ [—1/2
Hs, — H,) = — . 4.12
(737 )10 ,;zk(ﬁ(n-k) @12

Esta es una identidad binomial interesante, que bien podria ser dificil de establecer por otros medios (;quizas
al lector le gustaria intentarlo?). Que (4.10) y (4.12) son equivalentes se sigue del hecho que

—1/2 (—1)F 2k
= 4.13
( k > 2k \ k) (4.13)
mientras que (4.11) se sigue de (4.10) al recombinar los factoriales que aparecen en el coeficiente binomial
(Qkk) , etc., de manera alternativa.

Ademas de eso, notamos que

2n 2n

Hyp — Hy = Y . > w, (4.14)

m=n+1 m m=1 m

y

lim (H. —H):anZiﬂ (4.15)

g 2n n —~ m ) .
implican la siguiente representacion:

n n 2
In2 = lim Z (ki)% (4.16)
n=e0 = 2k (1)

que es otro hecho que podria ser dificil de establecer de manera directa. Por supuesto esta férmula no es partic-
ularmente 1til para computar Iln 2, pues la convergencia de esta expresion a In 2 es precisamente la de las sumas
parciales pares de la serie arménica alternante (ver ecuacion (4.14)), que es relativamente lenta.

Comentario. Finalmente, mencionamos otra ruta posible para llegar a estas expansiones en serie (ver,
en particular, las ecuaciones (4.5) y (4.9); estamos hablando pues de las expresiones mds simples para las
expansiones en potencias de 1/s), al menos hasta la cuestién de qué combinacién lineal elegir, es usar el
método de Frobenius en la ecuacion diferencial de segundo orden (2.16). Para esto es importante transformar
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el punto singular s = oo a 0, para lo cual uno hace el cambio de variable u = 1/s, obteniendo la ecuacién
diferencial (con u como variable independiente, e Y (u) como nueva variable dependiente)

wr(14+u?)Y” —u(l —2u)Y' +Y =0. 4.17)

El andlisis de esta ecuacién por el método de Frobenius es directo, aunque algo largo. Baste decir aqui que la
ecuacion indicial tiene 1 como raiz repetida, de modo que no es sorpresa que In s aparezca en la respuesta (de
hecho, es necesario que aparezca en al menos una de las dos soluciones independientes). El punto principal
aqui es que la teorfa de Frobenius nos da una manera de calcular explicitamente los coeficientes para todo &
de las expansiones (4.5) y (4.9) de forma clara y sistematica. Existen en realidad dos maneras (distintas en los
detalles) de implementar este método: una es diferenciar con respecto a la raiz de la ecuacion indicial (que uno
mantiene arbitraria al principio del proceso), mientras que la otra es usar la forma general de la solucién (como
expansion en serie) y derivar ecuaciones de diferencias para los coeficientes, que luego se pueden resolver de
manera relativamente directa. Invitamos al lector interesado a trabajar estos métodos en detalle, o a consultar
las referencias apropiadas.

5. Comentarios finales

En este articulo nos concentramos en mostrar que el método de la transformada de Laplace para lidiar con la
ecuacion de Bessel es suficiente, con los cuidados adecuados, para derivar las transformadas de Laplace de
Jo(t) e Yo(t) en forma cerrada. Pareciera ser esta una observacion nueva, que al menos ha sido pasada por alto
por todo autor que ha escrito un libro de texto en que se discuta la aplicacion de la transformada de Laplace a
ecuaciones diferenciales y que contenga un tratamiento de £{.Jo(¢)}. En un articulo futuro esperamos atacar
el problema més general de tratar la ecuacién de Bessel de orden p por medios similares. También esperamos
poder dar una discusion detallada de las transformadas de Laplace de todas las funciones J e Y de Bessel,
siempre que existan, y similarmente para los productos de potencias de ¢ con J,(t) e Y, (t).

Derivar £{Y;(t)} mediante uno o més de los métodos tratados aqui podria funcionar como un problema o
proyecto estimulante para estudiantes de un curso elemental de ecuaciones diferenciales, o para estudiantes de
un curso de métodos matematicos de la fisica. O también, siguiendo la derivacién usual de los libros de texto de
L{Jo(t)}, los autores podrian comenzar a notar los problemas de lidiar con Y} en paralelo a Jy y cémo estos se
pueden resolver. La situacién actual, en que la mayoria de los autores parecieran querer evitar esta discusion,
nos parece algo obtusa y de poca ayuda para los intereses de la bisqueda del conocimiento, una bisqueda que
desearfamos que todo autor quisiera imprimir en sus lectores.

De los libros que estudian la transformada de Laplace de Jy(t), aquellos que contienen los comentarios
mas interesantes o utiles incluyen Butkov [9], Carrier, Krook, y Pearson [10], y Churchill [11]. Ademas, los
tnicos libros que conocemos en que se hagan comentarios acerca de lo que sucede con la “segunda solucién”
en situaciones como esta, o qué se puede hacer para recuperarla, son [2], [7], y [9] (y todos ellos dicen bésica-
mente que no es posible, i.e., que un procedimiento similar no se puede llevar a cabo para Y;, por el hecho de
que esta segunda solucién es “demasiado singular’).

También Boccara (véase [6], Ejemplo 6, pp. 100-101) tiene una discusion de la ecuacién diferencial que
satisfacen las funciones de Bessel esféricas de orden 0 (sin mencionar esta conexidn) y observa que, aunque
es capaz de capturar la transformada de Laplace de mdltiplos de jo(7), el método no permite obtener la trans-
formada de Laplace de yo(r) (ni de ninguna solucién que contenga contribuciones de ), debido a que yq
es demasiado singular en » = 0 para tener transformada de Laplace. Puesto que esto concierne a la ecuacién
diferencial que satisfacen las funciones de Bessel esféricas de orden 0, e 75 se comporta como 7! para r cerca
de 0, esta afirmacion es perfectamente correcta, en oposicién a lo que ocurre con la ecuacién de Bessel de
orden 0. (Aqui hemos usado la notacién usual para las funciones esféricas de Bessel, con letras mindsculas j’s
e y’s (véase, por ejemplo, Abramowitz y Stegun [1], p. 437). También notamos que las raices indiciales de la
ecuacion de orden ¢ son £ y —(¢ 4 1), lo que explica la singularidad de y, para r pequefio. Las funciones de
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Bessel esféricas de orden 0 son, por supuesto, muy cercanas a las funciones de Bessel de orden 1/2.)

Para un indicio de algunas de las trampas en que uno puede caer al intentar aplicar el método de la trans-
formada de Laplace de manera indiscriminada a las ecuaciones diferenciales estdndar de la fisica matematica,
sugerimos al lector considerar el Prob. 36, p. 322, de [7]. Dejamos como desafio al lector entender por qué este
problema no es ni tan simple ni tan directo como su presentacion sugiere.

Finalmente, cabe mencionar que la expresion explicita para £{Y{(¢)} se conoce desde hace mucho tiempo,
y se puede encontrar en un nimero de tablas estdndar de transformadas de Laplace. En particular, la férmula
(2.15) aparece en [11] (ver p. 187, férmula (44)), [16] (ver la primera férmula en la p. 447), y [17] (ver p. 58,
formula 20). Es bastante sorprendente que no aparezca en [1].
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Acerca del interior de un poligono

Mario Ponce
P. Universidad Catolica de Chile, Santiago, Chile

Resumen

En esta nota proponemos una demostracion elemental del Teorema de la curva de Jordan para poligonos,
justificando asf la existencia del interior de un poligono.

Un poligono cerrado simple es un camino continuo 7 : [0, 1] — R? verificando
i) Cerrado. ~(0) = ~(1).
ii) Simple.  Siy(x) = v(y) entonces z = y o bien {z,y} = {0, 1}.

Esta segunda propiedad debe entenderse como que el camino + no se corta a si mismo, salvo al momento
de cerrarse. Una curva verificando (i) y (i7) es llamada una curva de Jordan. Un poligono cerrado simple es
entonces una curva de Jordan que verifica una propiedad adicional

iii) Poligonal.  Existe una particién zg = 0 < 1 < x2 < ... < x,, = 1 del intervalo [0, 1] de manera tal que
la restriccién de vy a cualquier subintervalo [z, z;11] es una funcién afin.

En otras palabras, v es una concatenacién continua y cerrada de una cantidad finita de segmentos de recta
que no se cortan.

A los segmentos fy|[ se les llama lados del poligono y a los puntos y(z;) se les llama vértices
wj,mj

+1]
del poligono. Por conveniencia asumiremos que la particién xo, . . ., z,, €s minimal en el sentido que en cada

vértice existe efectivamente una discontinuidad en la direccién de la funcién afin (un quiebre). De esta manera
el nimero de vértices (y de lados) es una cantidad bien definida (igual a n). En lo que sigue, denotaremos los
vértices por v; = 7(x;) y escribiremos poligono en lugar de poligono cerrado simple.

En general, los poligonos son los primeros objetos geométricos a los que se ve expuesto un estudiante.
Muchos conceptos geométricos se encuentran ya en los poligonos: dngulos, perimetro, drea, etc. Se puede ir
aun mas lejos y plantear resultados generales acerca de los poligono tales como:

Proposicion 1.
1. La suma de los d4ngulos exteriores de un poligono es 360 grados.
2. La suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados es 180(n — 2) grados.

Otro resultado mds complejo, pero ampliamente aceptado es

Proposicion 2. Todo poligono puede subdividirse, por medio de diagonales interiores, en un nimero finito de
tridngulos.

La proposicién anterior es la clave para la demostracion de resultados mucho més sofisticados como

Teorema 3 (de equidescomposicion de Bolyai-Gerwie, ver [2]). Dados dos poligonos de igual drea, es posible
cortar uno de ellos a través de cortes rectos de manera tal que con las piezas asi obtenidas se pueda formar (sin
sobras ni traslapes) el otro poligono.
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Figura 1: Poligono complicado

Teorema 4 (de Pick, ver [1]). Considere un poligono +y trazado sobre el plano R?, en donde se han marcado los
puntos con coordenadas enteras Z2. Si todos los vértices de v tienen coordenadas enteras, entonces el drea de
~ viene dada por la férmula

B
A(’y):I-i-E—l,

en donde I es el nimero de puntos con coordenadas enteras en el interior de v y B es el nimero de puntos con
coordenadas enteras en 7y (en el borde de 7).

El objetivo de esta nota no es demostrar estos resultados, si no que llamar la atencién en que éstos, asi como
muchos otros, presuponen la existencia de dos objetos fundamentales acerca de los poligonos: el interior de
un poligono y una diagonal interior. La existencia de estos objetos es intuitiva, sin embargo, una demostracién
rigurosa requiere de argumentos no triviales, y merece por lo tanto la dedicacién de este trabajo. El interior de
un poligono es aquella regién delimitada por el poligono. Definida de una manera mds precisa, una region €2 es
un sub-conjunto abierto del plano R, que es conexo, esto es, dado cualquier par de puntos .,y € € existe un
camino continuo 7 enteramente contenido en €2, que une x con y. El siguiente es el teorema que nos asegura la
existencia de la regién interior:

Teorema 5 (de la curva de Jordan, ver [3]). Sea I' C R? una curva de Jordan. El complemento R? \ T" es
exactamente la unién de dos regiones €2, g, de manera que 2; es acotada y simplemente conexa, mientras
que 25 es no acotada.

Se dice que una regién es simplemente conexa cuando no tiene “hoyos". La region (2 es llamada la region
interior delimitada por la curva I' y Qg la region exterior a la curva I'. Como un poligono es en particular una
curva de Jordan, este teorema nos permite definir las regiones interior y exterior al poligono. Sin embargo, las
demostraciones clésicas del Teorema de la curva de Jordan hacen uso de herramientas complejas de topologia
del plano. En esta nota presentaremos una demostracion elemental para una version particular del teorema

Teorema 6 (de la curva de Jordan para poligonos). Sea v C R? un poligono. El complemento R? \ ~ es
exactamente la unién de dos regiones 27, {2, de manera que (2; es acotada y simplemente conexa, mientras
que 2 es no acotada.

Antes de pasar a la demostracion del teorema, intentemos convencernos de la real necesidad de presentar
una prueba para este, aparentemente, evidente hecho. Primero, la figura 1 muestra un poligono complicado, en
el que, al menos para el autor, la existencia de una tnica region interior no es del todo evidente.

Por otra parte, debemos notar que este teorema es una propiedad del plano R?. Efectivamente, si consid-

eramos un poligono como el de la figura 2, dibujado esta vez sobre un cilindro, notamos que aparecen dos
regiones, pero que no gozan de las propiedades de sus contrapartes del plano R?. Otro ejemplo muy interesante
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Figura 2: Poligono sobre un cilindro

Figura 3: Poligono sobre una banda de Mobius

ocurre con el poligono de la figura 3. En este caso el poligono estd dibujado sobre una banda de Mdbius, y el
complemento del poligono estd constituido por exactamente una region.

El segundo concepto que trataremos es la existencia de una diagonal interior al poligono. Dos vértices
consecutivos v;, v;41 definen un segmento v;v; 1, llamado diagonal del poligono ~. Una tal diagonal es lla-
mada diagonal interior cuando, salvo por sus extremos, estd enteramente contenida en la regién interior 27 al
poligono. La demostracién de varios de los resultados arriba citados hacen uso de argumentos inductivos sobre
el nimero de vértices del poligono. La existencia de una diagonal interior permite cortar el poligono a lo largo
de ella y obtener asi dos nuevos poligonos con un nimero menor de vértices, a los cuales se les pueden aplicar
hipétesis inductivas. Desarrollemos a continuacién una prueba cldsica de la Proposicion 2.

e Para n = 3 el resultado es evidente.

e Supongamos que el resultado se tiene para todo poligono con n < k vértices.

e Sea v un poligono con n = k + 1 vértices. Cortando el poligono « a lo largo de una diagonal interior
obtenemos dos poligonos -1,y con nq, no vértices respectivamente, verificando n; 4+ no = k + 3. Se deduce
que n; < k, no < ky se puede aplicar la hipétesis de induccién a los poligonos 71, ys. Las particiones en
tridngulos de los poligonos 71, 2 inducen una particion del poligono total v.

Volvamos a la existencia de una diagonal interior
Proposicion 7. Todo poligono con al menos 4 vértices posee al menos una diagonal interior.

Demostracion. Sean v, _1, v, vy tres vértices consecutivos y tales que el angulo interior Zv,,_1vov1 < 180.
Si la diagonal v,,—7 07 es interior, entonces el resultado estd probado. Asumamos que éste no es el caso. Deben
entonces existir vértices en el interior del tridngulo v, _1v9v; (pues el segmento v,,_1v; debe ser cortado por
lados del poligono, que no pueden salir de dicho tridngulo una vez que entran en él). Sea v; el vértice dentro
del tridangulo v, _1vpv; y que estd mds alejado del segmento v,,_;v; de entre todos los vértices en el interior
del tridngulo. No es dificil darse cuenta que la diagonal vyv; es una diagonal interior.
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v(0)

.v(n-l)

Figura 4: Existencia de una diagonal interior

Demostracion del Teorema 6. La idea es demostrar la existencia de las regiones interior y exterior al poli-
gono. Para ello comenzaremos por determinar qué puntos son candidatos a pertenecer a estas regiones y luego
demostraremos que efectivamente nuestros candidatos son exactamente aquellos puntos que constituyen estas
regiones. Para definir a nuestros candidatos, asumamos por un instante que el resultado es cierto, es decir,
que existen las regiones interior y exterior al poligono: >qué propiedades debe verificar un punto interior al
poligono? Una respuesta interesante es que el punto deberia poder moverse hacia el exterior del poligono.
Supongamos que el punto a € R? es un punto interior. Tomemos una semirecta partiendo desde a y que no
pasa por ningtn vértice del poligono. Movamos ahora el punto a a lo largo de la semirecta en direccién al
infinito. A medida que se mueve, el punto va cortando al poligono, y luego de un rato, el punto se encuentra
lejos del poligono, y definitivamente en la region exterior. Cada vez que el punto cortaba al poligono, pasaba de
una region a la otra. Como el recorrido partié en el interior y acabé en el exterior, la semirecta debi6 cortar al
poligono un nimero impar de veces. De manera andloga, si hacemos el mismo ejercicio, empezando esta vez
desde un punto exterior, la semirecta cortard al poligono un niimero par de veces.

Esta construccién nos sugiere una manera de definir candidatos naturales para los puntos en las regiones
interior y exterior. Pasemos ahora a la definicién de ellos. Sea a un punto en R? \ 7. Decimos que una semirecta
T que parte en a estd en posicion general si T no pasa por ningtin vértice de . Como ~y tiene un nimero finito
de vértices, casi todas las semirectas que parten en a estan en posicién general. Definimos el nimero C,(T")
como la cantidad de veces que la semirecta 7" corta al poligono . Nos interesara la paridad del nimero C,, (7).

Lema 8. Sean T',U dos semirectas en posicion general partiendo desde el punto a. La paridad de los nimeros
Co(T) y Co(U) es la misma.

Demostracion. Las dos semirectas T', U separan al plano en dos regiones 71, Ro. Tomemos un vértive vy € Iy
y recorramos el poligono partiendo desde vy. Al completar una vuelta del recorrido habremos pasado de la
regién R; ala Ry y de la Ry ala Ry varias veces. Estos cambios de regién ocurren exactamente en aquellos
puntos en donde alguna de las semirectas 7', U corta al poligono. Como el recorrido comienza y acaba en la
regién Ry, la cantidad de cambios de regién debe ser par, luego la suma C, (T') +C,(U) es un nimero par.

Este lema nos permite asociarle una paridad a los puntos del complemento R? \ +: decimos que un punto
a € R?\ v es parsi C,(T) es un niimero par, y decimos que es impar si C,,(T) es impar, esto para cualquier
semirecta 7" en posicién general que parte desde a.
Lema 9. Si un segmento ab estd enteramente contenido en el complemento R? \ +y entonces todos los puntos
del segmento tienen la misma paridad. En particular los extremos a, b tienen la misma paridad.

Demostracion. Consideremos la semirecta T’ que parte en a y que contiene al segmento ab. Si esta semirecta
estd en posicién general, entonces puede ser usada para calcular la paridad de a asi como de todos los puntos
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v(0) R1

R

Figura 5: La paridad de un punto esta bien definida

del segmento. Como el segmento no corta al poligono, el niimero de cortes (luego la paridad) es el mismo para
todos los puntos del segmento. Si la semirecta 7' no estd en posicion general, podemos escoger un punto ¢
muy cercano al punto medio del segmento ab y de manera que los segmentos ac, cb no cortan al poligono y las
semirectas que los contienen y parten de a y ¢ respectivamente estdn en posicion general (esto es posible pues
~ tiene un ndmero finito de vértices). Aplicando el razonamiento anterior, podemos deducir que las paridades
de todos los puntos del segmento @c son la misma y las de los puntos en cb también. Como el punto ¢ es comiin
a ambos segmentos se deduce que las paridades de a y b son iguales. El mismo razonamiento se puede aplicar
para otro punto del segmento ab y el punto a.

Defimos ahora nuestros candidatos a regiones interior y exterior:

Q; = {a€R*\~v|aesimpar},
Op {ae[R2\7}aespar}.

Proposicion 10.
1. QrUQE =R?\ 1.
2. Qr y Qg son conjuntos abiertos.
3. Qy es un conjunto acotado y no vacio. 25 es un conjunto no acotado.

Demostracion. La parte 1. es evidente de la definicién de paridad. La parte 2. se deduce rdpidamente con la
ayuda del Lema 9. Tomemos un punto a € R? \ ~y y una pequefia bola B centrada en a y contenida en R? \ ~.
Cualquier punto de B puede ser unido con a por medio de un segmento contenido en B. Aplicando el Lema
9 concluimos que todos los puntos de B tienen la misma paridad que su centro. Para mostrar la parte 3. con-
sideremos una gran bola que contenga a  en su interior. Es claro que todos los puntos exteriores a la bola son
pares y que los puntos impares estdn confinados al interior de la bola. Para mostrar que 2; es no vacio, basta
con tomar un punto par a y una semirecta en posicién general 1" que parta desde este punto y corte al poligono.
Luego del primer corte de 7' con ~ hay puntos en 7" que no estin en vy y que realizan un corte menos que a,
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pb
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b

Figura 6: Construccién del camino 7

luego son puntos impares.

Lo tnico que nos falta por probar para completar la demostracién del Teorema de la curva de Jordan para
poligonos es que las regiones 27, Q) g son conexas. Los siguientes lemas nos serdn de utilidad

Lema 11. Sea 7 una camino poligonal que estd completamente contenido en R? \ ~. Todos los puntos de 7
tienen la misma paridad.

Demostracion. Por el Lema 9, en cada segmento que forma al camino 7, la paridad de los puntos es la misma.
Como los segmentos estdn concatenados, dos segmentos consecutivos tienen la misma paridad, y asi, todos los
puntos del camino 7 tienen la misma paridad.

Lema 12. Sean a,b € R? \ . Existe un camino poligonal 1 que une a con by que corta al poligono v en 0 6 1
punto.

Demostracion. Sean T, U dos semirectas en posicién general partiendo desde a y b respectivamente y que
cortan al poligono. Sea p,, el primer punto (desde a) en la interseccién 7'My y sea py el primer punto (desde b)
en la intersecciéon U N +y. El camino 7 se define de la siguiente manera: parte en a y sigue por 7" hasta detenerse
muy préximo (pero antes) de p,. Continua acompafiando al poligono de manera poligonal y paralela a éste
(tan cerca como sea necesario para no cortan al poligono -y), hasta que se encuentra con la semirecta U en un
punto ¢, de manera que entre b y c aparece a los mas un punto (necesariamente p;) de la interseccién entre U y
~. Completamos 7 uniendo ¢ con b usando el segmento sobre U. Es claro que si ¢ estd antes de p;, (sobre U),
entonces 7 no corta a . Si no es el caso, n corta en exactamente un punto (pp) a7y. 0O

La demostracion del teorema se termina con
Proposicion 13. Las regiones 17, g son conexas. Ademads, {); es simplemente conexa.

Demostracion. Sean a,b € R? \ vy con la misma paridad. Sea 7 el camino poligonal que une a con b dado por
el lema anterior. Sea c el punto definido en la demostracién del lema anterior. Usando el Lema 11 deducimos
que a y c tienen la misma paridad. Si 7 cortase a « (en un Unico punto necesariamente ), las paridades de c y
b serian diferentes, luego 1 no corta al poligono. Como {2 es una region conexa y no acotada, {2 no puede
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tener “hoyos", los que forzozamente serian puntos en {25 que estarian desconectados de los puntos cercanos al
infinito.

Ejercicio. Encuentre la razén por la cual la demostracién precedente no es correcta en los casos de un poligono
sobre un cilindro y sobre la banda de Mobius.
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Problemas de obstdculos y curvas convexas'

Benjamin Loewe
P. Universidad Catdlica de Chile, Santiago, Chile

t Este articulo presenta la solucidn al problema propuesto para el Concurso al Talento Matematico Joven 2010 del Colegio de Ingenieros
de Chile. En esa ocasion, el autor obtuvo mencién honrosa por su solucién.

Enunciado del problema

(a) Considere un circulo y dos puntos A y B exteriores al circulo, ubicados sobre la extension de un diametro.
Determine un camino que una A con B, que no pase por el interior del circulo y cuya longitud sea la
menor entre todos los caminos que unen A con By que no pasan por el interior del circulo.

(b) Considere ahora una elipse y dos puntos A y B exteriores a la elipse y ubicados sobre la extensién del
semi-eje mayor de la elipse. Determine un camino que una A con B, que no pase por el interior de la
elipse y cuya longitud sea la menor entre todos los caminos que unen A con B y que no pasan por el
interior de la elipse.

(c) Proponga y resuelva extensiones de estos problemas.

La solucién de este problema, en todas sus variantes, estard basada en el siguiente teorema bdsico:
Teorema I: En un espacio euclideo, la curva mds corta entre dos puntos es la linea recta que los une.
(a) Circunferencia

Consideremos primero el caso de la circunferencia. El problema se ilustra en la siguiente imagen.

Figura 1: Diagrama del Problema

Para simplificar, elegimos nuestro sistema coordenado de manera tal que el eje X sea la prolongacién del radio
en la cual se encuentran los puntos A y B, los cuales consideraremos independientes uno del otro. Es decir, po-
dran ubicarse a diferentes distancias del centro de la circunferencia. Como vemos hay una simetria de reflexién
en torno a este eje X por lo tanto, podemos enfocarnos, sin pérdida de generalidad, ya sea en la mitad superior
o en la mitad inferior de la circunferencia. Nosotros escogeremos la mitad superior.

Ahora, debido a la simetria antes expuesta, la reflexién de la solucién respecto al eje X también es solucion.
Por lo tanto nuestro problema no tiene solucién unica.
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Ocuparemos la siguiente notacion:

1. AABC denota un tridngulo con vértices A, By C.

2. AABC denota un tridngulo con vértices A, B 'y C, cuya base es un arco curvo (no recto) comprendido
entre los vértices Ay C.

3. —~ AB denota un arco que une los puntos Ay B.
4. —~ AB denota la longitud del arco ~ AB.

5. ABC...D denota una curva poligonal: rectas que unen los puntos A, B, C,. .., D en ese orden. Notemos
entonces, que un segmento de recta que une dos puntos A y B se escribe AB.

6. ABC...D es lalongitud de la curva poligonal ABC...D.

Queremos encontrar la curva con menor largo que una los puntos A y B y que no atraviese el interior de la
circunferencia. Con este propésito, tracemos primero las rectas tangentes desde A y B a la circunferencia (sean
E'y F los respectivos puntos de tangencia) y la linea vertical que pasa por el punto de interseccion de estas,C,
tal cual se ilustra en la siguiente figura:

Figura 2: Circulo con las rectas tangentes y vertical

Toda curva que no pase por el interior del circulo debe estar sobre éste. Por el teorema I, la longitud de toda
curva que parta de A (o desde B), que esté bajo la recta tangente AE (o F'B) y finalice en F (o F)), sin cortar la
circunferencia en dos, es mayor que el segmento de recta AE (o F'B) Luego, todas las curvas candidatas deben
estar por sobre estas rectas, al menos en los tramos comprendidas desde el punto de origen hasta el respectivo
punto de tangencia con la circunferencia. Ahora, la curva la podemos segmentar en dos tramos: el primero es el
que va desde el punto A hasta la recta vertical que pasa por el punto C, y el segundo es el que va desde la recta
vertical hasta el punto B. Llamemos D al punto de interseccion entre la curva y la recta de marras. Utilizando
el teorema I, tenemos entonces que el largo de esta curva esta acotada por la longitud de los segmentos de rectas
AD'y BD. Luego, la curva la reducimos a dichas rectas, tal cual como se ve en la figura 3.

Por ahora, supongamos que el punto D esta por sobre el punto C. Llamemos O al punto de interseccion de la
recta vertical con el eje X. Como vemos, se han formado 4 tridngulos rectangulos: AAOD, AAQC, A@D
y ABOC. Considerando lo anterior y utilizando el teorema de Pitdgoras, resulta obvio que AD > AC'y
BD > BC.

De aqui se deduce que cualquier curva cuyo punto de interseccién con la linea vertical esté por sobre el punto
C, tendrd un largo mayor que el trayecto AC B, y por ende, estdn descartados como posibles soluciones.
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Figura 3: Reduccién en rectas

Por lo tanto D debe estar por debajo de C. Esto significaria que la curva debe pasar por la envolvente que
forman las rectas tangentes y el arco de circunferencia. Sean E y F' los puntos de tangencia de la circun-
ferencia con las rectas AC'y BC. Es claro que si D es menor que C, no podemos tomar AD junto a DB
como una posible solucién, pues estas rectas tendrian, en médulo, pendientes menores que las rectas AC' y
BC (las rectas tangentes a la circunferencia), respectivamente, y por lo tanto pasarian por el interior de la cir-
cunferencia. Luego, la curva minimazante deberd tener los tramos AE y F'B. Otra forma de ver esto dltimo
es trazar las rectas verticales que pasen por los puntos F y F, considerar los puntos de interseccion, B y F’
de las curvas con estas rectas. Usando Pitdgoras se deduce que la alternativa mds corta para ide A a la recta
vertical que pasa E es la recta tangente AF y analogamente para ir de la recta vertical que pasa por F' a B
es la recta tangente F'B. De este modo cortamos la curva 6ptima en tres tramos: de Aa F,de Fa F'yde F'a B.

Finalmente, demostraremos que la ruta mds corta que une a F' y F', sin entrar a la circunferencia, es el arco de

circunferencia, tal cual aparece en la figura 4. De este modo, como en cada uno de los tramos descritos anteri-
ormente tomamos la opcién mds corta posible, 1a unidn de estas curvas es la curva 6ptima que buscdbamos.

Trarmo | Trarnn || Trarno Il

/\F

>
o4

Figura 4: Divisién en tramos

Lo tnico que nos falta por demostrar entonces, es que en el segundo tramo la mejor opcién posible es irse por
el arco de la circunferencia. Existen varias formas de demostrar esto, pero todas se basan en lo siguiente: ya
vimos que la curva adecuada debe estar dentro de la envolvente (o tridngulo con base curva) que forman las
lineas tangentes y el arco —~ EF'. Nuevamente, en vez de considerar curvas cualesquiera, es mejor reducirlas
por poligonales, es decir, unién de tramos rectos. Esto pues, gracias al teorema I, el largo de estas curvas polig-
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onales acotan por debajo el largo de las curvas originales.

Procederemos de la siguiente forma. Tenemos el tridngulo AECF. Consideremos el punto medio sobre el arco
de circunferencia —~ E'F, al cual llamaremos G. Teniendo este punto, podemos trazar una recta tangente a la
circunferencia, la cual, por ser tangente sélo la toca una vez (en GG). Esta recta esta dentro de la envolvente antes
mencionada, y por lo tanto debe intersectar a las rectas EC'y E'F, tal cual se ilustra en la figura 5. Llamemos
E'’y I’ aestos puntos de interseccion.

Figura 5: Curva 6ptima

Con esto, se han formado dos nuevos tridngulos: AEE'G y AGF'F , los cuales son mds pequefios que AECF.
Ademds, notemos que tenemos, gracias al teorema I un camino mds corto parairde F a F: éstees EE'GF'F'.
Este proceso lo podemos repetir cuantas veces queramos, eligiendo ahora puntos medios entre los dos nuevos
arcos que hemos formado. Con esto siempre obtenemos nuevos tridngulos, cada vez mas pequefios, y una curva
poligonal, que consiste en la unién de los segmentos rectos de todos los nuevos tridngulos con base curva, las
cuales son a su vez cada vez mds cortas. Entonces, toda curva que una £y F' puede ser acotada, en largo, entre
dos de estas poligonales que hemos construido.

Una forma posible para demostrar lo que queremos, es recurrir a la definicién misma de longitud de una curva.
Esto es, dada una curva dependiente de un pardmetro ¢ € [a, b], I'(¢), podemos elegir n puntos de esta curva (es
decir n valores distintos del pardmetro ¢ en [a, b]) y luego unirlos consecutivamente con lineas rectas. De esta
forma construimos lineas poligonales I'(¢1)T'(¢2)...I'(¢,,). Entonces, se define la longitud de la curva I' como
el supremo (es decir, la menor de las cotas superiores) del conjunto de las longitudes de estas poligonales,
['(t1)T(t2)...T'(t,), para todas las particiones posibles de [a, b].

Lo que hacemos entonces, es construir en forma ordenada estas poligonales, que llamaremos [, para el arco
de circunferencia —~ E'F' ya descrito previamente.

La primera curva poligonal va a ser el segmento de recta E'F, entonces: [y = EF’, la segunda se construye
agregando el punto medio en el arco ~ EF, llamado G, de modo que queda Io = EG1F. La tercera se
construye de la misma forma, agregando los puntos medios de los arcos ~ EG; y —~ G1F, llamados: G} y
G?2 respectivamente. Asf, I3 = EGLG1G3F. Las siguientes curvas se van construyendo de la misma forma.
Observemos que todas estas curvas van desde E hasta F', pero varian en el niimero de puntos intermedios que
recorren. En forma general, y por construccién, I, pasa por todos los puntos de I, pero ademds posee 2¢~!
puntos intermedios adicionales. Recurriendo entonces al teorema I, tenemos que Vk € N, I, < 1T k+1. Ahora,
existen una infinidad de otras posibles particiones para el arco —~ FF', pero las longitudes de las poligonales
asociadas a estas particiones siempre podrdn, debido a la anterior desigualdad, clasificarse como pertenecientes
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a algin intervalo [Iy, I, 1], si esto no fuera cierto, querria decir que la longitud de esta poligonal serfa una
cota superior para el conjunto de las longitudes de estas poligonales asi construidas, sin embargo, esta es una
sucesion creciente y con un supremo, y por ende su limite es el supremo. Por lo tanto la longitud de la poligonal
serfa mayor o igual que el supremo, lo cual es una contradiccidn. Por esto mismo, en lo que concierne al supre-
mo de los conjuntos de poligonales nos podemos restringir a los elementos Ij,. Por la definicién de longitud de
arco tenemos entonces que: —~ EF = sup{I, k € N}. Mds tarde veremos que este supremo efectivamente
existe.

Dado que la circunferencia limita un conjunto convexo, todas las poligonales anteriores se encuentran al inte-
rior del conjunto, y por ende, debajo del arco de circunferencia. Ahora, en un modo similar, podemos construir
una sucesion de poligonales que se encuentre por encima de la circunferencia, que llamaremos Sy,. Este proced-
imiento ya fue mencionado anteriormente y consiste en trazar rectas tangentes en los mismos puntos medios
usados para construir los I, intersectar estas rectas e ir viajando desde los puntos tangentes al punto de in-
terseccion inmediato y después al siguiente punto de interseccion. Asi, S7 solo considera las rectas tangentes
en F'y F'y su punto de interseccidn, mientras que las siguientes, ya incorporan a las recta tangente en Gj.
Gracias a esta construccion, tenemos entonces que Sy pasa por todos los puntos de I, pero ademads agrega los
puntos de interseccién. Utilizando el teorema I deducimos entonces que I < Si. Ademds, por lo deducido
anteriormente Sj, > S, k+1 (esto pues, seguimos ocupando las mismas rectas tangentes, pero acortamos trecho
entre ellas agregando una nueva recta tangente). Estas poligonales siempre estdn por sobre el arco, debido a que
la circunferencia es una curva convexa, y por lo tanto las lineas tangentes siempre quedan fuera de la curva, ex-
cepto en un punto, que es el punto de tangencia. La figura 6 ilustra un poco la construccion de estas sucesiones
I kY S k-

Figura 6: Construccién de sucesiones: En rojo se encuentran Sy (arriba) e [;(abajo), mientras que en azul
aparecen S5 (arriba) e I3(abajo)

Una vez que tenemos estas sucesiones, procedemos a demostrar que V(k) se cumple I, < Sy, VK. Esto lo
hacemos por contradiccién.

Supongamos que existe un k' tal que S;, < I). Entonces, podemos distinguir 3 casos: k < k’.k = k' o k > k'.

Si k < k', entonces Sy < Sy < Ijs y por lo tanto Sy, < I/, lo cual es una contradiccién.
Si k = K/ tendriamos que S, < I}, lo que es una contradiccién.

Finalmente, si k > %/, entonces Sj, < I < Iy, y por lo tanto S < I, que es, nuevamente, contradictorio.
Por ende, no existe tal &’. De esto concluimos entonces que todos los Sy son mayores que todos los I}, o bien:
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V(k, k') se cumple I;r < Sk.

Esto tltimo nos muestra que el conjunto de los I; es un conjunto acotado y por lo tanto, por el axioma del
supremo, su supremo existe.

Ahora, todos los S}, son cotas superiores del conjunto de los Iy, pero ninguno de estos puede ser su supremo.
Dado la poligonal con longitud Sy, tenemos una poligonal con longitud Sy 1, la cual también es cota superior
del conjunto y cumple con Sy, 1 < Si. Es decir, Sy no es la menor cota superior y por ende, no es el supremo.
Lo anterior nos dice que todos los .S}, son mayores que el supremo, o bien Vk, S, > sup{l;,k € N} = ~ EF.

Entonces, como ya vimos que la longitud de toda curva atrapada en la envolvente la podiamos acotar por algin
Sk, y todos estos son mayores que —~ E'F, concluimos entonces que el camino mds corto para ir desde E a F/,
sin cortar la circunferencia en dos, es irse por el arco ~ E'F'.

Notemos que en la demostracién anterior, s6lo se ocupd la convexidad de la circunferencia. Por lo tanto, esta
demostracion también es valida para cualquier otra posible curva convexa, incluyendo a la elipse.

Como dltimo comentario respecto a esta forma de definir la longitud de la curva, notemos que es muy similar
a lo que son las sumas de Riemann. En estas sumas, no importa la particién del intervalo que uno escoja ni
tampoco el punto de la particién que uno escoja, siempre el limite es el mismo y tenemos una suma superior y
una inferior. Entonces, en vez de utilizar las poligonales I}, para definir la longitud, podriamos haber ocupado
las poligonales Sy, y definir el largo como el infimo del conjunto de los Sy.. Andlogamente, los I, serfan una
suma inferior y los Sy, la suma superior.

(b) Elipse

Cuando consideramos el caso de la elipse, tenemos algo muy similar al caso del circulo, pues seguimos te-
niendo la simetria respecto al eje X. De hecho, el andlisis por tramos hecho para el circulo es igual valido
para este caso (asi como para cualquier curva convexa), y por lo tanto, no serd repetido acd. El problema sigue
traduciéndose a encontrar la curva que va desde E a F' dentro de la envolvente, pero reemplazando el arco de
circunferencia por un arco de elipse. Este problema también ya fue considerado con la dltima demostracién
para el circulo, seccién A.2, por lo que rdpidamente vemos que la forma mas corta de ir desde E a F', es a
través del arco de elipse ~ EF'.

Entonces, las curvas son muy similares a las del circulo: partimos desde A con la recta tangente a la elipse
hasta F, seguimos por la elipse hasta F', y de ahi, continuamos con la recta tangente en F' hasta B. Reflejando
esta curva, respecto al eje X, obtenemos la otra solucién. En la figura 7 se ilustra el tipo de soluciones.

Figura 7: Soluciones al problema de la elipse.

Si bien, el problema ya estd resuelto, existen otra forma para tratar el problema de las curvas en la envolvente,

joven.matematico@gmail.com 31



@ Articulos Edicién 2 / 2011

la cual sirve en general para cualquier curva convexa. Es un calculo explicito utilizando geometria analitica y
andlisis convexo.

Demostraremos que irse por las rectas tangentes es mas largo que irse por el arco comprendido por dichas
rectas, para cualquier par de puntos de tangencia.

Consideraremos una curva convexa plana I". Pediremos que en el arco comprendido entre los puntos tangentes,
esta pueda ser parametrizada como I' = (z, f(z)), z € [a, b], donde x es el valor de la coordenada z y f(z)
una funcion suave y positiva. Dada la convexidad de la curva, y que hemos escogido hacer los calculos en la
region sobre el eje X, debemos tener que d? f () /dz? < 0. Esto implica que df (x)/dz = f'(x) es una funcién
decreciente. Esto lo traducimos en que: f’(a) > f’(b). Ahora acotando las curvas con poligonales siempre nos
quedamos con envolventes cada vez mds pequeiias, por lo tanto, es razonable suponer que el intervalo [a, b] que
sustenta al arco es tal que las pendientes de las rectas tangentes es positiva. Es decir, consideraremos: f/(z) > 0
para z € [a, b]. Ahora, el signo de la derivada se debe a como orientamos el eje X, y sabemos que las distancias
involucradas no dependen de esta orientacién. De hecho, basta hacer una reflexion respecto al eje Y para que
las derivadas cambien de signo. Por lo tanto, el cdlculo también se cumplird para una zona donde las derivadas
sean negativas.

Entonces, lo primero que hacemos es escribir las ecuaciones de las rectas tangentes en los puntos extremos del
arco a considerar: A = (a, f(a)) y B = (b, f(b)). Las pendientes de estas rectas serdn respectivamente f’(a)
y f'(b). Por lo tanto, las rectas son

n = f'(a)z+ [f(a) — f(a)a], €0
y2 = ['(b)zo + [£(b) — f'(D)D]. ()

Una vez hecho esto, podemos encontrar el punto de interseccién de estas rectas, C', imponiendo la igualdad

entre y; e y». En realidad, lo inico que nos importa es la componente horizontal de dicho punto, que llamaremos
z¢. Entonces, en este punto se cumple que

f@)zc +[f(a) = f'(a)a] = f'(b)xc + [f(b) — f'(b)b]. 3)
Despejando obtenemos trivialmente que

2o = 1O~ F(@) + fla)a — ['(b)b
f'(a) = f(b)

Un andlisis de convexidad de la curva (x, f(x)) nos mostrard que a < xo < b. Dado que esta curva es convexa,
la recta tangente ys en el punto (b, f(b)), sélo toca a la curva en dicho punto. Como hemos orientado la curva
sobre el eje X, esto implica que esta recta tangente debe estar por sobre toda la curva, incluyendo el punto
(a, f(a)) por donde pasa la segunda recta tangente y;. Supongamos que la componente horizontal z¢ de C
estuviese a la izquierda de a (es decir ¢ < a < b). Dado que y2 estd por sobre y; para x = a, tendriamos en-
tonces que y; < Y2 solo para los x menores a x¢. Sin embargo, debemos tener que, en = = b, se debe cumplir
que ys < y1. Esto es una contradiccion, lo que implica que ¢ > a. El mismo andlisis, pero suponiendo que
x¢ > b, nos llevard al mismo tipo de contradiccidn, y por lo tanto: ¢ < b.

“

Ahora, podemos calcular el largo de la poligonal AC'B Este estd dado por ACB = AC + CB. Pero AC
es la distancia entre los puntos (a, f(a)) y (x¢,y1(x¢)), mientras que C'B es la distancia entre los puntos
(zc,y1(zc)) y (b, f(b)). Entonces

AC = /(¢ — a)? + (f'(a)ac + f(a) — f'(a)a— f(a))? = (zc — a) V1 +[f"(a)]2. ®)

De la misma forma,

CB = (b—zc)V/1+[f'(b)]>. (©6)
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Entonces
ACB = (b—zc)V1+[f' (0 + (zc —a)v 1+ [f'(a)]?. M
Definiendo g(x) = /1 + [f’(z)]?, tenemos que
ACB = (b— wc)g(b) + (ve — a)gla). ®)

Utilizando la forma explicita de x ¢, es posible calcular (xc — a) y (b — z¢); después de sumar las fracciones
y simplificar, obtenemos que
fla) - b) f'(a)(b —a)

C))

b—l‘o

) —
vo—a=10" “) . (10)

fr(a) = f ’(b
Ahora, concentrémonos en el largo del arco de curva —~ AB. En forma general, es sabido que su largo esta
dado por la siguiente integral:

b b
~AB = / V14 [f(z))?de = / g(z)dz. (11)
a a
Utilizando el teorema del valor medio para integrales tenemos entonces que
~ AB = (b—a)g(c), (12)
donde ¢ € [a, b] es una constante.

Ahora, notemos que
(b—a)g(c) = (b —zc)g(c) + (zc — a)g(c). (13)
Ocupando (9) y (10), obtenemos

- algte) - | [t aa

Eliminando términos,

-0 = | LT g0 - | L0 o) as)

f'(a) = f(b) f'(a) = f(b)
Notemos que g(x) es decreciente para x € [a, b]. Esto pues, si < y entonces f'(z) > f'(y), pues f'(z) es
decreciente, y como f’(z) > 0, tenemos que 1 + [f/(x)]? > 1[f’(y)]?. Como la raiz cuadrada es creciente se

obtiene: \/1 + [f'(2)]? = g(x) > g(y)/1 + [f'(x)]?, por lo tanto g(z) es creciente. Por ende,

g(a) > g(c) > g(b) > 0. (16)
Por otra parte, notemos que
f'(a)(b —a) }
FoErolR an

Luego,

f'(@)(b —a) f'(@)(b — a)
[ < [ 7]« 1

Mientras que, por otra parte,

F®)b— a)
_Lﬂw—f@]<0 {19
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Por lo tanto,
f’(b)(b—a)} [f’(b)(b—a)
P90 < - [ =7
Recopilando todo lo anterior, deducimos que
f’(a)(b—a)} [f’(b)(b—a)}
b—a)glc) < | 7~ 9(a) — | —=-| 9(b). 21
o= anto) < | FGP ] o - [T ] 0
Ahora, imponemos nuevamente el que la curva sea convexa. Esto se puede hacer imponiendo que las rectas
tangentes estén siempre por sobre la curva. Esto implica que f(a) < y2(a), o bien

fla) < f'(b)(a—b) + f(b). (22)

| a0 0)

Reacomodando, tenemos que
f(0) = f/(b)(b—a) + f(a). (23)
Ahora, consideremos el término
f0) = fla) = (f'(a) + f'(0)) (b — a) = [f(b) — (b—a) f'(D)] — [f(a) — (a = D) f'(a)]. (24)
Ocupando (23) en el lado derecho de esta dltima expresion, obtenemos que
[f () = (b —a)f'(b)] = [f(a) — (a—b)f'(a)] Z[f(a) + f'(b)(b—a) = (b—a)f'(b)]
= [f(a) = (a—1b)f'(a)] (25)
=(b—a)f'(a) > 0.

Es decir, f(b) — f(a) — (f'(a) + f'(b))(b — a) > 0, y por lo tanto, recordando que g(a) — g(b) > 0, vemos
que se cumple que

A= (g(a) = gO)f(b) = fa) = (f'(a) + £'(0))(b — a)] > 0. (26)
Ocupando esto en la ultima desigualdad que vincula a g(c), tenemos que
o-agte) < | L8 g - [ £ECZ0 g0+ . @n

Utilizando (26), vemos que

! ! ! —a "(a)(b—a
Sm{g(a)[f(b)—f(a)—(f (a) + f/(0))(b—a) + f'(a)(b — a)] 28)

+9®)[f(a) = F(b) + (f'(a) + [/ (0)(b = a) = f'(b)(b — a)]}.

Cancelando términos, tenemos que

(b—a)g(c)

B f(a) —f(b)+(b—a)f’(a)} [f(b) — fla) = (b—a)f'(a)
(b—a)g(c) < OO g(b) + HOEE0 g(a). (29
Ocupando esto tltimo y las ecuaciones (9) y (10), observamos que
(b—a)g(c) < (b—zc)g(b) + (zc — a)g(a), (30)
y por lo tanto,
~ AB < ACB, €2y

que es lo que queriamos demostrar. Es decir, es mds corto viajar por el arco que por los lados rectos del tridngu-
lo con base curva. Como esto se cumple para cada envolvente pequefia de las cuales se construye una poligonal
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(que acotan el largo de la envolvente original), entonces se cumplird también para cualquier tridngulo. Como
esto lo demostramos para un tridngulo arbitrario, dados los argumentos anteriores para las cotas por curvas
poligonales, tenemos entonces que siempre, para cualquier curva convexa, es mas corto irse por el arco.

(c) Extension: Puntos A y B fuera de un eje de simetria del obstaculo convexo

Cuando los puntos A y B colineales no se encuentran en un eje de simetria del objeto obsticulo, no podemos
quedarnos arbitrariamente con un s6lo semiplano, y con nuestro método ya no obtenemos una solucién limpia.
Una forma de resolver el problema seria colocar el eje X a lo largo de la linea AB y estudiar el problema por
separado en los semiplanos y > 0 e y < 0. Con esto obtenemos dos posibles soluciones: la curva minimizante
en el semiplano superior y la curva minimizante en el semiplano inferior. Entre estas dos escogemos la que
tenga menor largo. Esa serd la solucién al problema global.

Es notable entonces que la perdida del eje de simetria puede implicar unicidad de la solucién. Esto lo podemos
discutir con un ejemplo: la elipse rotada. Consideramos el mismo problema que en la seccién B, pero con la
diferencia que la linea AB no coincide con alguno de los semiejes, pero aun contiene al centro de la elipse la
cual hemos rotado.

En este caso la unicidad de la solucién dependera de la ubicacién de los puntos A y B. Si estos se encuentran a
la misma distancia que el centro de la elipse, entonces seguiremos manteniendo dos soluciones distintas, s6lo
que estas, ya no son un reflejo (una de la otra) respecto al eje X. Esto se debe a que en este caso, sigue ex-
istiendo una simetria remanente, que es la simetria de reflexion en torno al centro de la elipse. De esta manera,
las soluciones serdn ahora reflejos una de la otra, pero respecto al origen.

Si ahora, colocamos los puntos A y B en forma no simétrica respecto al origen, habremos perdido cualquier
simetria. Tenemos entonces una solucion para cada semiplano y debemos escoger entre una de estas dos, obte-

niendo entonces unicidad.

Esto recuerda, un poco, la idea matematica y fisica, de que las simetrias acarrean consigo degeneraciones en la
solucién de ecuaciones y problemas en general.
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1. Teoria cuantica del scattering

Consideramos una particula elementaria de spin s € N moviendose en un espacio de configuraciones Q C R?,
d > 1, en presencia de un potencial externo V. En cada tiempo ¢t € R, el conjunto de los estados posibles
de la particula consituye un mismo espacio (Hilbertiano) de funciones H := L2(Q;C?**1). La dindmica de
la particula estd constrefiida por el principio de conservacién de la energia, el mismo formalizado por una
ecuacion diferencial llamada ecuacién de Schrodinger [8]:
% g, (h=1),

donde ; € H es el estado de la particula al tiempo ¢t y H el operador auto-adjunto —A + V actuando en
‘H. Por “analogia” al caso cldsico, el operador diferencial de Laplace-Beltrami A (con condiciones al borde
si necesario) estd usualmente asociado a (menos) la energia cinética de la particula, mientras que el operador
(matricial) de multiplicacién V representa su energia potencial. Luego, el operador H estd naturalmente in-
terpretado como el Hamiltoniano del sistema { particula + potencial externo} y el grupo unitario {e~#7},
como su grupo de evolucién temporal. (Recordamos que un operador U en un espacio de Hilbert H es unitario
si verifica U*U = U*U = idy, con U* el adjunto de U .)

La teoria espectral tiene como objeto de estudio el subconjunto o(H) de R, llamado espectro de H, siendo
el soporte en R del célculo funcional asociado al operador H.? El andlisis de o(H) permite, entre otros, de-
terminar totalmente (o parcialmente) la descomposicién del espacio de Hilbert H en sus componentes H,,(H)
y He(H) := Hac(H) @ Hse(H), cada uno teneniendo su interpretacién fisica. Hy,(H) es el subespacio (aso-
ciado a la parte puntual del espectro de H) generado por el conjunto de los vectores propios de H, mientras
que H.(H) es el subespacio (asociado a la parte continua del espectro de H) de continuidad respecto a H. Los
vectores propios de H estdn considerados como los estados acotados del sistema, ya que queden invariantes
(aparte de una fase) bajo el grupo de evolucién temporal {e~*H}, . Los vectores de H.(H) estdn por su
parte interpretados como los estados de difusién del sistema porque se escapan, en medida temporal, de cada
parte finita del espacio de configuraciones cuando ¢t — +oc¢.

!Financiado por el Fondo Fondecyt 1090008 y por la Iniciativa Cientifica Milenio ICM P07-027-F “Mathematical Theory of Quantum
and Classical Magnetic Systems".

2En su formulacién la més sencilla, el cdlculo funcional asociado a un operador H auto-adjunto en un espacio de Hilbert 7 consiste en
el hecho que existe una medida real EH (-) sobre o(H) (la medida espectral de H) a valores en los operadores acotados tal que

sun= [ 4Bt £
o(H)
para cualquiera funcién f : o(H) — C continua acotada. Para cada ¢ € H, la aplicacién B — ||EH (B)y||2, con B C R un boreliano
y || - || la norma de H, define una medida real ¥ . Esta medida admite una descomposicién tinica
1 = pf + pe + p&,

donde puf, pdc y pde son respectivamente medidadas puntual, absolutamente continua y singularmente continua respecto a la medida de
Lebesgue. Por consiguiente, el espacio de Hilbert H se descompone en la suma directa

H=Hp(H) ® Hac(H) ® Hsc(H),

donde Hy(H) :={p € H | p? = p5}. Hac(H) :={p € H | p¥ = pfe} y Hse(H) :={p € H | u¥ = p&}. Ver la Seccién 7.4
de [9] para més detalles.
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Figura 1: Operadores de ondas W y operador S de scattering

En la practica, la teoria espectral toma frecuentemente beneficio del esquema perturbativo siguiente: si
el potencial V' estd acotado relativamente al Laplaciano A con cota b < 1, el sistema caracterizado por el
Hamiltoniano H puede ser considerado como una perturbacién® del sistema sin interaccion externa descrito
por el operador —A.

Esta estructura adicional, facultativa en teoria espectral, es de cierta manera el dato inicial de la teoria del
scattering. En efecto, esta teoria tiene como objectivo principal la descripcion asintotica del grupo de evolucién
(total) {e~#H},cR en términos de un grupo de evolucién (libre) {e~*Ho}, . Luego, una de las metas de la
teorfa del scattering es de determinar un operador H, (mds simple que H) tal que para cada estado de difusion
¥ € Hae(H) al tiempo ¢t = 0 se verifique lo siguiente: existen estados de difusién 1 € H,.(Hy) tales que la
diferencia

e itH o gmitHo o,
converge a 0 en norma cuando ¢ — Foo. Esencialmente, este problema es equivalente a la cuestion de existen-
cia y de completitud* de los operadores de ondas (generalizados)
Wy =s- lim e e o p, (Hy),
t—+oo
donde P,.(Hy) es el proyector ortogonal sobre Hac(Hp) y “s-1im” hace referencia al limite fuerte en H. La
interpretacién usual de los operadores W estd esquematizada en la Figura 1.

El método del operador conjugado, técnica aparecida en los afios 1960 [6] y continuamente desarollada
desde entonces, permite obtener muchos resultados encontrados en teoria espectral y teoria del scattering. Se
funda sobre la introduccién de un operador auto-adjunto auxiliar A teniendo ciertas propiedades de compatibil-
idad (expresadas en términos de la resolvente (H —2)~1, 2 € C\ o(H), de H y del grupo unitario {e =7}, g)
respecto al Hamiltoniano H. Si estas condiciones de regularidad estén satisfechas, y si el conmutador [i H, A] es
estrictamente positivo cuando localizado sobre un intervalo J del espectro de H, entonces varias informaciones
relativas a H pueden ser deducidas localmente en J.

Como el método del operador conjugado se basa solamente sobre el dato de un triplete abstracto { H, A, H}
adecuado, su dominio de aplicacién es muy amplio. Los ejemplos que siguen forman una lista revelatriz de

3 Aqui, la expresién “el operador T 4 S es una perturbacién del operador T hace referencia a la invariancia de las propiedades de
auto-adjuncion en el sentido del Teorema de Rellich-Kato. Es decir, si 7" es un operador auto-adjunto (esencialmente auto-adjunto) en
un espacio de Hilbert H y S es simétrico y acotado relativamente a 7" con cota b < 1, entonces el operador 1" + S es auto-adjunto
(esencialmente auto-adjunto), T+ S = T + S y el dominio de T + S es igual al dominio de T'. Ver la Seccién 2.7 de [1] para mas
detalles.

4Uno dice que los operadores de ondas W son completos si sus imdgenes Ran(TW.) en H verifican la identidad

Ran(W_) = Ran(W4) = Hac(H).
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situaciones fisicas donde el método del operador conjugado ya ha permitido obtener resultados sutiles: op-
eradores de Schrodinger (simples o a N cuerpos), medios estratificados, operadores de Dirac, teoria cudntica
de campos, teoria de los grafos, mecdnica estadistica, efecto Hall cudntico, scattering en relatividad general, etc.

2. Operadores conjugados
2.1. Hipétesis generales

Consideramos un operador auto-adjunto H actuando en un espacio de Hilbert H con producto escalar (-, - )
y norma || - ||. Notamos D(H) el dominio de H equipado del producto escalar grafo (-, - )p(m) := (-, -) +
(H -, H -). Con esta estructura, D(H) constituye también un espacio de Hilbert encajado continuamente y
densamente en . Identifcando H con su adjunto5 via el isomorfismo de Riesz, obtenemos una sucesion de
encajes continuos y densos:

D(H) CHCD(H)".

La primera propiedad de regularidad de H requerida en el método del operador conjugado permite de extender
esta sucesion como sigue. Sea A un segundo operador auto-adjunto en H con dominio D(A) también equipado
del producto escalar grafo. Entonces, uno dice que H es de clase C'*(A) si la aplicacién (de conjugacion)

R>t— e (H —i)~le A )

a valores en el conjunto %(H) de los operadores acotados sobre H, es fuertemente de clase C'. De manera
equivalente, H es de clase C 1 (A) si existe una constante C > 0 tal que

[((H + 1)\, A) — (Ag, (H — i) 10)| < g @)

para todos ¢ € D(A) (la intuicién debajo de esta equivalencia es que la derivada en ¢t = 0 de (1) da el
conmutador [(H — i)™, A]“="(H —i)~'A — A(H —i)~!). En este caso, si el conjunto D(A) N D(H) estd
equipado con la topologia de la interseccion, todos los encajes de la sucesion

{D(A)ND(H)} CD(H) CHCD(H)" C{D(A)ND(H)}"

son continuos y densos. Ademds, para cada z € C\ o(H), el conmutador [(H — 2)~!, A], definido sobre D(A)
como en (2), se extiende por continuidad a un operador acotado sobre H. De manera similar, el conmutador
[H, A], definido sobre D(A) N D(H) como en (2), se extiende por continuidad a un operador acotado de D(H)
a D(H)*. Las extensiones de [(H — z)~!, A] y [H, A] (ambas escritas con los mismos simbolos) verifican
entonces (en el sentido de los productos escalares, como en (2)), la relacién fundamental:

(H—2)"Y Al =—(H-2)"YHA(H-2)""

Aparte del hecho de que H sea de clase C'!(A), el método del operador conjugado requiere de manera crucial
la hipétesis siguiente de positividad local del conmutador [i H, A]: Sea E*( - ) la medida espectral de H. Si
H es de clase C'(A), entonces el operador E(J)[iH, A]JE* (J) estd bien definido para cualquier conjunto
J C R acotado (porque [iH, A] envia D(H) en D(H)* y E¥(J) envia H en D(H ). También, existen nimeros
a € R tales que®

EH(N[iH, AlEH (J) > aEH (J). 3)

SEl adjunto de un espacio de Banach F, notado F'*, es el espacio vectorial constituido de las funciones continuas y anti-lineales
¢ : F' — C equipado de la norma dual

ol = sup{lp(NI | f € F Ifllr <1}

%Dados dos operadores acotados C'1 y C en un espacio de Hilbert 7, uno escribe C1 > Cs si

(p: Crp) > (p, Cap) Vo €H.
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Si esta desigualdad estd verificada para un niimero a > 0, uno dice que A es localmente estrictamente conju-
gado a H sobre J (por eso el calificativo de operador conjugado para designar A).

Dedicamos en el resto de esta seccién a una presentacion de varios resultados que pueden ser deducidos,
tanto en teoria espectral como en teoria del scattering, de las hipdtesis hechas en el parrafo anterior.

2.2. Operadores conjugados y teoria espectral

Si\ € o(H)yu > 0, el operador acotado (H — A — iu)~! no admite un limite en %(H) cuando p \, 0
(porque H — A no es invertible !). Sin embargo, el limite
y cy—1

lm (o, (H=X—ip)" o) 4)
puede existir para ciertos vectores ¢ € H. Si para todo A en un subconjunto J C Ry para todo ¢ en un sub-
conjunto denso de H este limite existe y si la convergencia es uniforme en A sobre cada subconjunto compacto
de J, uno dice que un principio de absorcion limite para H estd verificado en .J. La existencia de un tal princi-
pio tiene como consecuencia principal el hecho que el espectro de H en J sea pura y absolutamente continuo
(cf 12, Sec.7.1.1 & 7.1.2]).

En los afios 80, el matemadtico francés Eric Mourre [5] observé que si la desigualdad (3) estd verificada para
una > 0y si H es de clase C?(A) (es decir, dos veces de clase C'(A)), entonces un principio de absorcién
limite existe. Por eso, hablamos de desigualdad estricta de Mourre cuando la desigualdad (3) esta satisfecha
para un @ > 0. Las demostraciones usuales de la existencia del limite (4) a partir de una desigualdad estricta
de Mourre se fundan sobre un método iterativo, hecho de desigualdes diferenciales, relativamente técnico.
Referimos el lector a [2, Sec. 7.3 & 7.4] para una presentacion general del tépico y a [2, p. 267-268] para una
exposicion del caso particular (fundador) en que [iH, A] = H.

Dado un operador H, el problema principal reside entonces en la construccion de un operador adecuado A
conjugado a H. Si el operador H difiere mucho del Laplaciano negativo —A en L?(R), uno utiliza usualmente
el generador del grupo de las dilataciones A = D (cf. Seccién 3) que verifica la regla de conmutacion

[i(—A),D] = —2A.

Si el operador H difiere sensiblemente de —A en L?(R?), la eleccién de un operador conjugado constituye un
problema abierto sujeto, hasta hoy dia, a ninguna teoria general.

2.3. Operadores conjugados y teoria del scattering
Varias propiedades de propagacion del estado e~**/ ¢ pueden ser obtenidas gracias al método del operador
conjugado. Explicamos en lo siguiente como una desigualdad de Mourre (local) induce la existencia de op-
eradores (localmente) H-suaves, la cual permite a su turno inferir la existencia (local) de los operadores de
ondas.

Empezamos para recordar la relacién entre operadores H-suaves y operadores de ondas. Un operador T’
cerrado con dominio D(T") C D(H) es localmente H-suave sobre J C R si para cada intervalo [b,c] C J
existe una constante C > 0 tal que la desigualdad

|TI\m(H — X —ip)'T*|| < ¢ Q)

sea verificada para todos A € [b,c] y p € (0,1) (aqui la parte imaginaria “Im” estd definida como para los
ndmeros complejos). Utilizando la relacién

Im(H — X\ —ip)~* = %/dt et g itH —plt]
R

podemos mostrar (ver Seccién XIII.7 de [7]) que T es localmente H-suave sobre .J siy s6lo si existe para cada
intervalo [b, ¢| C J una constante C > 0 tal que

[z e " B (e < < lol?
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Figura 2: Guia de ondas cudntico {2 =3 x R

para todo ¢ € H. Asi, la existencia de un operador 7" localmente H -suave sobre .J provee informaciones relati-
vas a la propagacion del estado e=“*H B ([b, c])¢ (es decir, sobre el estado ¢ con evolucién temporal dada por
H y con energia en el intervalo [b, ¢]). De hecho, suponiendo que la diferencia entre los Hamiltonianos libre y
total de un proceso de scattering se expresa en términos de operadores localmente suaves, uno puede mostrar
teoremas de existencia de los operadores de ondas como el siguiente:

Teorema 2.1. Sean Hy y Hy dos operadores auto-adjuntos en un espacio de Hilbert H, E;( - ) la medida
espectral de H; y J C R. Supongamos que para cada p; € D(H;) se tiene la igualdad (Hip1,p2) —
(p1, Hap2) = (Thp1,Topa), con T; un operador localmente H j-suave sobre J. Entonces, los operadores de
ondas

Wy (Hy, Ho; J) :=s-  Am eltth o=itH2 p, (])
existen y son isometrias parciales de Eo(J)H sobre Ey(J)H. Ademds, los operadores W (Hy, Ha; J) satis-
facen la identidad

Wi (Hy, Hy; J)* =s- lim ™2™ B (J) = Wi (Hy, Hy; J)

t—+oo

(mddulo el intercambio E5(J) < E1(J), el adjunto * pasa a través del limite fuerte).

Supongamos ahora que un principio de absorcién limite para H sea obtenido sobre un conjunto abierto
J C R a partir de una desigualdad de Mourre. Asi pues, el conjunto de vectores tales que el limite (4) existe
contiene el dominio D(A) (cf. [2, Sec. 7.4]). Ademds, si [b, ¢] C J, existe una constante C > 0 (dependiendo
de by c)tal que
(o, (H = 2 — i) ') < ¢ (o] + 1 Al

para todo ¢ € D(A), A € [b,c] y it > 0. De esta estimacién sigue la existencia de una constante D < 0 tal que
[+ [ADTHH = A= i) A+ AT <D

uniformemente en A € [b, ¢] y > 0. Comparando esta relacién con la definicién (5) de operadores H-suaves,
deducimos que el operador (1+|A|)~! es localmente H-suave sobre .J. De eso sigue que todo operador T" en H
satisfaciendo (1+|A|)T* € #(H) también es localmente H-suave sobre .J. En particular, si la diferencia entre
los Hamiltonianos libre y total es igual a un producto de operadores 7775 con (1 + [A|)T} € %(H), entonces
el método del operador conjugado permite mostrar, via el Teorema 2.1, la existencia de los operadores de ondas.

3. Ejemplo: guia de ondas cuantico
En esta seccidn, ilustramos parte de la teoria de las secciones anteriores con el caso de un guia de ondas cudn-
tico. El operador auto-adjunto H que representa la dindmica cudntica libre es el Laplaciano con condiciones

en la frontera de Dirichlet —A% actuando en un espacio de configuraciones igual a (o difeomorfo a) un guia de
ondas infinito 2 := ¥ x R.
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Como el dominio 2 = ¥ x R es un producto directo, el espacio de Hilbert 7 := L2(£2) es isométrico al
producto tensorial hilbertiano L?(X) ® L?(R), y el Hamiltoniano H admite la descomposicién

Hy=-Aj®1+1® P?,

donde —AJ es el Laplaciano de Dirichlet en L2(X), P = —i-Z es el operador de impulso en L*(R), ® el

producto tensorial cerrado de operadores y 1 los operadores identidades. Consideramos el operador A := 1® D,
donde D es el generador del grupo unitario de dilataciones en R, es decir,

(eiTD w) (z) = eT/2 P(e ), T€R, ¥ € CF(R),

con C2°(R) el conjunto de las funciones suaves y con soporte compacto en R. Como D verifica la relacién de
conmutacién [i P?, D] = P? sobre C°(R), el operador satisface la regla de conmutacién

[iHo, A] = 2 ® P2

Por otro lado, —AF posee un espectro puramente discreto 7 := {4 }o>1 consistiendo en valores propios
0 < v <wvy <y <...repetidas de acuerdo a la multiplicidad’. En particular, la medida espectral Eo(.)
de Hj admite la descomposicién tensorial [9, Ex. 8.21]

B () =Y Pag EVHe(), ©)

a>1

donde P, es la proyeccién ortogonal 1-dimensional asociada a v, y E¥ o (-) lamedida espectral de P%+v/,.
Luego, tenemos para cada J C R acotado la igualdad

EMo(])[iHo, A|JET(J) =2 Y P, @ PZET (), )
aeN(J)

con N(J) := {a >1|sup(J) > v4}. Sisup(J) < vy, entonces EF0(.J) = 0y la desigualdad
B0 (J)[iHo, A)ET0(J) > aB(J)

estd trivialmente satisfecha para cualquier ¢ > 0. En consecuencia, suponemos que sup(J) > v; y notamos
Z la transformada de Fourier en L?(R). Como el operador 1 ® .7 es unitario, existe un nimero a; > 0 tal que
Efo(J)[iHy, Ag|Efo(J) > ayEMo(J) siy slo si

(1® Z)EH(J)[iHy, Ag)ET ()1 @ .77 > a;(1@ F)EF(T) (10 F71). ®)
Gracias a las formulas (6)-(7), es directo mostrar que la desigualdad (8) estd verificada con

ay = aefﬁfJ) inf(J — vq). ©)

En particular, si existe un compacto K C (v1,00) \ 7 tal que J C K, entonces a; > 0. En consecuencia, el
operador A estd localmente estrictamente conjugado a Hy sobre R\ 7. En otros términos, para cada A € R\ T
existen nimeros € > 0y a > 0 tales que

Efo((X—e,A\+¢))[iHo, Ao)E" (A — e, +¢)) > aB™ (A —e, X +2)).

Observe que la cota inferior (9) puede ser obtenida directamente gracias a la teorfa (mds abstracta) del
operador conjugado para sistemas con varios canales [3, Eq. (3.8)]. En efecto, si los operadores P, @ (P? +

7Referimos el lector a [4, Ch. 6] para mds informaciones sobre el Laplaciano de Dirichlet sobre un dominio acotado.
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V) estdn interpretados como Hamiltonianos a un canal (el canal correspondiente a la energé transversa v, ),
entonces Hy puede ser considerado como un Hamiltoniano a varios canales ya que

Hyp =) Pa®(P* +va)p

a>1

para cada ¢ € D(Hj). Luego, no es soprendente que sea dificil obtener propiedades de propagacién o una
estimacion de Mourre para los estados localizados en energia alrededor de los valores A € 7. Por esta razon,
los puntos de 7 estdn usualmente llamados “umbrales” (“thresholds” en inglés) del sistema cudntico a varios
canales dado por Hy. De hecho, la obtencion de resultados en los thresholds en teoria espectral o del scattering
sigue siendo un campo de investigacion intenso dentro la comunidad de fisicos matemaéticos.
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Los problemas propuestos y las soluciones a los problemas de esta seccion deben ser enviados por correo
electronico a joven.matematico@gmail.com antes del dia 15 de Septiembre de 2011. Los nombres
de los autores de las soluciones recibidas serdn publicados en una proxima edicion, junto con las mejores
soluciones. Generalizaciones y comentarios adicionales son bienvenidos. Se incentiva a alumnos y profesores
a enviar soluciones y problemas propuestos, tanto como problemas antiguos presentando una solucion nueva.
Un asterisco (x) junto al niimero del problema indica que los editores no disponen de una solucion.

Problemas

7. Propuesto por Ricardo Repenning, PUC, Santiago, Chile. En Chile, un juego muy popular es el “amigo
secreto”, en el cual los n miembros de un grupo escriben sus respectivos nombres en hojas de papel. Posterior-
mente se juntan los n papeles con los nombres y al azar cada persona saca un papel. Cada uno debe hacer un
regalo a la persona cuyo nombre aparece en el papel extraido. Sin embargo, muchas veces una persona saca su
propio nombre, obligando a hacer el sorteo nuevamente.

Considere un juego de amigo secreto con muchas personas. ;A qué valor converge la probabilidad de que, en
el primer sorteo, nadie obtenga su propio nombre?

8.(x) Propuesto por Mark Ashbaugh, University of Missouri, Columbia, MO. Muestre que

* Inzx 1
dx = —=(In2)?
/0 w110 =32

usando “medios elementales,” i.e., utilizando solamente cambios de variable, o posiblemente integracién de
contorno. La evaluacién del autor utilizé series y la constante de Euler, v, pero dado que la respuesta no
involucra -y €l cree que debe haber una forma de obtener este resultado de manera mds elemental. En particular,
para los propdsitos de este problema, el uso directo de series, la funcién T, 7, y lo que sea que involucre la
funcién ¢ de Riemann y otras funciones relacionadas (tales como la funcién 7, o la funcién ¢ de Hurwitz) esta
“fuera de limites.”

9. Propuesto por los editores. Calcule
- 1 1
li 1——+—.
oo 1}:[1 ( m * 2m2>

10. Propuesto por los editores. Sea A una matriz de n x n entradas reales a;;, positiva definida, y sean
Ai,t =1,2,...,n sus valores caracteristicos con repeticién. Muestre que

n n
H A < H Qi
i=1 i=1

11. Propuesto por los editores. Sean A, B dos matrices de n x n, positivas definidas. Muestre que

1
4n2n

|det(AB)| < ——(Tr(A)" + Tr(B)™)>.
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Soluciones

1. Solucion al problema propuesto niimero 2. Sea A,, una matriz de n X n con entradas

(An)ij = {

L4l osioi=j,
o osloi# g
Calcule det(A,,),limdet(A,,), y muestre que A,, es definida positiva para todo n > 1.

Solucion por Mark S. Ashbaugh, University of Missouri, Columbia, MO.

El valor del determinante det(A,) es 1 + .1, %, y luego su limite cuando n — oo es 1+ 7%/6 ~

2.644934067 (por la solucién de Euler al problema de Basilea, Y .-, %2 = %2). Un argumento para probar
que A, es definida positiva para todo n > 1 serd dado mds abajo, en el contexto de nuestro célculo de det(A,,).

La primera parte de este problema se puede trabajar focilmente al considerar una matriz cualquiera de n X n que
sea una perturbacion de rango uno de la identidad. Asi, si v y v denotan n-vectores (que consistentemente ver-
emos como n-vectores columna, i.e., como matrices de n por 1), uno considera la matriz B = B,, = [ + uvT
(donde el superindice 7" denota “transpuesta”). Por simplicidad, consideramos este problema en el contexto de
los reales, tomando todos los vectores y matrices como reales, y trabajando en el espacio vectorial R”. Como se
verd, esto no restringe en exceso nuestra abilidad de completar el andlisis, y, en cualquier caso, esta restriccion

puede ser removida facilmente (mds simplemente cambiando “I” por “x”, por el conjugado hermitico, mds
arriba, de modo de trabajar en C”, y usando el producto interno hermitico estdndar para definir ortogonalidad).

Como uv” aniquila todos los vectores que son ortogonales a v, uv” tiene a 0 como autovalor de multiplicidad
geométrica a lo menos n — 1. De hecho, simpre que uv” # 0 (que es equivalente a que ni u ni v sean 0, lo
cual asumimos de aqui en adelante, y que hace a uv” genuinamente una matriz de rango uno), la multiplicidad
geométrica del autovalor O serd precisamente n — 1. Claramente el rango de uv” serd entonces 1 (pues el
espacio imagen consistird de todos los multiplos de u), y entonces su kernel debe tener dimensién n — 1 (y
su kernel es precisamente el autoespacio del autovalor 0, cuya dimensién es la multiplicidad geométrica de 0).
(Como comentario aparte, para el caso n = 1 uno debe entender lo anterior como vacio de contenido, y si acaso
0 es un autovalor de uv™ como indeterminado. Por supuesto, el caso n = 1 es facilmente tratable directamente
y no da ninguna sorpresa.)

Para determinar el “dltimo” autovalor y autoespacio uno usa la propiedad del rango uno para notar que si existe
un autoespacio independiente, este debe consistir de todos los multiplos de u (u siendo el generador del espacio
imagen de uv™). De modo que intentamos u como autovector. Actuando sobre u con uv” obtenemos (v’ u)u,
o (v, u)u, donde (-, -) denota el producto interno estidndar en R™. Asf u es un autovector de uv’ con autovalor
(v, ), y ahora tenemos dos casos que considerar.

(1) Si v y v son ortogonales, entonces u estd de hecho en el autoespacio asociado al autovalor 0 identificado
mds arriba (todos los vectores ortogonales a v, que denotamos por v~ a continuacién), y por lo tanto atin nos
falta informacién sobre el espectro de uv” “en un espacio unidimensional,” por decirlo asi. Este es el “caso
anémalo” que ocurre, y se relaciona en realidad con el hecho de que uv” tenga una estructura de bloque de
Jordan no trivial en su forma canénica de Jordan. En este caso claramente (uv?)? = 0, por lo que el poli-
nomio minimo de uv” es A2, y no simplemente \. Puesto de manera diferente, la multiplicidad algebraica de
0 como autovalor de uv” es n, mientras que su multiplicidad geométrica es n — 1. Finalmente, para exhibir
uvT en su forma canénica de Jordan, uno puede tomar una base ordendada con v como el dltimo elemento,
con (v, v)u como pendltimo elemento, y con el resto de los elementos elegidos de forma de llenar la base para

v+ comenzando desde (v, v)u. Expresada con respecto a esta base, uv” se representa como la matriz de n X n
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que tiene 0’s en todas sus entradas salvo en la entrada (n — 1,n), que es 1 (i.e., hay un 1 en la dltima entrada
de la penultima fila, con todas las demads siendo 0).

(>i1) Si v y v no son ortogonales, entonces, por lo que hemos dicho més arriba, u es un autovector de uvT con
autovalor (v, u) # 0, lo que claramente significa que el dltimo par autovalor-autovector (autopar para abreviar)
de uvT se puede tomar como ({(v,u),u), y, en particular, nuestro tltimo autovalor es (v, u).

Juntando todo esto, vemos que en todos los casos la lista de autovalores de uv” (con multiplicidades alge-
braicas) estd dada por 0, ..., 0, (v, u). Aqui la multiplicidad algebraica de 0 como autovalor de uv” puede ser
——

n—1 veces

n (si (v,u) =0)on —1(si{v,u) #0).

Con este andlisis completo, podemos rdpidamente concluir nuestra solucién. Vemos que los autovalores de
B = I +uv? estdn dados por (con mdltiplicidades algebraicas) 1,...,1,1+ (v,u), y por lo tanto
——

n—1 veces

det B = producto de todos sus autovalores = 1 + (v, u).

Especializando ahora al caso de A,,, donde u = v = (1, %, %, ey %)T, vemos que los autovalores de A,, son
1

1,...,1,14+ {u,u),0 1,...,1,1—&—22“—2.

—— N——

n—1 veces n—1 veces

Por lo tanto,

2

o0
1

lim det(A,) =1+ 5 =1+,
=1

pues > 2, %2 = %2, por la solucién de Euler al problema de Basilea.

Finalmente, para mostrar que A,, es definida positiva, volvemos atrdisa B = B, = [ + wvT, especializando al
caso u = v, y mostramos que B = I + uu” (que es obviamente una matriz simétrica) es definida positiva. Si
x denota un vector arbitrario no nulo en R™, tenemos

T

(x,Bzx) = (z,z) + 2T uuz = (z,2) + (x,u)(u, ) = |z|* + [(u, z)|* > 0,

demostrando que B es definida positiva.

Comentarios. De la determinacion del conjunto completo de autovalores de la matriz uv” dado mds arriba (con
sus multiplicidades algebraicas) es por supuesto obvio que el polinomio caracteristico de uv” estd dado por

Puor(N) = det(M — uo®) = X1\ = (v, u)).
Uno entonces puede calcular detB,, via
detB, = det(I +uv?) = (=1)"det((—1)I — uv?) = (=1)"P,pr(—1) = 1 + (v, u),

y asi esto provee otra manera de concluir el calculo de detB,,.
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Finalmente, uno también puede llegar a esto calculando el polinomio caracteristico de uv” directamente, basan-
dose en la férmula para la expansién del polinomio caracteristico de una matriz C' en términos de sus menores
principales. Esta caracterizacion dice que, para una matriz C' de n X n,

Po(\) ="+ Z 1)™ A"~ [suma de todos los menores principales de orden m de C].

Para nuestro caso, con C' = uv’, la propiedad del rango uno hace evidente que todos los menores de orden m
se anulen para m > 2. Asi nuestra férmula para el polinomio caracteristico de C' = uv” se reduce a

Por(N) = A" — (TrCO)A" L = X" — (Tr uoD)A" ™ = X" — (v, u) A"~ L
Evaluando en A = —1 se obtiene
det(_‘[ - UUT) = PuvT (_1) = (_1)n - <'U, u>(_1)n—17
y por lo tanto,
det(Z +uwv™) = (=1)"[(=1)" = (v, u)(=1)" "] = 1 + (v, u),
como antes.
Como se menciond antes, existen generalizaciones simples para todo lo anterior en el caso de vectores u, v €
C". Mas exigente, pero todavia abordable, seria la generalizacion al caso de perturbaciones de rango dos de la
identidad, o incluso perturbaciones de rango k, donde k es un entero arbitrario entre 1 y n. Cualquiera de los
métodos recién utilizados (la aproximacién via autovalores y autovectores usada en la demostracién principal,
o aquella desarrollada en el dltimo parrafo bajo “Comentarios”, usando la caracterizacién de los coeficientes
del polinomio caracteristico de una matriz arbitraria en términos de sus menores principales) se podrian uti-

lizar para empezar a analizar estos problemas mds generales (al menos para k pequefio). Uno también podria
considerar perturbaciones de rango k de matrices mds generales.

2. Soluciones al problema propuesto niimero 3. Muestre que

1 2
1
/ z{}dwlw,
0 x 12
donde {a} = a — |a| denota la parte fraccionaria del real a.

Solucion por Mark S. Ashbaugh, University of Missouri, Columbia, MO.

La ocurrencia de la funcién “parte fraccionaria” sugiere que dividamos la integral en una suma de integrales
sobre intervalos I, = [1/(k + 1),1/k) para k = 1,2,3,.... Nétese que los intervalos I}, son disjuntos y su
unién es [0, 1), que es el intervalo sobre el que debemos integrar. Entonces para x € I, 1/x estard entre los
enteros k y k + 1. Entonces tiene sentido hacer el cambio de variable en I, via x = 1/(k + t), de modo
que 1/ = k + ¢, con la variable ¢ denotando la parte fraccional de 1/x en I. Tenemos z = 1/(k + t),
de = —dt/(k+t)%, y {1} =t conz = 1/(k + 1) siendo t = 1, y = 1/k siendo t = 0. Asf podemos

escribir
/0 {}dxz/ {}dxz/ kit k+t Z/ k+t dt.
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Ahora procedemos a integrar por partes cada integral, tomando u = ¢y dv = dt/(k + t)3. Esto nos permite
llegar a que
t=1 1 (' at [ 1 1 11 =1
+§A %+OJ§;{2%+1P2k+tLJ

-F e (1)

Los ultimos dos términos aqui dan una suma telescépica, y hacen una contribucién total de 1/2. Asi nuestra
expresion se simplifica a

S [

k=1

1 I 1 1 11 1 1 /[/x? 2
_——_—— —_—_— - = —_—= = - = _—— 1 = _——
2 2;(k+1)2 2 2;# 2 2<6 > 12°
donde en la evaluacién final de la serie usamos la férmula ) ., %2 = % que Euler obtuvo en su solucién al

problema de Basilea.

Comentario. Otro modo de concluir el resultado es evitar la integracién por partes utilizada en la solucién
anterior, y en cambio simplificar algebraicamente usando
t _(k+t) -k 1 k
(k+t)3  (k+t)3  (k+t)2 (k+t)3

En este punto es facil llevar a cabo las integrales, y llegamos a que

/o {}dx Z/ 0 gfol(wiw(kftﬁ)dt

1 +1 k
k+t ' 2(k+1t)2

t=1

x>
Il
—

tnqg

1 1
TErt R T 2Gkr1Z 2R
Sl 1 1+ -1 11
k+t k2 (k+1)2 2k

1k 1/@]

B
Il
—

M

E
I
=

[ S O S R U N
k+t k 2k+1 2(k+1)2 2k

M} dagts

2w w)

[N}
R‘

que es la misma expresion a la que habiamos llegado en nuestra primera solucién, y por lo tanto desde aqui
podemos concluir como antes.
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Solucion por Jorge Faiindez, PUC, Santiago, Chile.

De la definicién de la parte fraccionaria se tiene que
1 1 1 1
1 1 1 1
/ x{}dx:/ xfdx—/ x{de: —/ x\‘de
0 z o T 0 z 0 z

{IJ_k@k<1<k+1<:>1< —.

Ahora,

—_

x k+1 ~—k
Asi, por Teorema de Fubini se sigue que

I 1 o Z(())

Probaremos ahora que
k — =5
(- ) -2

Lo anterior se puede hacer de dos formas. La primera es la siguiente:

00 1 1 oo k 1
2 2 2 2
Pt k (k+1) Pl et k k+1 Pt k k+1)
y cambiando el orden de las sumas se llega a que
= 1
Sk gre) “ 22 (B wrm) X7
Jj=1k=j Jj=1

Otra forma de ver el resultado anterior es la siguiente. Definiendo

se puede probar facilmente, usando induccién u otro método, que

de donde se sigue que

Ast, se tiene finalmente que
1 1 2
1 1 1
/.13 fdle—f/mfdle—l.
0 T 2 Jo x 12

3. Sea ABC un tridngulo con BC' = a, CA = b,y AB = ¢. Sea r, el radio del excirculo tangente a BC, 1y,
el radio del excirculo tangente a C'A, y r. el radio del excirculo tangente a AB. Probar que

) TbTe Tela 9
(a+b)?2  (b+c¢)?  (c+a)? ~ 16
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(Enunciado publicado originalmente en la revista Mathematics Magazine como problema 1829.)
Solucion por Sebastidn Garcia Sdenz, PUC, Santiago, Chile.

Los exradios y los lados de un tridngulo estdn relacionados por las siguientes formulas:

o A _ s(s—=b)(s—c)
‘" s—a (s—a)
. A s(s—c)(s—a)
T b (s —0)

_— A s(s—a)(s—b)
‘T s—c (s—¢c)

donde A denota el drea del tridngulo, y usamos la férmula de Herén para expresar A en términos del semiperimetro
s. Se sigue entonces que

Taly = 8(s —¢) = i(a+b+c)(a+b—c) = i((a+b)2 - ),
Tpre = 8(s —a) = i(b+c+a)(b+c—a) = i((bjtc)2 —a?),
TeTa = 8(s —b) = i(c+a+b)(c+a—b) = i((cjua)Q—bQ).

Denotando por .S; a la suma dada, tenemos entonces que

[(a—H))2 -2 (b+e)?—a®  (c+a)? —bz]
(a+0)? (b+c)? (c+a)?

[3 - <<afb)2 * <bfc>2 G ﬁ))] ‘

La suma entre paréntesis se puede acotar de la siguiente manera:

S =

= s

Sa

(a
1 bo\?2
> = +
- 3 a—|—b b—|—c c+a
1
> —
- 3

La primera desigualdad corresponde a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, mientras que la segunda corresponde
a la desigualdad de Nesbitt (notar que a, b, ¢ > 0). Finalmente,

3 9

Comentario. También es posible encontrar una cota superior para So, de donde se sigue una cota inferior para
S1. De la desigualdad triangular, se tiene que a + b > s, b+ ¢ > s,y ¢ + a > s. Entonces,
a? + b2 + ¢? (a® + b2+ ¢?)

Sz < =4
2 52 (a+b+c)?
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Ademas, la desigualdad triangular también implica que las variables ¢ = b+c—a,y = ct+a—b,yz = a+b—c
deben ser estrictamente positivas. Asi,

A+ 8 +¢) = Sty + 2+ e+ a)?)

x2+y2+22+xy+yz+zx
< 24+ yP+ 224 2y +yz + 2x)
= (z+y+2)’

= (a+b+c)

Asi se concluye que Sy < 2,y por lo tanto S; > 1/4. Esta cota inferior es alcanzada sélo si consideramos un
tridngulo degenerado en el cual uno de sus lados mide cero, y los otros dos tienen igual longitud.

Finalmente podemos escribir las cotas para la suma original:

1< TaTh _  _ToTe  _TcTa <9
4 " (a+b)? (b+c)? (c+a)® = 16

4. Sean a4, . . ., a, no negativos y sea r un entero positivo. Muestre que

2
i"j"a;a; - —1 i"j k" a;a ah
> i+j—1 <D m a3 itjtk—2
1<i,j<n m=1 1<i,j,k<n

(Enunciado publicado originalmente en la revista American Mathematical Monthly como problema 11458.)
Solucion por Francisco Vial, Ecole Polytechnique, Paris, Francia.

Usaremos una funcién generatriz para la sucesién aq, . . ., a,, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea

f(z) = i i"art Tt
i=1

Entonces,
1 no . n
i"a; _
/ fl@)dx = E — = m " a,,
0 - ¢ m=1
1 1 r 7
. o 1" aa;
/f(x)de = / E i a2 | do = E ,‘77.1]1,
0 0 \iij<n 1<igen 0TI
1 1 T ST LT
o I ik azaa
/f(x)?’d:v = / E ik aza apx TR ) de = E ﬁ
i _
0 0 \i<ijh<n 1<igk<n ' Y

Por lo tanto, la desigualdad propuesta es equivalente a

( / 1 f<x>2dx)2 < ( / 1 f(:c)dw) ( / 1 f(w)3dx) ,

que se sigue por la desigualdad de Cauchy-Schwarz con las funciones f (x)l/ 2 f (x)?’/ 2 y el producto interno
estdndar (notar que, como a; > 0, f(z) > 0 en [0, 1], estas funciones son reales y bien definidas).
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[T

Comentario. “r” puede ser cualquier nimero real, no necesariamente un entero. De hecho, la misma desigual-
dad se cumple si usamos cualquier funcién positiva en [1,n] en vez de i"a;. Por ejemplo, usando la funcién
exponencial,

eits " e
> ) fXw Py ey

1<i,5<n m=1 1<i,5,k<n

5. Sean «, 3 ndmero reales positivos, y 7 un nimero racional. Encontrar condiciones necesarias y suficientes
para que existen infinitos m € N tales que
[ma]

[mp]

(Enunciado publicado originalmente en la revista Mathematics Magazine como problema 1830.)

Solucion por Andrés Fielbaum, Universidad de Chile, Santiago, Chile.

La condicién es simplemente % = r. Veamos primero que es una condicién necesaria. Sabemos que existe una

[mio]

[mkB]

sucesion estrictamente creciente de enteros (my,)ren tal que = r Vk. Definamos ahora la secuencia

|mia)

|m 3]

Por lo ya discutido, es claro que wy, es una sucesion constante e igual a r. Pero ademds tenemos que

WE =

mgo mro + 1
- v S Wi -
myf +1 my3

Las sucesiones que acotan a wy, claramente convergen a %, luego por el teorema del sandwich wy — %, y
tenemos asi que r = wy, — %, ie.,r = %

Veamos ahora que la condicién es suficiente. Notemos que r = % para ciertos p, ¢ naturales, tenemos entonces
6= %. Dividamos la demostracién en dos casos:
Caso 1: « es racional. Escribimos entonces o = ¢ para ciertos a, b naturales, y tomemos m de la forma

mgj =mg=1=r. Comokes

m = kbq, para cualquier £ € N. Entonces ma = kqa, mf3 = kpa, y luego
cualquier natural, tenemos infinitos m que cumplen la condicién buscada.

Caso 2: o es irracional. Tomemos m = ng, y definamos z = na. Probaremos que si 3k € N tal que

S [k, k+ m), entonces mg} = E’)ﬁ = r (notar que la primera igualdad es directa del hecho que

5= r). En efecto,

kq<xq<<k+ >q<kq+1=>Lfqu=kq~

max(p, )

Andlogamente encontraremos que |2p| = kp y de ahi se concluye lo antes afirmado.

Para terminar la demostracién, basta probar que existen infinitos n € N tales que na entra en un intervalo de

max(p,q)
convergente a 0. Un resultado conocido nos indica que, dado que « es irracional, el conjunto {z, : n € N} es
denso en [0, 1], por lo que tiene tal subsucesién, lo que concluye la demostracién.

la forma [k, k+ +> Esto es equivalente a probar que la secuencia z, = |n«| tiene una subsucesién
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El Profesor Gunther Uhlmann recibe el Premio B&cher de la AMS.

Gunther Uhlmann, profesor del Departamento de
Matematicas de la Universidad de Washington, en
Seattle, obtuvo el Premio Bocher de la Ameri-
can Mathematical Society (AMS) en Enero recién
pasado. El premio le fue otorgado “por su trabajo
fundamental sobre problemas inversos y, en particu-
lar por la solucién del problema de Calderén en los
articulos: The Calderon problem with partial data
(escrito en colaboracién con Carlos E. Kenig y Jo-
hannes Sostrand, Annals of Math. 165 (2007), 567—
591) y The Calderén problem with partial data in
two dimensions (escrito en colaboracién con Oleg Yu.
Imanuvilov , y Masahiro Yamamoto, J. Amer Math.
Soc. 23 (2010), 655-691)”. El premio también re-
conoce el destacado trabajo sobre rigidez de fron-
tera con L. Pestov y P. Stefanov y sobre no unici-
dad (en otras palabras el problema de invisibilidad)
con A. Greenleaf, Y. Kurylev, y M. Lassas. Gunther
Uhlmann nacié en Quillota, Regién de Valparaiso,
Chile, en 1952. Estudi6 en la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Chile, donde obtuvo su Licen-
ciatura en Matematicas en 1973. Luego continud sus
estudios en el MIT, donde recibié su doctorado en
1976 bajo la direccioén de Victor Guillemin.
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Tuvo posiciones postdoctorales en el MIT, Harvard
y en el Courant Institute de Nueva York. Desde
1980 fue Profesor Asistente en el MIT, y en 1985 se
trasladé a la Universidad de Washington, donde fue
nominado como “Walker Family Endowed Profes-
sor” en 2006. A partir del 2010 también tiene la “En-
dowed Excellence in Teaching Chair” en la Universi-
dad de California, Irvine. Gunther Uhlmann obtuvo
la “Sloan Research Fellowship” en 1984 , y la “John
Simon Guggenheim Fellowship” en 2001. También
en 2001 fue elegido como Miembro Correspondi-
ente de la Academia Chilena de Ciencias. Gunther
Uhlmann es "Fellow" del Institute of Physics desde
el 2004. Fue elegido a la American Academy of Arts
and Sciences (AAAS) en el 2009 y Fellow de la So-
ciety for Industrial and Applied Mathematics, SIAM,
en el 2010. Gunther Uhlmann fue Conferencista In-
vitado en el Congreso Internacional de Matematicos,
ICM, en Berlin, en 1998, y Charlista Plenario en el
ICIAM de Ziirich, en el 2007. Recientemente, el
Profesor Uhlmann fue nominado como uno de los
seis Senior Scholars para el periodo 2010-2011 por
el Instituto Clay. También ha recibido el Chancel-
lor’s Award del Instituto MSRI y de la Universidad
de California, Berkeley, premio que reconoce a in-
vestigadores sobresalientes que al mismo tiempo se
destacan por su excelencia en la ensefianza. El Pro-
fessor Gunther Uhlmann ha sido invitado a presentar
la “6th AMS Einstein Public Lecture in Mathemat-
ics”, que tendrd lugar en el campus de la Universi-
dad George Washington, en Washington D.C., el sa
bado 17 de Marzo de 2012. La “AMS Einstein Pub-
lic Lecture” se da anualmente en una de las ocho re-
uniones seccionales de la Sociedad. Estas Charlas
empezaron el 2005 como una manera de celebrar el
centésimo aniversario del annus mirabilis de Albert
Einstein, i.e., 1905, afio que marc6 la publicacién de
tres articulos fundamentales de Albert Einstein que
cambiaron el curso de la Fisica del Siglo XX.
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