Corriente alterna y nimeros complejos

Corriente Alterna

maxima, w es la frecuencia angular y « es

_@‘_‘ la fase. Se tiene la relacién w =27 f, donde

fes la frecuencia. En EEUU y Canada ,

Figura 1. Simbolo de una fem alternante f =60hz. En casi todo el resto del mundo

o : f=50hz. En Chile f=60hz.
En los circuitos de corriente alterna la fem

externa varia con el tiempo como v = Similarmente, las corrientes en los circuitos
Vo cos (wt 4+ «), donde Vj es la amplitud CA varian como: i = Iysen(wt + (3)
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Figura 2.

Un circuito tipico que debemos considerar
estd representado en la fig. 2. En este caso
e es una fem CA.La ecuacién a resolver es la
misma que en el caso CCie(t) —i R — L% =
0. Esto es:

iR—FL%ZVgCOS (Wt + )

Esta es una ecuacién diferencial lineal
inhomogénea. Es lineal en la incognita i(t)
y contiene el término del lado derecho que
es independiente de .



ed lineal inhomogénea

La solucién general de una ecuacion diferencial lineal inhomogénea es:
i(t) =ia(t) +ip(t)

ic:Solucion general de la ecuacion diferencial homogénea.

1p: Una solucién particular de la ecuacién diferencial inhomogénea.

. d1 . _ . .
En nuestro caso:zR+Ld—z:O, ia=1e Rt/L T es una constante arbitraria.

Notemos que ig(t) — 0 para t — oo. Por lo tanto i(t) ~ ip(t), después de un tiempo
suficientemente largo. i es la parte transiente de la soluciéon. ip es la solucion estacionaria.

En los circuitos de CA interesa la solucién estacionaria, puesto que ésta es la que sobrevive
si se espera un tiempo suficientemente largo para que la transiente desaparezca.

Las propiedades descritas para el ejemplo particular de la fig. 2 resultan ser generales para
todo circuito de CA.



solucién particular

iR+L%:VOCOS (wt+ ) (1)

Para encontrar la solucion particular de
una ecuacién lineal inhomogénea resulta

muy atil utilizar ndmeros complejos.
Generalizamos la ecuacioén a:
; di 1wt T
zR—i—LE:Ve ,V ="Ve (2)

Como la dependencia temporal de la fem
variable es exponencial, la solucion es

sencilla:

i:IeM,IR+iwL[:V,[:L_

R+iwL
Como la ecuaciéon (1) es lineal con
coeficientes reales, su solucién se obtiene
tomando la parte real de la solucién de la
ecuacion (2)

Vo cos (wt + o) = Re(Ve't)

. 14 |
S twt) 1wt
i=Re(le >_R€(R+z’wLe )



Reglas complejas

Las definiciones son las siguientes:

(), I,V son constantes complejas. Al final del calculo, las cantidades fisicas se determinan
tomando la parte real de las cantidades complejas.

Un niimero complejo se puede escribir como: z=re'? |z| =1 es el mddulo, 6 es el argumento
de z. z se puede describir como un vector en el plano con coordenadas cartesianas x, y
z=ux+iy, Re(2)=x;Im(z)=1y . zZ=2x — iy es el complejo conjugado de 2. 2z = r?
Recordemos que i> = —1. Se tiene la férmula de de Moivre:

e = cos@ 4 isen



caR

iv
I i = [cosex
—Lt > vg = IRcosenl = Vycoswt
a R b Vi
k] _ =

urrent is in phase
with voltage: crests and

Consideremos el circuito de la figura 3: Amplitudes are inthe ¢ oy cecur topether.
same relationship as for

a dc circuit: Vp = [R.

Figura 3.

—IR+V=0
1= ‘—/eiw Figura 4.

R

Re(i) = %Cos(wt)

La diferencia de potencial asociada a la resistencia es:

V=IR
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&) La corriente tiene una diferencia de fase de
& T :
. 5 con el voltaje.
—_—l
a L b
k.._.uL
Figura 5.
Apliquemos las leyes de Kirchhoff al circuito ‘
de la fig. 2
N o
di di : / Ahioy MEEF
L— — U= L— — V@ZWt =0 Voltage curve leads current eurve by a quarter-
dt dt cycle (corresponding to ¢ = wf2rad = 90°).
Liwl —V =0, ]——Z—‘; Figura 6.
w
iV Vo La diferencia de potencial asociada a L es
i(t) = Rel ——e™! | = —cos(wt —
wlL wlL

-
9 V=iwLI



Figura 7.

Sea un condensador de capacidad C
conectado a una fem CA como en la fig. 7

q —0 L _dv_n L oo
Yol v—O,C dt—O,C Viw=0

i(t) =Re(iwCVe'“!) = wC’Vocos(wt — g)

acC

La diferencia de potencial asociada al
condensador es V = —— |
wC

P T .
/4T 5 md=90°

Voltage curve lags current curve by a quarter
cycle (corresponding to ¢ = #f2rad = 907).

Figura 8.



Impedancia

En cada uno de los circuitos estudiados anteriormente tenemos una relacién lineal entre voltaje
y corriente:

V=ZI
Z es la impedancia de un elemento de circuito. Y =2 ! es la admitancia de un elemento de
circuito.
La impedancia se mide en Ohms(O).

Siempre definimos el sentido positivo de una corriente de tal manera que una tensién positiva
aplicada a una resistencia provoque una corriente positiva.



Propiedades

Las propiedades de los tres elementos basicos de circuito se resumen a continuacién. Las
caidas de voltaje corresponden a recorrer el elemento en la direccién de la corriente.

Simbolo Admitancia, Y Impedancia, Z = L‘r
R 1 R

MAN R
L —1 )

~A08 - ol fwl

Figura 9.



CA circuito R-L-C
i - >
P : " de la corriente, dan la ecuacién

—q . di ¢
,% ?:,_: iR+ L+ 5-v=0
di . d*i i
Sy e N
b T —bc fatltaeteo =Y
. Rliw—LIw2+é—in:O
Figura 10. . ’ i v
ol — Vv —0
Las caidas de voltaje, siguiendo la direccién ( i wC)

Vemos que las impedancias de cada elemento se suman para dar la impedancia total.



Fasores

Distintos fasores de varias funciones senoidales en el tiempo:F'(t) = Re(fasor ')

NOTA:En ingenieria eléctrica se suele utilizar j =+/—1 en lugar de 7, para no confundir la
unidad imaginaria con la corriente.

Funcion senoidal en el tiempo | Fasores

A coswt A

Asenwt — A1

Acoswt + B senwt A — B1

A coswt — Bsen wt A+ B1
fasor=Ae'?

A cos (wt + ¢) = Re(fasor ')

Asen (wt + ¢) —Aie'?

Acos (wt — @) Ae™

Asen(wt — ¢) —Aie™?




Potencia en circuitos de CA

Consideremos un elemento de circuito por el que circula una corriente 7 bajo una diferencia
de voltaje v. La potencia instantanea provista por este elemento de circuito es

p="1



Promedio temporal

Consideremos dos amplitudes complejas

a=Apcos(wt +a) a=Ae™t A= Ape™
b= Bocos(wt+ ) b= Be™' B= B’
I 1 (T
<ab>:—/ dta(t)b(t):—/ dt AgBgcos (wt + a)cos(wt + 3) = xr = wt
0 0

T T
27
AOBO/ dx cos (x 4+ a)cos(x + ()
27 Jo

Usamos la identidad:cos (A + B) + cos (A — B) = 2cos A cos B, para obtener

2m
<ab> :AZfO/ dx{cos (2x +a+ ) +cos (o« — 3) } = cos (o — B)AOZBO
0
A B -+ A B = AOBOGi(a_B) -+ A()B()G_i(a_ﬂ) = 2AoB()COS(Oé - 5) (3)

<ab> :%RG(A B)



Potencia CA en una resistencia

En una resistencia v e 7 estan en fase. Por lo tanto la potencia es siempre positiva.
Encontremos la potencia media en un ciclo.

1% _1vx7_102

I=% <P>=37 =3r

Para una cantidad oscilante en el tiempo, conviene definir una medida asociada que sea
siempre positiva llamado valor cuadratico medio o valor eficaz:

Ayern = V <d? >

vvcm

R

<p>=

N
vVCIn \/5



Potencia en una inductancia CA

Potencia en una inductancia: I:wLL <p> :%Re(

174% VV):O

iwL  iwL
Potencia en un condensador: [ =iwCV <p> :%Re(iwCW —iwCWW)=0

Potencia en un circuito general CA: I =YV
<p> :%RG(YV V4+YVV)=VVRe(Y)= 2vZ,Re(Y)

Evaluando directamente el promedio de la potencia usando la ecuaciéon (3):
<p>=liemVyemcos (¢), ¢=a— 3 =diferenciade fase entre IyV

cos (¢) es el factor de potencia del circuito.



Resonancia en circuitos CA

al which impcﬂancc 15 ICAsT. 1 s 18
resonance angular frequency ey,

angular w.

VvV .
I = —. Se tiene que
LZ \ R+iwl — :C ! qu
; B VvV B
VCIn - 9 _L 2 -
R +(wL wC>
Vo
2 L \2
\/R +(wL—w—C)
—9(° - Logarithmi La corriente es maxima cuando hay
N scale resonancia:
1
wr=—=w?
Sea un circuito L-R-C conectado a una LC

fuente de corriente alterna de frecuencia



Sintonizando una radio

1(A) electromagnética de una  frecuencia

caracteristica wg. A la antena del receptor

05+ A R llega una mezcla de radiofrecuencia
The lower a circuit’s _ _ _ e

0.4 resistance, the higher correspondiente a varias emisoras distintas.

and sharper is the La sefial de la antena se usa como fem

0.3+ resonance peak in the de un circuito L-R-C. Este resonara con

cumrent near the . .
0.2 5000 la frecuencia natural wg. Las demas

resonance angular
frequency e, frecuencias de la sefial se atentan hasta
desaparecer.Variando C' o L hacemos que
 (rad)s) wog = wg. En el pasado se utilizaba un
condensador de placas moéviles. Al rotar las
placas, se cambia C'y se sintoniza la emisora

Figura 11. /(w) como funcién de la resistencia R en ugue se quiere. Actualmente se utiliza una

circuito L-R-C con V' =100V, L =2H, C'=0.5uF"y tre55hina con un nacleo de ferrita mévil.
valores distintos de R.

>

0.1

La emisora de radio emite ondas



radio sintonia

@ 1V y frecuencia variable. Encontrar (a) La
frecuencia de resonancia;(b) La impedancia
PN | de R, L, C en resonancia;(c) ivem €N
3/ resonancia;(d) vyem al cruzar cada elemento
R s — de circuito en resonancia.

(a) wo = -
V0.4 x 1073 x 102 x 1012
107rad/s; fo =800 khz

= 0.5 X

(b)ZR = R = 5OOQ ZL = twl = 10.5 X

7 -3 _ 3 L

: S . — = —2@ X 1039
En fig. 12 se muestra un circuito similar a Y05 X107 x 10719

los utilizados para sintonizar una radio. Esta

conectado a una fem CA de voltaje eficaz de (c) I= g{);, levm = 0 =2x107°A




Transformadores

by aqusning INe rano Of mns:
V5 N

Un transformador estd compuesto
de un circuito primario(/N; vueltas) y de
un circuito secundario(/Ny vueltas). En el
circuito primario se aplica un voltaje CA, el
que genera una corriente 7;. Esto produce
un flujo variable ® 3 por vuelta en el circuito
primario y secundario. La fem inducida en
el circuito primario es V; = N.Dg y en el
secundario V5 = No®p. Suponiendo que
la resistencia es despreciable en el circuito

primario, se tiene que V; es el voltaje de

. Vo N
la fuente externa. Luego: =N

Figura 13.



Balance de Energia

Si conectamos una resistencia al circuito secundario, encontramos que la potencia disipada en

la resistencia, iguala a la potencia provista por el circuito primario, dado que no hay resistencia
en las vueltas.

LVi =1V,

-
Pero [, = %,

h%:ﬁ:meﬁ{m R

R R\ M 52(5%2 (4)
N1

Esto muestra que cuando el secundario se conecta a una resistencia 2, se genera una
resistencia en el primario dada por la ecuacion (4).



Leyes de Kirchhoff

1. Ley de mallas. La suma de las caidas de voltaje en una malla se anula. En la direcciéon
de la corriente:

e Impedancia Z, AV =17
o Fuente, AV =-Y)

2. Ley de nodos. La suma de las corrientes instantaneas que entran a un nodo se anula.



l Ro +wwlL
R,

Zeq = iwC(Ro+iwl) + 1 -
(R2+iwL)(1 —w?LC —iwCR3)
W2C2R3+ (1 —w2LC)2

i Ry(1 —w?LCO) +w’LCR; .

el w2C2?2R3+ (1 —w2L ()2
L wL(1—w?LC) — R3wC
wW2C2R3+ (1 —w2LC)2
Ro .
_ Figura_\ 14. | PCZRE+ (1 —w2LO)? +1
o corrents e cireuls por ot WL(1 ~w*LC) ~ RuC
| WIC?R3 + (1 —w?LC)?
Vot (Ri+ Zeg) [ =0 W
! ! ! R+ Zeq

Zeq - R2 —+ rwl + 1/(’6&)0) I(t) _ Re(leiwt)



Ejercicio2

/{
Z, 1
Zy
I
NE?
Z3
Figura 15.

(I, — [) Zs+ Zo(Iy — I5) — V
Zy(Io— 1)+ Z11s+ Zs(1o — I3)
Zsls+ Z3(Is — 1) + Za(I3 — 1)

0
0
0




Zs (V (Zs+Z2)+V Z3)+V (Z2 (Zs+Z1)+ 21 Zs)+V (Za+ Z1) Z3

[1 =
YT (Zs (Zs+ Z1) + Zo (Zs+ Z1)+ Z1 Zs) + Zs (Zo (Zs+ Z1) + Z1 Zs)

4 (V (Z5—|-ZQ)-|—V Zg)—|—V Lo L3

I, —
*T 7 (Zs (Zs+ Z0) + Za (Zs+ Z1) + Z1 Zs) + Z3 (Za (Zs+ Z1) + 21 Zs)

(V Zs+V Za) Zs+V (Za+ Z1) Zs
Zy (Zs (Zs+ Z1)+ Zo (Zs+ Z1)+ 21 Zs) + Zs (Zy (Zs+ Z1) + Z1 Zs)

I3=



f rx:\]f_"ﬂf R L — C
N
(a)
Figura 16.
(a)Mostrar que la  corriente  vcm
que pasa por la fuente es I, =
1 1 \2
" _
<ab>=z5Re(AB), ch—\/ Re(II) \/5
. wC(1— —=
1116, 9= g L

(b) El angulo de fase ¢ entre lyem Yy AViem
es tg ¢:R(w0 — WLL)

R(I; - L) — AV =0
R(IQ — ]1) + ZCUL([Q — [3) =0
iwL(Ig — IQ) + ng =0

wC
IgZZu)CAV
L :szAv<1 - w;LC)
AV 1
I1=1
L Vi (O



(b)

Figura 17.



Ejercicio 4

L)@

Figura 18.

L7+ Zo(Ii+ 1) — V1 =0
2735 —Vo+ Zo(Io+ 1) =0

e V1, Vs no estan en fase necesariamente. Vi = |V;|e'1, Vs = [V5|e!??

e EIl método falla si las fem no tienen la misma frecuencia.
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Figura 19. Nodos



