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Objetivos

e Cimentar las bases de las funciones arménicas en el plano
complejo, para la resolucién de problemas de potencial que
satisface la ecuacién de Laplace.

e Entender las bases fundamentales de las transformaciones
conformes.

e Comprender la aplicacién de las transformaciones
conformes a la solucién de problemas electrostaticos.
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Funciones armonicas

Sea el laplaciano de una funcién f, arménica, definida en
coordenadas cartesianas

0?f L 0°f B

ox2  Oy?
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, se puede escribir la
solucién de esta ecuaciéon como dos funciones ¢, € R, tal que
siz=x+1y

0 (1)

f(Z):¢(X,y)+i¢(X,y) (2)

Ambas funciones ¢ y 1 satisfacen la ecuacién (2), nuevamente
a partir de las condiciones de Cauchy-Riemann. Las funciones
¢ y 1 se denominan funciones conjugadas.
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Diferenciando con respecto a x y a y, podemos escribir
explicitamente relaciones entre ¢ y ¥

of 0z (0 .
5 = o (aerm)

oz of
Ox 0z
— f(2)

of 0z
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A partir de estas ecuaciones podemos ver explicitamente las
condiciones de Cauchy Riemann

Funcién
corriente

o6 O
x oy (3)
99 _  _OY
oy ~ ox )

Las condiciones anteriores muestran que las familias de curvas
1 = c1y ¢ = ¢ sean mutuamente ortogonales (c1, ¢ € R).

Respecto a la aplicacidon electrostatica de esta teoria, podemos
considerar a f(z) como el potencial complejo, y las funciones ¢
y ¢ la funcién corriente y la funcion potencial, respectivamente.




Conformal
Mappings

Flujo eléctrico e
intensidad del
campo eléctrico

Campo eléctrico
Sea f(z) el potencial complejo, entonces

df dp .09

_— — | —

dz ox Oy

_ oy oY
= oy ox

Luego, si definimos el campo eléctrico como

df\*
E = —(— 5
(&) )
Entonces las componentes del campo eléctrico vienen dadas por

_

0
5 - -5 7
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Transformaciones conformes

Una transformacién conforme es una funcién que mapea los
puntos del plano z = x + iy, en el plano w = u + iv. Este
mapeo posee inversa, preserva angulos y es conforme en todos
los puntos donde su derivada es distinta de cero.
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Las transformaciones bilineales se escriben de la forma

az+b

W:cz+d (8)

Y llevan circulos y rectas en circulos y rectas.

Transformaciones
conformes

Ejemplo: el mapeo

z—1
z+1

Lleva los puntos del semiplano derecho en el circulo unitario.
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Funciones para una linea de carga

El potencial para una linea de carga viene dado por

6(r) = =5 In(r)

e
El potencial complejo lo podemos escribir como

Funciones para

g:rag:’nea de f(Z) = —i In (Z)

- 9 1
- 27TE(In (r)+i0)
- _9 i

= —5— In(x + iy)

= il (In(\/x2+y2)—i-itan71 (%))

~ 2me
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Funciones para una linea de carga

Ahora es posible escribir el potencial complejo, para una linea
de carga en Zz.

4
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Funciones para una linea de carga

q
0 = —5-(In(R))

= —2 - (n(IF— )

= L n(? + B~ 2mycos (0 — b))

= — L n(/a2 1 B?)

27e
Luego, el potencial complejo viene dado por

a@:—ékm@—m) (10)

La funcién potencial complejo, que describe el potencial para N
lineas de corriente situadas en z; con carga g;, viene dado por

27Tez:q,ln z—z) (11)
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Capacitancia entre dos cilindros
circulares

Primero, escribimos el potencial complejo de dos lineas de
carga q = 2me y —q en las posiciones y =ae y = —a,
respectivamente. Asi, podemos escribir el potencial de esta
configuracién como

f(z) = In Cfi) (12)
— 2jcot? (g) (13)

Vz # +a.
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Capacitancia entre dos cilindros
circulares

Resolviendo la expresién para z se obtiene que

acot (u+ iv)
2i
—asin (u/i) + asin (v)
cos (u/i) — cos(v)

Separando la parte real e imaginaria, se obtiene que

B asin (v)
= cosh (u) — cos (v) (14)

asinh (u)

YT osh (u) — cos(v) (15)
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Eliminando V de las ecuaciones, podemos escribir que

2
2 2 _ a
xX° + (_y — aCOth (U)) = 5, (16)
sinh® (u)

Copeationst Eliminando u de las ecuaciones, podemos escribir que

cilindros

circulares
2

(x —acot(v))? +y? = (17)

cos?(v)
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En términos de mapeos conformes

El problema descrito anteriormente, puede interpretarse en
términos de transformaciones conformes. Esto lo podemos
separar en 2 mapeos

® El mapeo

z+ia
Z—la

(18)

w1 =

Lleva puntos del semiplano superior sobre el circulo
unitario. Este es un buen ejemplo de transformacién
bilineal.

® El mapeo w =¢e“ llevalafranja 0 <y <27, x € R, en
circulos. Por lo tanto, dado que el mapeo es conforme,
entonces la transformacion inversa lleva de circulos a
franjas.
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Por lo tanto, el mapeo

w=In (Z“‘a) (19)

z—ia
Lleva los puntos de dos circulos, que pueden intersectarse o no,
Capas s en la franja 0 < y < 27.

entre dos
cilindros
circulares

Respecto a nuestro problema electrostatico, podemos volver a
verificar (por supuesto), las ecuaciones (16) y (17).
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La capacitancia por unidad de longitud, entre los cilindros

U= u1y u= up, se calcula dividiendo la carga por la diferencia
de potencial. Sean Ry y R, los radios de los cilindros, podemos
escribir de la ecuacién (16) que

2
a
S sin 2( )
ci\indros a
circulares R2 _ f
sinh® (u)

Y la distancia D entre los ejes

D = a(| coth (u1)| £ | coth (u2)]) (20)
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cosh (uy — u1) = cosh (up)cosh (u1) £ |sinh (up)sinh (u7)]
= (| coth (u2) coth (u1)| £ 1) | sinh (uz) sinh (u1)]

Luego escribimos que

N |

2
1 1
+1 = £ (coth® () - —5—
— (CO (1) sinhz(u,-)>

Con lo que obtenemos que

+ (COth (u2) — coth (ul))2 T sinh21(U2) T sinh21(u1)

coshla )= 2 | G (o s (2)
sinh (uy) sinh (uz
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Capacitancia

Es posible demostrar que la capacitancia por unidad de
longitud, con los datos que se tienen, puede escribirse como

D2 o R2 o R2 -1
C = 2me [cosh1 <i2R11R22)] (21)

Donde el signo - es tomado cuando un cilindro estd dentro de
otro y + cuando son externos.
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