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Introduccidn

La magnetohidrodindmica (MHD) es una disciplina que estudia fluidos

conductores en presencia de campos electromagnéticos. Ejemplo de estos
fluidos son:

@ Plasmas,
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Introduccidn

La magnetohidrodindmica (MHD) es una disciplina que estudia fluidos
conductores en presencia de campos electromagnéticos. Ejemplo de estos
fluidos son:

@ Plasmas,

@ metales liquidos.

el concepto MHD fue inicialmente introducido a principios de la década de
1940 por Hannes Alfvén.
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Descripcién de la MHD

Generalmente se analiza la propagacién de ondas en términos de un

dieléctrico constante en un plasma diluido con un campo magnético
externo sin colisiones.
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externo sin colisiones.

Las MHD es descrita por un sistema de ecuaciones donde:

Un fluido conductor (o gas densamente ionizado) tal que ocurran
colisiones suficientemente répidas para que la ley de Ohm se mantenga
para un amplio rango de frecuencias. Que bajo la accién de un campo los
electrones e iones se muevan sin separacién de carga (aunque puede haber
flujo de corriente).
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Generalmente se analiza la propagacién de ondas en términos de un
dieléctrico constante en un plasma diluido con un campo magnético
externo sin colisiones.

Las MHD es descrita por un sistema de ecuaciones donde:

Un fluido conductor (o gas densamente ionizado) tal que ocurran
colisiones suficientemente répidas para que la ley de Ohm se mantenga
para un amplio rango de frecuencias. Que bajo la accién de un campo los
electrones e iones se muevan sin separacién de carga (aunque puede haber
flujo de corriente).

Entonces los campos eléctricos se deben a cargas externas, flujos de
corrientes, o campos magnéticos variables en el tiempo. Y ademis, el
movimiento mecanico (no relativista) se deba a la dindmica de fluidos,
usando variables usuales de densidad, velocidad y presion.
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Descripcién de la MHD

Las ecuaciones relevantes para comenzar son:

VxH=J, V-B=0, (1)
0B
V><E+E:O, J=0(E+vxB) (2)

donde la dltima ecuacién es la ley de Ohm generalizada para un fluido en
movimiento. Ademas considerando la ecuacién de difusién para induccién
magnética

OB 1,
9¢ = V¥ (vxB)+ VB, 3)

con la permeabilidad y conductividad independientes de la posicidn.
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Suponiendo un fluido ideal, perfectamente conductor

Ahora supongamos un fluido compresible, no viscoso y “perfectamente
conductor” que esta en ausencia de gravedad, pero con un campo
magnético externo. Dado que se tiene conductor perfecto (o muy grande),
podemos despreciar el dltimo término de (3). Por otro lado, las ecuaciones
de hidrodindmica son:

op B
E‘FV'(pV)—O,

ov 1
pa—l-p(v-V)V——Vp—;Bx(Vx B).

(4)

La primera ecuacién es conservacién de materia, la segunda es la ecuacién
de movimiento de Newton con densidad de fuerza de presién mecanica y
donde la densidad de fuerza magnética, J x B, se le reemplaza J por

V x H.
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Fuerza Magnética

La fueza magnética puede ser escrita como

1 1 1
~Bx(VxB)=-V <2u82> +5(B-V)B (5)

el primer término representa un gradiente de presién magnética, el
segundo es una tensién adicional. Ademds, las ecuaciones mecanicas
deben ser complementadas con una ecuacién de estado.

Leandro Monje Apablaza (PUC) MHD 20 de Noviembre, 2015 7 /18



Ecuacidon de estado

Idea para la ecuacién de estado

En ausencia de un campo magnético, las ecuaciones mecdnicas pueden
describir ondas (sonoras) de pequefias amplitudes, longitudinales y
compresibles a cierta rapidez s, el cuadrado del cual es la derivada de la
presion p con respecto a la densidad p a entropia constante.

Con una ley de gas adiabatico, p = Kp7, donde  es la razén de calores
especificos, se tiene que s> = vpo/po.
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Ecuacidon de estado

Idea para la ecuacién de estado

En ausencia de un campo magnético, las ecuaciones mecdnicas pueden
describir ondas (sonoras) de pequefias amplitudes, longitudinales y
compresibles a cierta rapidez s, el cuadrado del cual es la derivada de la
presion p con respecto a la densidad p a entropia constante.

Con una ley de gas adiabatico, p = Kp7, donde  es la razén de calores
especificos, se tiene que s> = vpo/po.

Por analogia entonces, ondas longitudinales en MHD en un fluido
conductor en un campo externo By serd del orden

vmup = O <\/ 502/2MP0>
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Condiciones para las ondas

Para captar estas ondas, consideramos las ecuaciones de movimiento (3) y
(4), ya despreciando el término V?B/uc en (3). Podemos tomar una
configuracién con pequeiias perturbaciones para una inducién magnética a
lo largo de un fluido de densidad constante,

B = By + Bi(x, t),

p = po+ pl(X7 t)7 (6)
v =vi(x,t).
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Condiciones para las ondas

Si las ecuaciones mecanicas (4) y de difusién (3) estdn linealizadas en
pequeias cantidades, entonces quedan

Ip1 .
Bt +poV-v1 =0,
oB B
poa—tl +2Vp1 + 70 x (V x By) =0, (7)

0B
aitl—VX(V:[XBo):O,

donde s? es el cuadrado de la velocidad del sonido.
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Velocidad de Alfvén

Estas ecuaciones si se combinan llevan a una ecuacién para vi:

62V1

ﬁ—52V(V-v1)+vA><V><[Vx(levA)]:O (8)
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Velocidad de Alfvén

Estas ecuaciones si se combinan llevan a una ecuacién para vi:

62
W‘;l—szV(V-vl)ijAxVx[Vx(levA)]:O (8)

En este punto hemos introducido la velocidad de Alfvén vectorial:

— BO
\ \/;Tpo (9)

Veamos las soluciones de la ec. (8) en los casos mds simples, propagacién
paralela y perpendicular a la direccién del campo magnético.
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Onda Plana, caso perpendicular

Consideremos para vi(x, t) una onda plana con vector de onda k y
frecuencia w:

Vl(X, t) — vleik~x—iwt (]_0)
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Onda Plana, caso perpendicular

Consideremos para vi(x, t) una onda plana con vector de onda k y
frecuencia w:

vi(x, t) = vpekxivt (10)
La ecuacién de onda queda

—w?vy + (s? +va?) (k-vi)k+va - k[(va-k)vy
—(VA'Vl)k—(k'Vl)VA] =0 (11)

Notar que si k es perpendicular a vp el Gltimo término desaparece. De
modo que la solucién para vi es una onda magnetosénica longitudinal con

una velocidad de fase:
Uiong = 1/ S% + v3 (12)
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Onda Plana, caso paralelo

Si k es paralelo a v4 entonces se tiene
2
(k*v3 — w?)vy + (2 - 1) k2(va-vi)va =0 (13)
v
A

en este caso hay dos tipos de movimientos de onda posibles.
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(kzvf‘ — wz)vl + (52 - 1) k2(VA . Vl)VA =0 (].3)
v
A
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velocidad de fase igual a la velocidad del sonido s.
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Onda Plana, caso paralelo

Si k es paralelo a v4 entonces se tiene

2

(k*vz — w?)vy + (iz — 1) k2(va-vi)va =0 (13)
A

en este caso hay dos tipos de movimientos de onda posibles.

@ Hay una onda longitudinal ordinaria (v; paralela a k 'y v4) con una
velocidad de fase igual a la velocidad del sonido s.

@ Pero también hay una onda tranversal (v - v4 = 0) con una velocidad
de fase igual a la velocidad de Alfvén va

Esta onda de Alfvén es un fenémeno puramente magnetohidrodindmico,
que depende solo del campo magnético y la densidad.

Leandro Monje Apablaza (PUC) MHD 20 de Noviembre, 2015 13 /18



Dos casos interesantes

Supongamos dos casos posibles:

@ Para el mercurio a temperatura ambiente la velocidad de Alfvén es
7.67By m/s !y se compara con la velocidad del sonido, 1.45-103 m/s.
La velocidad de Alfvén es mucho menor que la velocidad del sonido

@ En un caso astrofisico, la velocidad de Alfvén es mucho mas
importante debido a densidades bastante menores.

1J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, p. 321
2). D. Jackson, Classical Electrodynamics, p. 322
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Dos casos interesantes

Supongamos dos casos posibles:

@ Para el mercurio a temperatura ambiente la velocidad de Alfvén es
7.67By m/s !y se compara con la velocidad del sonido, 1.45-103 m/s.
La velocidad de Alfvén es mucho menor que la velocidad del sonido

@ En un caso astrofisico, la velocidad de Alfvén es mucho mas
importante debido a densidades bastante menores.
Por ejempo, en la fotésfera del Sol, la densidad es del orden de 10~*
kg/m>2 dejando vz ~ 10°B m/s. Con un campo magnético
aproximado del orden de 1a2-10~% T. Comparando, la velocidad del
sonido aqui es del orden de 10* m/s.

1J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, p. 321

2], D. Jackson, Classical Electrodynamics, p. 322
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Analizando el campo magnético

El campo magnético en estas diferentes ondas se pueden hallar de la
tercera ecuacién de (7)

gvl Bo parak L Bg
B =<0 parak || Bo longitudinal (14)
—%Bovl parak || B transversal
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Comportamiento de las lineas de fuerza

{a) (®

Figure : Ondas Magnetohidrodindmicas

@ Ondas magnetosdnicas que se mueven perpendicular al campo Bg
causan compresion y rarefaccion en las lineas sin cambiar su direccion,
Figura (a).

@ Ondas de Alfvén paralelas a By hacen que las lineas de fuerza oscilen
lateralmente, Figura (b).
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Gracias.
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