Coordenadas Cartesianas

Consideremos la ecuacién de Laplace en coordenadas cartesianas:
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Buscamos una solucion por el método de separacion de variables:

¢(z,y,2)=A(x)B(y)C(2)
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O(x,y,c)=V(r,y)



Condicién de borde en :A(0) = A(a) =0,
A(x)=sen(azx),aa=nmw,n=1,....
Condicién de borde en y:B(0) = B(b) =0,
B(y) =sen(By), fb=mm,m=1,....
Condicién de borde en z:C(0) =0,
C(z) =senh(vz)

O(x,y,2)= Z frmsen(anz)sen(SBry)senh (v, m2)

n.m

Condicién de borde en 2z =¢:

Viz,y)= Z frmsen(ayx)sen(B,y)senh( vy, me)

/ dx sen(a,x)sen(agr) = %/ dx{cos (a, — ag)x —cos (ap+ag)r} =
0 0
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Suma Serie de Fourier
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La rama de la tangente es (O,g).



Analisis Complejo

e La solucién bidimensional que encontramos esta relacionada al analisis complejo.

e Debido a las condiciones de Cauchy-Riemann que satisface una funcién analitica f(z),
Im(f(z)) y Re(f(z)) satisfacen la ecuacién de Laplace.

Tema de charla: Métodos de variable compleja para encontrar el potencial en dos dimensiones.



Coordenadas Esféricas

En coordenadas esféricas el laplaciano es:

v2 — ig 7422 +#2 Sin eg _|_ 1 82
- r2or or r2sin 6 00 00 r2sin? 0 0p?

10 ,00(r,0,9) 1 a( . ,06(r.0,0) 1L Po(r,0,¢)
2 @T<T or +r281n989 sin 0 00 +r281n29 0p? =0

Buscamos una solucién por el método de separacion de variables:
¢(r.0,¢) = R(r)Y(0,¢)

de modo que la ecuacién queda:
1 LE(TQ 8R(r))_|_ 1 1 a(sinan(9,¢))+Y(1 1 9’°Y(0,9) _ 0

R(r) r2 Or or Y (0, p) r2sin 0 80 tole) 0, ) r?sin?6 Op?
reordenando términos se puede escribir como
1 9 OR 1 1 o . ,0Y(6 1 02Y(6
- ,’42 (T) — i —| sin 9 ( ) 90) + : ( ) @)
R(r) Or or Y (0, ) | sinf 00 o0 sin2 6 Op?

nétese que la parte izquierda de esta ecuacién no depende de las variables de la parte derecha
y viceversa, esto quiere decir que la Gnica forma de satisfacer la igualdad es que ambas partes
sean igual a una constante, para que la solucién sea fisicamente aceptable, la constante de
separacién debe ser /(I + 1) de modo que se obtienen dos ecuaciones.



Ecuaciéon Radial

0 OR(r
(2 20) — i+ 1R

Ansatz:R = Ar®

ala+1)Ar*=Al(l+1)r?,
a’+a—1(I+1)=0

a—%i\/iJrl(qul), a=1,—(1+1)

R(r)=Ap'+ Byr—t-1




Simetria azimutal

El potencial es independiente de . Esto es m =0.

0 (SenﬁaAw) ) FII+1)AB)=0

sin 0 00 o0

Sea . =cos b

La ecuacién para A es:

d 2y d _
(1=a?) - A+I(1+1)A=0

Esta es la ecuaciéon de Legendre. Sus soluciones son los Polinomios de Legendre.

Cada polinomio de Legendre P,(x) es un polinomio de grado n. Este puede ser expresado
usando la Férmula de Rodrigues:

Po(z)=o L [(22=1)"]., n=L.

 2npl dxn




Ortogonalidad

Una importante propiedad de los polinomios de Legendre es que éstos son ortogonales con
respecto al producto escalar definido en L2 en el intervalo —1 <x <1:

1
f—]_ Pm(af> Pn<CU> dX: %‘Fl 5mn

(donde dmn denota la delta de Kronecker, igual a 1 si m = n y 0 para otros casos). De hecho,
una derivacion alternativa de los polinomios de Legendre es llevando a cabo procesos de Gram-
Schmidt en los polinomiales 1,x, 22, ... con respecto a un producto interno. La razén de esta
propiedad de ortogonalidad es que la ecuaciéon diferencial de Legendre puede ser vista como
un problema de Sturm-Liouville

L [ (1-2?) L P(x) } =—AP(x),

donde los valores propios A corresponden a n(n+1).



Ejemplos de polinomios de Legendre

n P,(z)

0 1

1 =z

2 % (322 —1)

3 % (ba® — 3x)

4 = (352" —302%+3)

5 < (632°—702° 4 15z)

6 - (2312°—3152*+ 10522 —5)

7 o (42927 —6932° 4 3152° — 351)

8 o (64352% —1201225 469302 — 126022 4 35)
90— (121552° — 2574027 + 18018z — 46202° + 315x)
10 — (46189z'° — 1093952 + 90090z° — 30030z* + 346522 — 63)
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Legendre Poymaomials

2 I I )
'n:u -------
'n:l -----------
15 | n=2 -

Figura 3.



Propiedades de los Polinomios de Legendre

Los polinomios de Legendre son simétricos o antisimetricos, tal que
Py(—x)=(—1)* Py(x).

Desde que la ecuacién diferencial y la propiedad ortogonal son escalarmente independientes,
los polinomios de Legendre definidos son estandarizados (a veces llamados normalizados, pero
nétese que la real norma no es la unidad) por ser escalar tal que

Pe(1)=1.
La derivada en un punto final estd dado por

Los polinomios de Legendre pueden construirse usando las tres relaciones de recurrencia
m+1)Pr1=2n+1)xP,—nP,_1

y

x2—1 d
. dx nZZEPn_Pn—l-

Util para la integracién de polinomios de Legendre es

(2n+1)Py= [ Ppi1—Py_1).



Potencial con simetria azimutal

O(r,0)=>,", [ Aer’+ By~ (D) | Pi(cos9).

Supongamos que se da el potencial sobre la superficie de una esfera de radio a: (a,0) =V (0).
Encontrar el potencial al interior de |la superficie esférica:

e No hay cargas en el origen: B; =0

o V(0)=>",2, Awa'Pycosb)
Ay=222 [ 7 dfsen OV (6) Pycos 0)

( )

Ejemplo:V(0)=| V,0<60< g
S

-V, g <O<m
\ J
241, [™* " _
A= Vv df sen 6 P;(cosf) — df sen 0P(cos0) | =
2a/ 0 /2

1 0 T
2! +Z1V[/ dxPy(x) —/ dxPy(x) | =
2a 0 i

212:111//0 d:U(Pg(a:)—Pe(—a:)):2121_11V(1—(—1)l)/0 dxP ()




De la férmula de Rodrigues: f01 dxPy(x) = (%)%%

Da el mismo resultado obtenido con el método de imagenes.



La serie @(r,0) =", [ Aer’+ Ber =1 ] Py(cos6) con los coeficientes fijos, da una tnica
solucién a la ecuacion de Laplace. Por esto se pueden usar casos particulares sencillos para
determinar los coeficientes.

Ejemplo: Supongamos conocido el potencial sobre el eje z >0, 6 =0.
O(r=2,00=>,", | Ao+ By~ (t+1) |=V(r). z>0.
Expandiendo V() en potencias de  determinamos los coeficientes.

Ejercicio 1: Mostrar usando la funcién de Green encontrada con el método de imagenes que
para la esfera con los dos hemisferios con potencial opuesto, sobre z>0 se tiene:

Ejercicio 2: Encontrar A;, B; expandiendo V.



Los polinomios de Legendre son atiles en el desarrollo por serie, de funciones como

1 1 00 r£<
= = —— Py(cos
|X—x/| \/T2+7’/2—2H‘/COS’7 ZE:O T,£>+1 ( fy)

donde r y r/ son las longitudes de los vectores x 1y x’respectivamente y ~es el angulo entre
los dos vectores. r— = min{r,r’'}. Esta expresiéon esta usada, por ejemplo, para obtener el
potencial de una carga puntual, que se siente en un punto x mientras la carga esta localizada
en el punto x'. La expansién usando polinomios de Legendre puede ser (til para integrar esta
expresion sobre una carga continua distribuida.

Figura 4.

D: Tomemos el sistema de coordenadas tal que =’ esta a lo largo del eje z.



Ahora el potencial tiene simetria azimutal.
B(r, 1) =357 [ Aer’+ B ] Pyfeos )

Evaluamos el potencial sobre el eje z:

1 I (7!
i (F) o rerases=0)
[=0
1 1= /7 i
\r—r’\_FZ (W) r<r’ Bi=0,A4=(r")"""



Solucién general con simetria esférica

Armonicos esféricos:

0 aY (0, ) 1 0%2Y(0, ) o
Seneﬁ(sene 00 ) + sen? 0 Op2 +l(l + 1>Y(97 90> =0

La solucién a esta ecuacidn es
Y(0,p) = A7 e'™¥ P™(cos0)
con

m (2L+1)(l —m)!
Al - \/ A4 (l4+m)!

y los P/"*(cos ) los polinomios asociados de Legendre. Estos polinomios son finitos en 0 y 7
como lo requiere la funcién potencial aceptable, la forma de construir los polinomios es entre
otras, mediane la férmula de Rodrigues que para estos polinomios es

P'(x) = (~1)m(1—a?)Iml2 (g2 1))

dxm+l

evaluando después la en = = cos 0, la razén por la que la constante de separacién se eligié
como /([ + 1) fue justamente para que la solucién fueran estos polinomios, dado que ademas
de ser una solucién conocida a la ecuacién, es fisicamente aceptable, la otra constante m
aparece al aplicar el método de separacién a la ecuacion de los arménicos esféricos.



Armonicos esféricos

o L9 sin&ay(e’@))—i—

1 92Y(0, ) o
sin2 @ (’9902 —|—l<l+1)Y((9,g0) _ O

15) . 0A(0 0°’ B

o (im0 B(p) + g DL AD) +1(L+1) A(B)B() = 0,/A(0) B()
5] . 0A(0 _ 0% B _ .

° Sli@%(SIHQ 8(9))A(9) 1—1_ Sipl_29 aso(;D)B(Sp) 1‘|‘l(l‘|—1) = O,Sln2(9

o T2 B(p) " = —m2 B(p) = ae'™? + be =™ Bl + 27) = B(p)

imgpzeimgoei27rm meJZ

[
Q)

o oo (sinoZ )+ (U4 1) - 25 )AB) =0

o A.(0)= (Ser;lo;)"m' {d(cie) }H'm'(cos?@ —1)", funciones asociadas de Legendre.

Ver E.T. Copson "Introduction to the theory of complex variables” Capitulo 11.

e A;,,(0) debe ser finita en § =0, 7. Por lo tanto [ =0, 1,2.... Ademas 2l >+ |m|,l > |m|



Y5 (6, ¢) :%\/g sinf cosf e~ *¥
Y0, ¢) = i\/g (3cos?0 — 1)

Y5 (0, ¢) :_71\/2 sin 6 cos 6 e*¥
Y0, ¢) —=1./22 sin2f e2i¥

4 27

Y90, ) = %\/; (5cos6 — 3cos 0)



Ortogonalidad y Completitud

! m m 2 (I+m)! :
/_1 dx P/ (x)P/™"(x) = TSN _m)!élll,Ortogonalldad

27 T
/ dgb/ 0 senf Y, (0, 0)Yim (0, &) = 6116 mm:
0 0

Completitud:

oo m=l

Y>> Y0, 0)Yim(0, ¢) =5(¢ — ¢')d(cos § — cos 0)

=0 m=-—1



Expansién en armonicos esféricos

Ap = /dﬂm(e,cb)g(e,@

La serie en € =0 no puede depender de ¢: Sélo m =0 contribuye.

¢)_§: POWICETY

ﬁ/ am /dQPl (cos®)g(0, ¢)

La solucion general a la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas es:

(r,0,6) =Y (Amr! + Bir ™ +D)Yin(6, 6)



Teorema de la suma

Un resultado matematico de sumo interés y utilidad es el llamado teorema de la suma para
los arménicos esféricos. Dos vectores r y 7/, con coordenadas esféricas (7,0, )y (r/,0/, ¢l),
respectivamente, tienen un angulo ~ entre ellos dado por la expresion

cos y = cos fcos 0/ 4 sin Osin O/cos (¢ — ).

El teorema de |la suma expresa un polinomio de Legendre de orden [ en el angulo + en términos
de los productos de dos arménicos esféricos con coordenadas angulares (6, @) y (07, ¢/):

Py(cos ) === Zin: Yiin(01, ¢1) Yim(6, @)

20+1




Pi(cosvy)=>_,, Zf,,;:_l/ Ay (07, 9") Y (0, ).

Si rotamos el sistema de coordenadas de tal manera que ©'==2", v es el angulo polar y se tiene:

V"?Py(cosv) + l(l;;l)Pl(cos v)=0,7"=r, (1)

Dado que V'° = V2, Pj(cos 7) satisface la misma ecuacién en el sistema de coordenadas
original. Por lo tanto A;.,,(07, ¢') =06;1/A,,(07, ¢').

Pi(cosy) =Y,y Am(07,8") Yim(0,9) A0/, ¢) = [ dQY75,(0, ¢) Pi( cos 7)

2l+1Yzm(9 ¢) en una serie de

Yim:/(7v, ) con m’"=0 en el sistema donde (1) es cierta. Dado que sé6lo un [ contribuye:

0,6 = @Hl\/2le1 i 60+, 8), 67 B)r—o

Pero 0(~, 3), (7. 6)

Evaluacién: A,,(0', ¢') es el coeficiente de la expansion de

47
20+ 1

Ap (8, 9") = Y (01, ¢1)
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Coordenadas Cilindricas

Figura 6.

20 190 1820 92D
o7 ooy TP T e

®(p, ¢,2)=R(p)Q(#)Z(2)



(R 10R\ . 10%Q 027
& 1<0—p2+58_p) o 1+(’9z22 =0

Z// :k2Z Q//:_VQQ

2
R" +p~'R'+ <k2 - ”—2)}2 =0
P



2() ==, Q) =t

El potencial debe ser univaluado en ¢. v=Z

1/2

R" +p_1R’+(k2?>R =0,x=kp
2

R"” +x 'R+ (1 — §>R = (0 Ecuacion de Bessel



Funciones de Bessel

Las funciones de Bessel son soluciones candnicas y(x) de la ecuacién diferencial de Bessel:

d? d
x? dxg —Fl’d—i + (2% —a?)y=0

donde « es un niimero real o complejo. El caso mas comiin es cuando aces un entero n , aunque

la solucién para o no enteros es similar. El nGmero « se denomina orden de las funciones de
Bessel asociadas a dicha ecuacion.

Dado que la ecuaciéon anterior es una ecuacién diferencial de segundo orden, tiene dos
soluciones linealmente independientes.

Aunque « y —« dan como resultado la misma funcién, es conveniente definir diferentes
funciones de Bessel para estos dos parametros, pues las funciones de Bessel en funcién del
parametro «vson funciones suaves casi en todas partes. Las funciones de Bessel se denominan
también funciones cilindricas, o arménicos cilindricos porque son solucién de la ecuacién de
Laplace en coordenadas cilindricas.



Funciones de Bessel de primera especie: J,

Las funciones de Bessel de primera especie y orden « son las soluciones de la ecuacién
diferencial de Bessel que son finitas en el origen (x=0) para enteros no negativos « y divergen
en el limite x — 0 para « negativo no entero. El tipo de solucién y la normalizacién de J, ()
estan definidos por sus propiedades abajo indicadas. Es posible definir la funcién J,(z) por
su expansién en serie de Taylor en torno a x = O:

N (=D* N\t a® oz

2-42a+2)(2a +4) ]

['(2) es la funcion Gamma de Euler, una generalizacion del factorial para nameros complejos.
Estas funciones cumplen que:

Si ¢ Z, entonces J, () y J_,(x) son linealmente independientes, y por tanto una solucién
general de la ecuacion de Bessel puede expresarse como una combinacién lineal de ellas.

Si o« =n € Z, entonces se cumple:

J_pn(x)=(—1)"Jp(x), VneZ



por lo que las dos soluciones dejan de ser linealmente independientes. En este caso, la segunda
solucién linealmente independiente serd una funcién de Bessel de segunda especie.

Las funciones de Bessel son funciones oscilatorias (como las funciones seno o coseno) que
decaen proporcionalmente a 1/y/x (como nos lo mostraran las formas asintéticas de estas
funciones mas abajo), aunque los ceros de estas funciones no son, en general, periddicos,

excepto de forma asintética para grandes .



1.0 Jﬂﬂd —_—
1,60 ———-
Jof) —-—--

ﬂlE \
0.4 -

2.2

2.0

Figura 7. Funciones de Bessel de primera especie, J,(z), para 6rdenes enteros o =0, 1, 2.



Como casos particulares, se tienen las dos primeras funciones de Bessel enteras:

2 4 6 3 5 7
Jo(z) =1~ %—i_ 2542 - 222262"' Ji(z) :%_ 224 ™ 22:2126 - 224332628"'
dJ
Jio(x) = =3 =~ Jy(x)



Representacion Integral

Para valores enteros de n, se tiene la siguiente representacién integral:

Jn(x):—/o cos (nT —xsinT) dr

Que también se puede escribir como:

T o7

Jn (CU) 1 / e—i(nT—ZESiHT> dr

— T

Esta definicion integral puede extenderse a o6rdenes no enteros afiadiendo otro término
integral:

Ja(x):l/ cos (T —xsinT) dT—M/ e~ wsinh(t)—at gy
0 0

T

También se tiene, para o > —=

1
2cos T dT.

2 2)04



Funciones de Bessel de segunda especie:Y,(z)

Las funciones de Bessel de segunda especie, denotadas por Y,(x), son soluciones de la
ecuacion diferencial de Bessel, Estas funciones divergen en el origen (z=0).

A estas funciones Y, (x) también se les llama a veces funciones de Neumann o de Weber, y
a veces se denotan por N,(x). Para a; no enteros, se definen a partir de las funciones de
primera especie J,(z) mediante la siguiente férmula:

Ja(x) cos (am) —J_q(x)

Yo(x)= sin (o)

, Yaé¢Z

En el caso en el que tengamos un orden entero n, la funcién es definida como el siguiente
limite:

Yo(z)= lim Y,(z), VneZ

a—n
que nos da el siguiente resultado en forma integral:

Yn(a:):—/o sin(zsin@—nﬁ)d@—l/o [ent 4 (—1)re "t g@sinhitqyg

v




Para el caso en el que tengamos « no enteros, la definicién de Y, (z) es redundante (como
queda claro por su definicién de arriba). Por otro lado, cuando « es entero, Y, () es la segunda
soluccion linealmente independiente de la ecuacion de Bessel, ademas, de forma similar a lo
que ocurria con las funciones de primera especie, se cumple que:

Yoo (2)=(=1)"Yp(2)Vn € Z

Ambas J,(x) y Y,(x) son funciones holomorfas de = en el plano complejo cortado por el
eje real negativo. Cuando « es un entero, no hay puntos de ramificacion, y las funciones de
Bessel son funciones enteras de x. Si fijamos x, entonces las funciones de Bessel son funciones
enteras respecto a la variable «.



Figura 8. Funciones de Bessel de segunda especie, Ya(x), para érdenes a =0, 1, 2.



Ortogonalidad

J,(z) tiene un ndmero infinito de ceros:z,,,n=1,2....

a 2
d Ju( Vm/£>‘]l/( Vm£>:a_ Ju vm) |2 0mm
| dopd(wom ) (@) = G i@
Suponiendo que las funciones de Bessel son una base, se obtiene |la serie de Fourier-Bessel.

f(p)= Z fmJy(xmg)
fon=alslaad 2 [ dpf ()2, (22)



\—_—
1 3
$ =0

S « L

/’; TN y
N

$=0
X
Figura 9.

El potencial debe ser univaluado en ¢. veZ

2
R” —|—p1R’—|—<k2—V—2>R =0,z =kp

0
R" 4z 1R + (1 — V—2>R =0 Ecuaciéon de Bessel

In xnmg)m: 1,2.... P =0enelmanto



senh( ”mz> ® = (0 enlabase

a
@(p, b, 2) Z anm (.’Enm )senh( )“W

n=——oo m



®(p’¢’z>zzn——mz frmd (mnmp)senh( a Z)ein¢

Z anm (J?nm )Senh(meL>ein¢

n=——oo m

1 2m

L dc/ﬁe—i"¢/a dppJn(a;nm§>V(p, ¢) = fnmsenh(meL>

2T Jo 0
1

2 a
nm — dde—iné dopJ, nmﬁ Vip.
! WGQ[Jn+1<xnm>1zsenh<—”“;;”L)/o o / 0@y )V (. 6)

CL2

b1

Tn+1(Tnm)]?

27
/ dgpet (=) =215, ./
0

[ dop (22} ) = i)



Funciones de Hankel: Ha(1), Ha(2)

Otra formulacién importante de las dos solucciones linealmente independientes de la ecuacién

de Bessel son las funciones de Hankel Hél)(a:)ny)(:U) asi definidas:

Hal)@
H ()

(x)+1iYa(x)

() —1iYa(x)

Ja
Ja

donde 7 es la unidad imaginaria. Estas combinaciones lineales son también conocidas como las
funciones de Bessel de tercera especie. Las funciones de Hankel de primera y segunda especie
son usadas para representar las solucciones de ondas entrantes y salientes de una ecuacién
de ondas en simetrias cilindricas respectivamente (o viceversa dependiendo de la convencién
de signo de la frecuencia). Estas funciones son asi nombradas en honor de Hermann Hankel.

Usando la definicion dada arriba, estas funciones se pueden escribir en funcién de las funciones
de Bessel de primer orden J,(z) asi:

1Y ()= Lttt Ll
H® ()= J=o (@) =" Jo(2)

—isin (ar)




Si o es un entero, se tiene que calcular de las expresiones de arriba ast:

HY(z)= lim HY (2)VneZ,
H®(2)= lim H?(2)VneZ,

a—n

La siguiente relacion es valida para todo valor de «, sea entero o no:5

Existe una representacion integral de las funciones de Hankel

—%onm' 400 ' —% % %) 400
H(l) (I‘) — € : / el cosht—at dtHc(Yz) (I‘) — _6 : /

A T oo

—ixcosht — ot dt



La solucién general de la ecuacion diferencial de Bessel con parametro « viene dada en
términos de las funciones de Bessel ordinarias o de las funciones de Hankel. Dicha solucién

general puede expresarse como:

y(x)=AJy(x) + BJ_o(x) Va ¢ Z
AJy(x) 4+ BY,(x) VaeR

y(z)=AH"Y(2)+ BH®(2) VaeR

Donde A y B son dos constantes arbitrarias.



Funciones de Bessel modificadas: Ia, Ko

Las funciones de Bessel ordinarias son validas para valores complejos del argumento x, y un
caso especialmente importante es aquel con argumento imaginario puro. En este caso, la
ecuacion de Bessel se transforma en la ecuacién de Bessel modificada

2d2

+:U — (2% +a?)y=0,

y sus dos soluciones linealmente independientes son las funciones de Bessel modificadas de
primer y segundo tipo: la(x)yKa(x) respectivamente.



Funciones de Bessel modificadas de primera especie: I,

Las funciones de Bessel modificadas de primera especie y orden « vienen dadas por:

0o 1 1\ 2k+a e x? x4
Io(®) =312 k:!r(k:+a+1)(5) @i | LT 3@ty i }

2-42a+2)(2a+4)
Estan relacionadas con las funciones de Bessel ordinarias mediante la siguiente igualdad:
Io(z)=i"%J(izx)=e"""/2] (i) .

Si ¢ 7Z entonces I,(x)yl_,(x) son linealmente independientes, y por tanto dan una solucién
general de la ecuacion de Bessel. Si o ¢ Z entonces J_ () no estd definida en z=0.

Casos particulares:

332 334 336 xr 333 335 337
Io(r)=1+Z +5mp tompe- (@) =5+ 57+ 7ps T wres
Ino(w) = 52 = In(x)



Funciones de Bessel modificadas de segunda especie: K,

Las funciones de Bessel modificadas de segunda especie y orden « se definen a partir de las
funciones modificadas de primera especie para érdenes no enteros mediante las siguiente
formula:

Ko(z)=T el Lol gy g 7

sin (ar)

Para los casos en los que asea entero (v=mn € Z), tenemos que tomar el limite del orden no
entero al entero asi:

w I_p(x)—1Ip(x) Vn € 7Z

Kn($>:hmp_>nKp<CU>:hmp—>n3 sin (pm)

Ademas se puede escribir esta funcién a partir de la funcién de Hankel de primera especie asi:

Ko(x)=5i"" Hél)(im):—g jotle—ima 2 (_jqy,

Existen varias representaciones integrales de estas funciones.

1.
6_5047” +oo e—ixsinht—at dt

1
Ko(z)=3 e

Funciones de Hankel modificadas

Al contrario que las funciones de Bessel ordinarias, Ja; Yo, las cuales son funciones oscilatorias
para argumentos reales, las funciones de Bessel modificadas, Iav y K«, son exponencialmente
creciente y decreciente respectivamente. Como la funcién de Bessel ordinaria Jo, la funcién
Iov va a cero en x = 0 para a>0 vy es finita en x = 0 para «=0. Analogamente, K« diverge
en x = 0.



Figura 10. Funcién de Bessel modificada de primera especie, /a(z), para « =0, 1, 2, 3.



Hh

Figura 11. Funcién de Bessel modificada de segunda especie, Ka(x), para a=0,1,2,3



La solucién general de la ecuacién diferencial de Bessel modificada con parametro « viene
dada por:

{ y(x)=Aly(x) +Bl_o(z) a¢Z
y(x)=Als(x) + BKo(z) VaeR

Donde A y B son dos constantes arbitrarias.



Funciones esféricas de Bessel: j,,, v,

Cuando se soluciona la ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas por separacion de
variables, la ecuacién radial tiene la forma:

x? dig —|—2:Ud—}y<+[x2 —n(n+1)]y=0.

d d

Donde n es un entero positivo. Las dos solucciones linealmente independientes de esta
ecuacion se denominan funciones esféricas de Bessel j,(x) y yn(X), y estan relacionadas con
las funciones de Bessel ordinarias J,(x) y Yn(x) por:10

Jn(z)= % Jn+1/2(),

yn(2)= %YHH/?(QE):(_UHH %J—n—1/2<5’7>-

Yy, se escribe también como n,, o 7,. A esta funcién a veces se le llama funcién esférica de
Neumann.

Las funciones esféricas de Bessel se pueden obtener a partir de las siguientes férmulas:

) =y (L) 2y ()= () (L) e

Para n = 0,1 y 2 tenemos:



jo(x):Siix Jl(x)_S'“ SEX jp(x)=<left-(-1>5 - 1 <right ) 1>30x 3 Xy)
j3(x)=<left-(-1 >— - = <r|ght )-1>30X _<eft-(-1 >— - 1<right-)-1> ==X
cos X cos X sin X . 3
yo(x)=-j.1(x)=- y1(x)=j2(x)=-—5— - y2(x)=-j-3(x)=<left-(-1>- 5+1
<I’Ight ) 1>cosx 3 il;‘l x’

La férmula general es:

(x) <large- sqrt 0>2 <pi>x  <big-sum-1>._, n-|-1 2 (-1)™<left-[-1>sin

(X) <|eft ( 1> <r|ght ) n 2i (n—i)!

T <left-(-1> 22 <right-)-1>- cos (x)
.
<|eft—(—1>§<r|ght—)— nti-2 % | <left-(-1> 54’_1<right-)-1><r|ght -1>.
' n-
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Figura 12. Funciones esféricas de Bessel de primer orden, jn(x), para n=0,1,2.
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Figura 13. Funciones esféricas de Bessel de segundo orden, yn(x), para n=0,1,2.



Funciones de Hankel esféricas: h ,,

Las funciones esféricas de Hankel se definen de forma analoga a las no esféricas:
) (2) = (@) +iyn ()

W (@) = () — iyn(z)

De hecho, esto nos dice que existen expresiones cerradas de las funciones de Bessel de orden
semientero en término de funciones trigonométricas y, por tanto, también de las funciones
esféricas de Bessel. De esto se deduce que, para n entero no negativo se tiene:

hiD @) = ()" T s

m=0 m!(2z)™ (n —m)!

y hff) es la funcién compleja conjugada de esta (para x real). De esta formula se pueden
deducir las formas cerradas de las funciones esféricas de Bessel ordinarias, por ejemplo, jo(x)
= sin (x)/x y yo(x) = -cos (x)/x, y asi para cualquier argumento n.



Funciones esféricas de Bessel modificadas: i, k,

También existen analogos esféricos de las funciones de Bessel modificadas:
’Ln<£U) =4/ % In+1/2<£€) :Z_n]n(lX) :

kn(@) = /5= Kny1/2(@) = 38" b (ix)

kn(x) se pueden escribir de forma cerrada, usando la férmula de hﬁl)(x) dada arriba como:

T e T n (n+m)! 1
kn<$> 2 sz:O m!(n —m)! (2z)™




Se pueden obtener las funciones de Bessel esféricas a partir de las siguientes funciones
generatrices:

%COS V22 =2zt =3 %jn_l(z),ésin\/ZQ—i—Qz =>>, ﬂ Yn—1(2) .

n



La siguiente relacion diferencial se cumple para f,,(2)={j.(2), yn(2), hgll)(z), hf)(z)} VneZ

(22" (4 fal2)) = 2 f iy (2),



Expansiones Asintéticas

Las funciones de Bessel tienen las siguientes expansiones asintéticas para « no negativos.
Para pequefio argumento 0 <z <<+v/a + 1, se tiene:

Ja(l“)%ﬁ (3)°

(

2[In(z/2)+9] sia=0
Yao(x) =~
_I@(2ya
\ - (m) sia>0

donde v es la constante de Euler-Mascheroni y I'(z) es la funcion Gamma de Euler. Como
aproximacion asintética al infinito, (cuando tenemos un argumento tal que verifica x>
la? —1/4]), se obtienen las siguientes aproximaciones:

Ja(a:)%\/gcos(:v—%— )
Ya(:(:)%\/gsin(:v—%— ).

Para o =1/2 estas férmulas son exactas. Las expansiones asintéticas del resto de funciones
de Bessel se obtienen a partir de las mostradas arriba y de sus relaciones con las funciones
de Bessel de primera especie. Asi, las aproximaciones asintéticas al infinito de las funciones
de Bessel modificadas (es decir, para argumentos x que verifiquen 2>>|a? —1/4]) se tiene:

N

N



I, (x)= ij (1+ (1_20‘8)54“20‘) +)

Ko(x)~ % e "

Mientras que el limite de muy bajo argumento, 0 <z <+/a + 1, se obtiene:




Propiedades

Para enteros de orden a=n, J,(x) se puede definir a partir de la serie de Laurent de la
siguiente funcién generatriz:

6(:13/2)(t—1/t):ZOO Jn(CU)tn,

n=-—oo

Esta expresidon puede generalizarse a 6rdenes no enteros usando integraciéon de contorno u
otros métodos. Otra expresion importante para érdenes enteros es

izcos ¢ __ oo N ing
Mas generalmente, una funcién se puede expandir en una serie de la forma

f2)=agJu(2) +2-30 _ akuir(2),

que se denomina expansion de Neumann. Los coeficientes de esta serie en el caso v =0 tienen
la siguiente forma explicita

— om f|z|—c Ok( ) dz,

donde Oy son los polinomios de Neumann.

Existen funciones que admiten la siguiente representacién especial

F(2) =2 25—0 akdvvar(z)

con



af =2(v+2k) [~ f(z)Mdz

z

debido a la relacién de ortogonalidad

0o dz QSin(g(a—ﬁ))
fo Ja(z) J@(Z) e :; a2 — (32 .

Mas generalmente, si f tiene un punto de ramificacién donde f(z)=>", . arJ,1x(2),

entonces

Ak

1
LA kmo W vt H8) = 753 2kmo. rvmpemy s

0
D ko @ £”+’f:—1+§2£{f}(1_§2>

k=0 ©F 2€ 26 )"
donde L {f } es la transformada de Laplace de f.

Otra manera de definir las funciones de Bessel son la representacion de Poisson y la férmula
de Mehler-Sonine:

1

s(1—s2)""2ds,

_ (§>V ! eiz
H2) T (v + %) VT /—1
2

_ > sin(zu) du
(%)”'W'F(E—V)/l (w2-1)""2



donde v>—1/2 y z es un namero complejo. Esta formula es especialmente atil cuando se
trabaja con transformadas de Fourier.

Las funciones Ja(x),Ya(:U),HS)(:U) ny)(x) cumplen las siguientes relaciones de recurrencia:
2 ()= Za(2) + Za1(2)

252 = Za—1(2) ~ Zas(2)

Donde Z denotaJ, Y, H(1),0H(2).

Estas dos identidades se suelen combinar para obtener otras relaciones distintas. Por ejemplo,
se pueden calcular funciones de Bessel de mayores 6rdenes (o mayores derivadas) a partir de
funciones de Bessel de menor orden o de derivadas de menor orden. En particular, se cumple:

( 4 )"” (29 Z0 (2) ]| =2 ™ Zoy o (1)

rdx
i \"™[ Za(x) —(—1)m Zovtm ()
rdx T xotm
Las funciones modificadas de Bessel cumplen relaciones similares:

@/ 5~ ym

n=-—oo

eS8 =To(2)+2>°°7 | In(z) cos (nb),

Las relaciones de recurrencia serdn en este caso:



Ca-1(2) = Cay1(2) = Calz)

Co1(z)+Cour(z) =252

donde C, denotara a I, 0 a e*™K,.

La division de la ecuacién de Bessel por x es una ecuacion hermitica o auto-adjunta, por lo que
sus solucciones deben cumplir determinadas relaciones de ortogonalidad para unas condiciones
de contorno adecuadas. En particular, se cumple:

1 Sm,n Om,n
fO xJoz(ajua,m) Ja<xua,n) dXZT [Ja+1(ua,m)]2: 2, [Ja/(ua,m)]21

donde o> —1, §,, ,,, es la delta de Kronecker, y u, ., es el m-ésimo cero de J,(z).

Se puede obtener de forma inmediata una relacién analoga para funciones de Bessel esféricas:

]_ . . 5771 mn :
fo r? ]a<xua,m) ]a<xu0é,n) dx = — []a+1<ua,M)]2

Relacién de completitud:

[y o Jo(ux) Jo(vx) dX:%(S(U—U)

para a > —1/2 y siendo d(x) la funcién delta de Dirac.

Para funciones de Bessel esféricas, la relacién de completitud es:

Jo 2% ja(ux) ja(vx) dx = 55 d(u—v)



para > —1. Otra propiedad importante de la ecuacion de Bessel, es el Wronskiano de las
soluciones:

dBq, dA, Ca
An(z) T Tdx Ba($>:7

dx

donde A, y B, son dos soluciones cualesquiera independientes de la ecuacién de Bessel y
(', es una constante independiente de x (que depende de o y de las funciones de Bessel
consideradas). Por ejemplo, se cumple:

dY. dJa 2
Jo(@) 5 = 5 Yalo) =2

dK, dl, —1
[o() _EKoz(fL’):_

dx x

Teorema del Producto
— o 1 (1-=X)Hz\"
AT, =0 (S5 ) Tsa(2)

donde \y vson nimeros complejos cualesquiera. Una férmula similar se cumple para Y, (z) y
el resto de funciones de Bessel.

Derivadas de Jo, Yo, Ia, Ho, Ko
Derivada bajando el indice pa p—1

Para y,(ax)={J,(az), Yp(az), I,(az), H" (ax), H? (ax)}

d%{yp(ozx) =alyp—1(az)— % yplaz)]



Mientras que para y,(ax)=K,(ax), se tiene

d
&yp(@x) = —ayp-1(az)— % yplax)

Derivada subiendo el indice p a p+1
Para y,(az)={J,(az), Yp(az), Ky(az), HV (az), H? (ax)}

(;ixyp(oza:) =a|—ypt1(az)+ § Yp(ar)]

Mientras que para y,(ox)=1,(ax), se tiene

d
TYplax) = aypia(ax)+ T yp(ar)

Otras relaciones importantes

Para yp(ozx):{Jp(oz:c),Yp(oz:c),H(l)(oz:c),H(2)(ozx)}, se cumplen las siguientes relaciones:

p p

() = Syp—1(ax) —ypya(aw)]

Yyp—1(az) +ypy1(az)

2
= a—iyp(ax)

Identidades Seleccionadas

I ()41 (5) = T2 5 e = Dy gy Jon2)i Jo(2) = Ty (FDF 7 Loa2);

(22—

z

~

1)<

I(A\z) = A\, _,

= (Jo—1(z
I)(z) =+

D5 ()i Lo+ 2) = S Lo al(e)(z2); ()

)+ Jor1(2)s 1(2) = 2= (L—1(2) = Ls1(2)); Jul(2) = 5 (Ju—1(2) = Jus1(2)),
(Lo—1(2) + Loa(2)i (2) =2y (CUFEERYD 0k 4 ) Iy ().




