Dinamica de particulas relativistas y campos
electromanéticos



1 Segunda ley de Newton

dp,  dv, q
dr — o dr ¢ Fuoy (1)

2 Lagrangiano y Hamiltoniano

Para describir la interacciéon entre una particula cargada y el campo
electromagnético invocamos los dos principios usuales: invarianza de Lorentz e
invarianza de gauge de la accién. Ademaéas sabemos que la interaccién debe ser
lineal en el potencial:

S = —mocQ/dT + Oé/dT’UMAM

La invarianza relativista de la accién es evidente. Bajo transformaciones de gauge



tenemos:

58 = a/ dTv,0,\ = a/ dr B85 N — (A1) = M) =0

) 71 dt
El lagrangiano es:

2 — — -
—mgc%/ 1 —%+oz<—c<1>+17.A) —>%m0v2—ac¢,A =0

luego a = %

Las ecuaciones de Lagrange son:
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Hamiltoniano:

E =c\/p*+mjc?,

H:c\/(ﬁ—%j)2—i—m302+q®

Ejercicio 1. Muestre que las ecuaciones de Hamilton se reducen a la ecuacién de fuerza de
Lorentz.



2.1 Ecuaciones covariantes

1
—c*(dr)?*=dx dx,, dr= E\/—dajﬂdxu

Introduzca un parametro de evolucion escalar u. La acciéon se escribe:

- d:cudaju dx,
S = moc/du\/ T /dud A,

El lagrangiano explicitamente covariante es:

. _dazﬂda:u qgdz, dx _
Le= moc\/ du du +c du AT du o

Ejercicio 2. Encuentre las ecuaciones de Lagrange para L.. Luego identifique du = dr

Muestre que las ecuaciones corresponden a la forma covariante de la ley de Newton (1)



3 Movimiento en un campo magnético uniforme y
estatico

Un campo magnético no cambia la energia cinética de una particula

dv_, _1d

= 1 2 d v
F§=qt.(0 xB)=0 =0
U=qU (0 X B)=0 a0+ vt =g ’ (27+22 )dt

1 ,dv? 2

57 T:O ¥ = constante E = mgc*y = constante
Campo magnético Uniforme: B = ByZ. Se tiene:
F = q(VoT + vy +v,2) X BoZ = qBo(—vzy + v, ), mo— m

m@x:qv_lBovy mf[)y:—qy_lBovx mv,=0

Esto es: v, =vp,, una constante.

: : By . . :
Uy = WU, Uy = —Wy w=920 _ frecuencia de giro o precesion
mry
Uy = —w?v, vy,= Asen(wt+«a) v,=-—=Acos (wt+ )
w

Notar que en cada plano perpendicular al eje z la particula realiza un movimiento
circular uniforme.



Para determinar la trayectoria, integramos las ecuaciones anteriores:

vy=2=Asen(wt+a) r= —écos(wt + a) + xg

W
vy =19y =Acos (wt+ ) yzésen(wt+a)+yo
A 2
(33—330)2+(y—y0)2:(5> =R
V, =2 = V0» Z = vo.t + 20

La trayectoria es una hélice.
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Figura 1.

4 Movimiento en un campo magnético y eléctrico
uniformes y estaticos

Selector de velocidad
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Selector de velocidad

El campo eléctrico apunta hacia la
izquierda. La fuerza total actuando
sobre la particula de carga ¢q vy
velocidad v y donde y apunta hacia
abajo es:

—

F=qEz+quy x(—B2)=q(FE— Bv)z

La particula no se deflectara si v =
E
B
particulas de velocidad bien definida.

. Variando E, B podemos seleccionar

Ejercicio 3. Encuentre la velocidad y posicién de una particula de carga ¢ y masa m en

presencia de campos magnéticos y eléctricos uniformes(Jackson 12.6).

5 Lagrangiano para el campo electromagnético

Sea L(¢;,0,,¢;) la densidad lagrangiana de un conjunto de campos ¢;(x).



La accion del sistema es S = | v d*z L. El principio de menor accién con valores
fijos de los campos sobre la superficie cerrada > cuyo interior es V' implica:

oL B
05 = / (8@5@ 8@,#(5@)’“) a
4 ( OL oL ) | oc
/ d (8@ au—a%u 0p; + j{ da“@qbz ] =0

El término de superficie se anula, dado que d¢; =0 alli.

Ecuaciones de Euler-Lagrange:

oL  oc
Ma¢i,,u B a¢z

Tensor de energia-momentum. Si la densidad lagrangeana no depende de
explicitamente de x,lo que refleja la invarianza translacional de la accién, se tiene:

oL
ot aqsz ot aqsz V(b@ Vi
oL
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8£ pd Pl °
TW = W@’ w— Lo uv- tensor energia momentum canonico.
1,V

Conservacion de energia momentum: 7}, , =0

Para encontra la densidad lagrangeana de la Electrodinamica imponemos las
siguientes propiedades:

1. Las ecuaciones de los campos deben ser lineales. Esto implica que £ es una
funcion cuadratica de los campos y sus derivadas.

2. L debe ser invariante de Lorentz.

3. Invarianza de gauge. £ es invariante bajo 04, =0,
L=a1AyAy+asA, vAu v +asAy Ay

Se satisfacen 1 y 2. Bajo transformaciones de gauge:

oL = 2&114“)\,“ —+ 2&214“,,/)\,“,/ —+ ag()\,,u,/A,/,M —+ AM,V)‘,/U/)
2a1AM)\,M —+ (CL2 —+ CL3))\,W/(A,/,M —+ A,u,l/) =0,
a1 =0,a2=—as

a
L=a3(A,  — A, A, A, = —73FWFW
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Si acoplamos el campo electromagnético a una corriente conservada J,, J, , =0,
agregando un nuevo término a L:

L=bF,,F,,+ %JMAM

Ejercicio: Mostrar que la accién es invariante de gauge.
Ecuaciones de E-L:

or 1
1 47 1
R T e T

6 Lagrangiano de Proca

7 Tensor Energia-momentum candénico y simétrico
L=bF,,F,,

oL
4.,

TMV: Amu — EcSW: QbFAp(CSpa(SV)\ — (,0<—> )\))Aa,u — Edw =

A F,qAa y— L6, =4bF,0F o — L6, +4bF,0A, 0=
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A0 F o Fpo — L, +4b (Fuad,) o

~

T, =4bF,oF 0 — L0y
Tuv,v =Ty v — 4b(FvaAu) av="0

~

T, es invariante de gauge y simétrico. Es el tensor de energia momentum del
campo electromagnético.

~ 1 1
L= 4b (F’/QFMCX - ZFAPFApdul/)a 4b = T an
4b= ——= se obtiene de Ty, que es la densidad de energia del campo.
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