La distribucién de Boltzmann

Ludwig Boltzmann: X

e Ensembre microcanénico. Energia total del sistema es constante. Todos los estados
microscopicos son igualmente probables. La entropia del sistema es:S = kgln W. W
es el nimero de estados accesibles. kg es la constante de Boltzmann.

e Ensemble canénico. El sistema estd en equilibrio térmico con un reservorio de calor a
temperatura 7. La probabilidad que un estado del sistema tenga energia F es:
1

kBT,F:Energia libre.

P(E) :%e_BE, Z=3",e PE=e"P eslafuncién de particién, 3=

e Ensemble GranCanédnico. El sistema esta en equilibrio térmico con un reservorio de calor

a temperatura 1" con el cual puede intercambiar particulas. La probabilidad que un estado
tenga energia £y N particulas es:

P(E, N) = %e_ﬁE+“N, Z=5, ye PETHN = 7% es la funcién de Granparticién,

8= é,G:Energia libre de Gibbs. p:potencial quimico.
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La altima ecuacién es la ecuacion de estado del gas ideal.
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Energia: U = <E > :—( )V = N =2NkpT



Paradoja de Gibbs

Entropia:

S=— or = Nkp 1nV—|—§lnT—|—cte —|—§N/<:B:Nk3 1nV—|—§lnT—|—cte’ (1)
ar ), 2 2 2

La entropia debe ser una funcién extensiva de las variables extensivas V', N. Tenemos
SAV,AN, T)=AXS(V,N,T)

S=Nsw,T), v=—
e (1) no es una funcién extensiva de V', V.

o Z—ipF==3(InV+3InT +cte) +5ln N!

e Férmula de Stirling: In N!~NIn N — N

o F = —% (ln%+glnT+cte” ) S:Nk:B(ln%+glnT+cte”)

e /V! sélo se entiende en Mecanica Cuantica. ldentidad de Particulas.



Ley de las atmésferas

2
Gas ideal en un campo gravitacional unn‘orme:E:2p—m +mgz

e Encuentre la densidad como funcién de z: p(z). La probabilidad de encontrar una particula

_ d , ]
del gasentre zy 2+ dz es :Be ﬁmgzdzA:W”, dn=namero de particulas en el volumen

dV = Adz,N es el nimero de particulas en el cilindro de base A, le_?/ — NBe PBmgz
p(z) = poe=Pm9?

e Suponga que el aire es un gas ideal de peso molecular 28.6, encuentre la densidad del
aire situado 1km sobre la superficie de la Tierra con 7T'=300K . La densidad del aire en
la superficie de la Tierra es pg=1.292kg/m?> con T = 300K .

ZE;% =e~PmIz p(1000) = 1.154 kg/m?



Estados excitados en dtomos

El primer nivel excitado en el atomo de H E5 = F; + 10.2¢V, E; es el nivel fundamental.
Encontrar la proporcién de dtomos de H en el primer nivel excitado comparado con 4tomos
en el nivel fundamental para:

10.2eV

e T=300K, RZ%:%G_ﬁUEQ_El):ZLG_ R =4e392~0(), g(F)=degeneracién del nivel

E,91:2,92:2X22:8

_10.2eV

e T'=5800K (superficie del Sol) R:%:%e_mE?_El):% R =4 2041078

e Esto explica que un recipiente con H a temperatura ambiente no emite espontaneamente
la serie de Balmer del espectro visible.

e En la superficie del Sol, sin embargo, hay del orden de 10'°atomos por mol de H en el
nivel F5 y el &tomo emite en el espectro visible.



Distribucién de Velocidades de Maxwell

En 1860 J.C. Maxwell descubrié la ley de distribuciéon de velocidades de las moléculas de un
gas.

Sea N, tal que el nimero de moléculas del gas con médulo de la velocidad entre v y v+ dv es:
dN = N,dv

De la Ley de Boltzmann, el nimero de moléculas(por unidad de volumen) que tiene energia
(cinética), entre 'y F + dE es:

va

dN = Noe 2873y

Escribiendo la altima expresion en coordenadas esféricas para v y recordando que hay IV
moléculas de gas, lo que fija Ny, se tiene la distribuciéon de Maxwell:

va

m 2 2, 2kgT
Nv:47TN(27TkBT)2v e

Los promedios estadisticos son:

fooo dvA(v) Ny (v)

<A(v)>= [o° dvNy(v)
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Ejercicio:
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-Encontrar |a velocidad mas probable. R: vy =1/ —
: , 8kpT
-La rapidez promedio. R: <v>=/—=

-La velocidad cuadratica media. Rivey, =V <v? > = 3’;7:T



Trayectoria libre media

Las velocidades promedio de las moléculas que calculamos mas arriba son grandes. Entonces
por qué los olores en una pieza demoran un tiempo relativamente largo en detectarse? La
razén es que las moléculas chocan entre si. No se propagan en linea recta.

La distancia promedio recorrida por la molécula entre dos choques sucesivos se llama recorrido
libre medio /. Para calcularlo imaginemos que las moléculas tienen didmetro d. Se puede ver
que dos moléculas chocaran solamente si la distancia entre sus centros es menor a 2d. En
forma equivalente podemos pensar que el choque ocurre entre una molécula de radio 2d y
otra puntual.

Consideremos el movimiento de la molécula mas grande. Su rapidez promedio es <v > . En
un tiempo ¢ recorre una distancia <v > t. Durante este tiempo chocard con un nimero de
moléculas:

N =ny <v>td*n

Por lo tanto la distancia entre choques sucesivos es:

o <wv>t 1

/ N - 7Td2nv




—frecuencia de choque f= choques por unidad de tiempo=nd?ny, <v > .

. : .1
-tiempo libre med|o=? :
Hemos supuesto que las moléculas que chocan con la grande son estacionarias. Si incluimos
su movimiento se tiene:

1
l=——  f=\2nd’ny <v>
\/iﬁdznv / v



Calor especifico molar de un gas ideal
Se define:

Q) =nCy AT (volumen constante) ; Q =nCp AT (presion constante)

Consideremos un proceso a volumen constante. Por lo tanto W =0. La Primera Ley da:
AU = Q = nC’V AT
Si C'yy es constante tenemos que:

U:nCvT

Esta relacién se aplica a todos los gases ideales, sean monoatémicos o no.

Para cambios infinitesimales de temperatura se tiene:

Para un gas monoatémico se encuentra:



Esta prediccién calza bien con los gases reales monoatémicos.

Consideremos un proceso a presion constante. Se tiene:

AU =nCy AT =0Q — PAV =nCpAT —nRAT
Esto es:
Cp—Cy =R

Esta conclusién se aplica a cualquier gas ideal.

Para un gas ideal monoatémico se tiene:



Procesos adiabaticos para un gas ideal

En un proceso adiabatico no hay intercambio de calor. De la primera ley:

dU =nCydT =—-W =—-PdV
pero:

PdV +VdP=nRdT

Despejando dT" y recordando que C'p — Cy = R, tenemos:

v, dr_,
VTP T

Por lo tanto:

PV 7 = constante



Equiparticion de la energia

Se puede mostrar que como consecuencia de la Fisica clasica, es valido el teorema de
Equiparticion de la energia:

En equilibrio cada grado de libertad constribuye %kT a la energia promedio de una molécula.

Un grado de libertad es una coordenada o una velocidad que aparece al cuadrado en la energia
de la molécula.

L 1 ] )
Tenemos /=) .~ | Ekizfzenergla de una molécula

Funcién de particién de N moléculas: Z= [ ], dVzje Pt Ex) = ([ []. dze PE)N =
ZN

— — k:zZ
Z f H dz@ ﬁZz 12 _Hz— f H d’zl ﬁ Hz—

i

- ) -6 12k:z1 __8
<E; >—Zf [1, dVz; B; e PEt-EN) Zf [1, dze i Ej=—55InZ,

0 L 1 27
<Ei>=—23 H(n(E) i) =T, 287 =, $hT



Veamos ahora como se aplica el Teorema de Equiparticidon a gases ideales:
i) Molécula monoatémica: 3 grados de libertad(traslacion).U = 3 x %kBT. Cy = %R.

ii) Molécula biatémica:3 grados de libertad(traslacion)+ 2 grados de libertad (rotacién con
un eje invariante),U =5 x %kBT. Cy = gR

iii)Molécula poliatémica:3 grados de libertad(traslaciéon)+ 3 grados de libertad (rotacion
arbitraria), U =6 x skpT. Cy =3R

iv) Molécula diatémica con energia vibracional(resorte):3(t)+2(r)+2(v)=7. Esto implicaria
U=7x %kBT. Cy= gR, lo que no concuerda con los experimentos.

Ademas C'y, depende de la temperatura, lo que implica que los diferentes grados de libertad se
van excitando a diferentes energias. Esto se puede entender sélo en el marco de la Mecanica
Cuantica.

-Cuantizacion de la energia: Se requiere un quantum de energia adecuado para excitar los
grados de libertad. Si la temperatura es muy baja sélo los grados de libertad traslacionales
contribuyen al calor especifico.

v)Para sélidos a altas temperaturas: Los atomos vibran en torno a sus posiciones de equilibrio.
Cada uno tiene una energia:F = %m(v% + vl +v2) + %k(azz + 132+ 2?) . Esto es 6 grados de
libertad. Esto da C'yy =3R (Ley de Dulong-Petit). Esto falla a bajas temperaturas donde se
requiere la Mecanica Cuantica.



e .00 1.au

CO 494 2.49
H; 4.87 2.45
HCl 5.11 iy
N, 493 2.49
NO 5.00 2.51
0, 5.04 2.54
Cl; 5.93 2.98
CO, 6.75 3.40
CS; 977 492
H;S 6.08 3.06
N0 6.81 3.42
50, 7.49 3.76

R = 1.987 cal /mol-deg

From ]. K. Partington and W. G. Shilling, The Specific Heats of
Gases (London: Ernest Benn, Lid., 1924).

Figura 1. C'y para algunos gases a 15C

y 1 atm.
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Figura 2. C'yy como funcién de T para la molécula de Hidrégeno Hos.

Esto contradice el Teorema de Equiparticién de la energia.

Hay saltos cuanticos!



Use la distribucion de Boltzmann y la férmula del efecto Doppler, para encontrar el ancho de
una linea espectral )\ debido al movimiento del 4tomo.

. . 1+
Cuando la fuente se aleja del observador con velocidad v:A = Aoy /< e o Xo(1+2), % <1

C

Indicacion: AN =Xo\ /<1422 + (£)° > ~1 ~ 20V <07



Estadisticas Cuanticas

La distribucién de Maxwell-Boltzmann funciona bien dentro del rango clasico, para particulas
idénticas distinguibles. Sin embargo, algunos casos son mal interpretados utilizando esta
estadistica, especialmente cuando el nUimero medio de ocupacién es muy pequefio comparado
con la unidad n, < 1.

Cuando nos encontramos en el caso donde las particulas son indistinguibles es necesario
clasificarlas en dos categorias.

e Particulas con spin 0 o entero (bosones), no obedecen el principio de exclusién de Pauli
y el intercambio de una particula con la otra no afecta la funcién de onda del sistema.(

funcién simétrica)

e Particulas con spin 5 o semientero (fermiomnes) que obedecen el principio de

exclusion de Pauli, solo una particula puede existir en un estado cuantico en particular.
La funcién de onda del sistema cambia con un intercambio de alguna de las particulas (



antisimétrica).

Esto se refleja directamente en la probabilidad de encontrar una particula en un estado
dado, como se ve en siguente tabla a continuacién.

Estadisticas Cuanticas

Maxwell-Boltzmann | Bose-Einstein Fermi-Dirac
particulas idénticas distinguibles indistinguibles indistinguibles
principio de Ex. de Pauli | no no Si
spin cualquiera entero semientero
funciones de onda no deben traslaparse | simétricas antisimétricas
funcion de distribucion | farp(e) =e e /*T| fpp= eo‘ee/tT—l frp= e<e_€g>1/w+1

e Las primeras dos distribuciones no limitan el niimero de particulas en un estado dado. Sin
embargo la tercera distribucién limita a una particula por estado.

e A altas energias se aproxima la distribucion Bose-Einstein a la de Maxwell-
Boltzmann.Ademas, se encuentran mas particulas por estado en la distribucién de Bose-
Einstein que en la de Maxwell-Boltzmann.

e En la distribucién de Fermi-Dirac se encuentra un nimero menor de particulas a bajas



energias por estado. Se aproxima también a la distribucién clasica a altas temperaturas.



Validez de la distribucién de Boltzmann

e La longitud de onda de de Broglie debe ser menor que la separacién entre las moléculas.
Entonces las moléculas son distinguibles:

~h _h K h _ h <<d(x_/>§
mv. /% V2mE /2mng vmkT N

N h3
(mkT)?

e Podemos usar Boltzmann para describir el He atmosférico que es 5.24 x 10° del aire,a
T=273K7?

R: N4 moléculas de aire ocupan 2.24 x 10~ ?m3en condiciones normales. El nimero

N\ —

=B |

de atomos de He por unidad 3de volumen es: ‘—]\; = 5.24 X 10_622;&% >1<01_022;3 = 1.41 x
10?°moléculas/m?, (‘—]\i)h—g =6.3x 107 <1, mpe=4m,, m,=1.66 x 10~2"kg.
(mHe kﬁT)E

e Podemos usar Boltzmann para describir el He liquido que es 5.24 x 1079 del aire,a
T=42K7?

R: La densidad del He liquido con T'=4.2K es 0.124 gr/cm?. Se obtiene

(‘—]\;)h—g?) =4.39. No se puede usar Boltzmann.
(WlHelﬂ’T)E



Densidad de estados

Para determinar el nimero de particulas con energia E, n(E) en las tres estadisticas,
necesitamos la densidad del estado F, g(F).

f(FE) es la probabilidad de tener un estado con energia F.



Particula libre

Determinemos la densidad de estados para una particula libre en una caja cabica de lado L.

Resolviendo la ecuacién de Schrodinger encontramos:

2 2
ok

=573 (na+ny+nz) = Eo(ng +ny + nz)

Recordemos que g(E)d E es el namero de estados con energia entre £, '+ d F.

e Nimero de estados entre 0, FE(Ver
figura)=N(E), N(E) = ~=nR3, R =

837"
FE
Eq

Figura 3.



S 1 multiplicar por el nimero de estados de

7 E \= _dN __ 27(2m)2V o=
_(E_O)Q'Q(E>_d3_ 3 bz, espin 2s+ 1.

6
Si la particula tiene espin s, debemos



Normalizacidén

o [ gE)ee BTN

o Nh3

(2s + 1)(27rka)%



Condensado de Bose-Einstein

Bajo cierta temperatura critica 7. todos los 4tomos con espin entero(bosones) se encuentran
en el nivel fundamental. Esto recién se realizé experimentalmente en 1995.

Figura 4.
Las imagenes sucesivas muestran la sombra de de la nube de 4tomos de Sodio (Na) conteniendo un BEC

a medida que se expande de su forma inicial tipo cigarro.



BEC

Conviene separar el calculo del nimero total de particulas en dos partes, una que de cuenta
de aquellas cuyo valor de la energia es el propio del estado fundamental, y otro distinta
de cero, estados excitados. De no hacerlo se llegaria a una contradiccién, como se vera.

N=Ny+N’

El nimero de particulas cuya energia es distinta de cero viene dada por la siguiente
expresion, donde ¢(E) es la distribucion de probabilidad que nos dice cuantas particulas
tienen su energia comprendida entre FyE +dE.

3
N' = fooo 9(E) — E/lkT_ldE, g(E) = gs QJSV(Qm)E\/E, siendo g5 el grado de

degeneracion, V' el volumen del sistema, h la constante de Planck, m la masa de los
bosones y E la energia.

27V 2 oo E/? 27V 2 200 zl/? E
N/:gs h3 (2m>2 fo e cE/RT _ dE:gsW <2m>2(kT>2fo mdﬁ, L =77
N’ 27 3 3
+ S 9s 73 (2m)2(kT)?(2.315)




27 3 3 2 32
o p<gs2E(2m)2(kT)2(2.315), T > T., T.= (%gsém) )32%

1
e —1

o EOZO, N():
o T<T., ea:1+NLO. Seaa <1, Ng=a~!, N=Ny+N'

/ 3
No=N — N'~N — N.,,.(T) :N(l _ Nme) :N(l _ (TEC)E),NJW(T) se da para

a=0

No T

Aqui se ve como cuando 1T'—0, Ny —N. Es decir, los bosones se agrupan en el estado
fundamental.

| w

Este fendmeno se conoce como condensacion de Bose-Einstein. La denominaciéon puede
inducir a error pues no se trata de una condensaciéon como un gas normal. Cuando un gas ideal
clasico cambia de estado gaseoso a liquido se dice que se condensa, en ese caso disminuye su
volumen (o aumenta su densidad). En el condensado de Bose no hay disminucién de volumen,
las particulas se quedan quietas.



Figura 5.

Distribucién de momentos que confirma la existencia de un nuevo estado de agregacién de la materia, el
condensado de Bose-Einstein. Datos obtenidos en un gas de atomos de rubidio, la coloracién indica la
cantidad de atomos a cada velocidad, con el rojo indicando la menor y el blanco indicando la mayor. Las
areas blancas y celestes indican las menores velocidades. A la izquierda se observa el diagrama inmediato
anterior al condensado de Bose-Einstein y al centro el inmediato posterior. A |la derecha se observa el diagrama
luego de cierta evaporacion, con la sustancia cercana a un condensado de Bose-Einstein puro. El pico no
es infinitamente angosto debido al relacién de indeterminacion de Heisenberg: dado que los atomos estan
confinados en una region del espacio, su distribucién de velocidades posee necesariamente un cierto ancho
minimo. La distribucién de la izquierda es para T > Tc (sobre 400 nanokelvins (nK)), la central para T < Tc
(sobre 200 nK) y la de la derecha para T << Tc (sobre 50 nK)



Encontrar la densidad de fotones del Universo.

Los fotones obedecen la estadistica de B-E con v =0, debido a que el niimero de particulas
no se conserva.

1

n(E>:g(E)€E/kT_ 1

g(E) se encontré en la discusién de la férmula de Planck:n()\) =87\~

Esto es g(E)dE=2"2"qp

c3h3

El niimero de fotones por unidad de volumen en el CMB es:

N oo 8mE? 1

v 0 c3h3 eE/k:T_ldE y L=

kT V c3h3
Tevp=2.TK, % = 3.97 x 10%fotones/m?.

E N _ 8n(kT)3 poo 2z oo  x?
GOy R P R PR VL




