Rotaciones

e Convencion de Einstein: Dos indices repetidos en un monomio significan la suma de esos
indices de 1 a la dimensién del espacio.

e Las rotaciones son transformaciones lineales, definidas por la matriz de transformacién R.
r'= Rz, ;= R, jx jque conservan la distancia entre dos puntos, definida por la magnitud
del vector x. x/,x son las coordenadas de un punto P en dos sistemas de coordenadas con
origen comiin, que estan rotados el uno respecto al otro.

e R es ortogonal. Esto es :RR?" =1, donde RiTj = R ;. En efecto

o' =Rx a2’ =2TRTARx,Vx

RTR =1, R esunamatriz ortogonal

o det (RTR)=1=det (R)? det (R)= =1, det (R)es una funcién continua de R. Las
matrices ortogonales tienen dos sectores topolégicamente disconexos. Las rotaciones
tienen determinante 1.

e Rotacion en dos dimensiones:R:< cosf - sen® ) det (R)=1

—senf cosb



Sea Un vector A expresado en un sistema de coordenadas cartesianas (X, y, z) con una base vectorial B asociada
Ay

definida por los versores ( i, j k ); estoes, A=| A, | Ahora, supongamos que giramos el sistema de
A, g

ejes coordenados, manteniendo fijo el origen del mismo, de modo que obtengamos un nuevo

triedro ortogonal de ejes (7, y/, 2/), con una base vectorial B' asociada definida por los versores

Al,
(i',j" k" ). Las componentes del vector A en esta nueva base vectorial seran:A =| A/,
Al g,
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Figura 1. Coordenadas de un vector en un sistema rotado.

La operacion de rotacion de la base vectorial siempre puede expresarse como la accién de
un operador lineal (representado por una matriz) actuando sobre el vector (multiplicando al
vector): RApg = Ap' que es la matriz de transformacién para el cambio de base vectorial.



Ejemplo

En el caso simple en el que el giro tenga magnitud 6 alrededor del eje z, tendremos la
transformacion:

cosf sinf 0O
R=| —sinf cosf 0
0 0 1

Al hacer la aplicaciéon del operador, es decir, al multiplicar la matriz por el vector, obtendremos
la expresion del vector A en la nueva base vectorial:

cosf sinf 0 A, Al
—sinf cosf 0 A, =| A,
0 0 1 A, g Al g,

siendo
Aly=A,cosf+ Aysing Ary=—Azsinf+ Aycosf Ar,=A,

las componentes del vector en |la nueva base vectorial.



Producto escalar

Sean A, B dos vectores. Tenemos que A’=RA,B'=RB.

e El producto escalar de los dos vectores A.B = A;B; es independiente del sistema
coordenado. Es un invariante. En efecto, en notacién matricial tenemos que:

A.B=ATB, A""B'= ATRTRB = ATB = A.B, dado que R es ortogonal, RTR

e El médulo de un vector es un invariante:|A| =+ A.A



Derivadas

e A,(t) es un vector y t un parametro invariante. Entonces B;(t) =

dt

Bl(t") = CZ‘; = ddil{ — d<R;ZAj> — Rij% = R;;B,(t), R no depende de .

e A(x) es un campo escalar:A(x’) = A(x), B;(z) = 0;A(x) son las componentes de un
vector, llamado gradiente de A.
Bi(x) = 0;A'(z") = 0;{A(x) = 0;A(x )893‘7 vi=Rijuju =R v{=Rjx{=Ri;z]

ox)'
oz ;
3a7 = Rij, Bi(z) = 0;A(2)Rij = Ri;B;



Distancia en el espacio-tiempo

2 5,2 . . . . . i .
o "+ 7" = —c’? 4 72 = D? es un invariante bajo cambio de sistema de referencia
inercial.

e Seauws=ict, x,x,=x,x,= D Las transformaciones de Lorentz son rotaciones en este

espacio-tiempo cuadrimensional. z),=L,,z,.

e Consideremos un sistema S'que se mueve con velocidad u a lo largo del eje © de S. En
t =t"=0 los origenes de S y S'coinciden.

/ v 00 iﬁv\
0 10 o ;_ o :
L—K 0 o1 o )CL’ =v(x —ut), ict'=—ifyxr+ vyict
—ifBy 0 0
e Transformaciones de Lorentz: ' =~(x —ut),t'= fy(t — %a:)



Cuadrivectores

e A, es un cuadrivector si transforma bajo transformaciones de Lorentz como las
A
coordenadas: A), = L, A,.

e La distancia infinitesimal en el espacio-tiempo es un invariante: ds?= —c?dt*+d Z.d ¥,
ds"” =ds?
e El intervalo de tiempo propio dr es un invariante. En efecto —c?dr? = ds% donde el

sistema de referencia propio es aquel en que la particula estd en reposo.

dx

e Ejercicio 1: Demostrar que la cuadrivelocidad definida por Uy =7 es un cuadrivector.

e Muestre que v,v,, = —c”

e Ejercicio 2: Encuentre las componentes temporales y espaciales de v,

e Ejercicio 3: Si mg es un invariante(masa en reposo). Muestre que p, = mov, es un
cuadrivector, llamado cuadrimomentum.

e Muestre que p,p,, = —mjc>

e Ejercicio 4: Encuentre las componentes temporales y espaciales de p,,

dpp

—L-esun cuadrivector.

e Ejercicio 5: Demostrar que la cuadrifuerza definida por f,, =

e Ejercicio 6: Encuentre las componentes temporales y espaciales de f,.



