1 Momento angular de una particula

O
|
<

Se define momento angular de una particula respecto
del punto O, como el producto vectorial del vector posiciébn r por el vector
momento lineal mv

L=rxmwuv



2 Leyes de Kepler

A partir de la ley de Gravitacion y de las leyes de la mecanica se obtienen las

leyes de Kepler del movimiento planetario:
1) Los planetas se mueven en elipses, con el Sol en uno de los focos.

p




2) La linea que une el planeta con el Sol, barre areas iguales en tiempos iguales.

Esta ley se deduce de la conservacion del momentum angular L, lo cual se deriva
del caracter central de la fuerza:

L =7 X mv = constante



Se tiene:

dA= %r(t)v(t)sen th.% = %W(t) X ¥(t)| = constante

Notar que sen(w — ) =sen(0).



3)El cuadrado de los periodos de los planetas es proporcional al cubo de la dis-
tancia media al Sol.

Demostraremos esta ley para orbitas circulares:

La segunda ley de Newton da:

v? Mm
m—=G—;
r r
27r , .
pero v ==, donde T' es el periodo. Se tiene:
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3 Momento angular de un sélido rigido

Las particulas de un solido rigido en rotacién alrededor de un eje fijo describen
circunferencias centradas en el eje de rotaciéon con una velocidad que es propor-
cional al radio de la circunferencia que describen v; =w Xr;

En la figura, se muestra el vector momento angular L; de una particula de masa
m; cuya posicion estd dada por el vector r; y que describe una circunferencia de
radio R; con velocidad wv;.

El moédulo del vector momento angular vale

L;=7rm;v;



Su proyeccién sobre el eje de rotacion Z es
Liz = mzR?w

El momento angular de todas las particulas del so6lido es
L=) L
i
La proyeccion L, del vector momento angular a lo largo del eje de rotacion es

Lz = (Z mzR?)w

El término entre paréntesis se denomina momento de inercia
I = E mzRZQ
i

En general, el vector momento angular L. no tiene la direccién del eje de rota-
cibn, es decir, el vector momento angular no coincide con su proyeccion L, a lo
largo del eje de rotacion. Cuando coinciden se dice que el eje de rotacién es un
eje principal de inercia.



Para estos ejes existe una relacion sencilla entre el momento angular y la velo-
cidad angular, dos vectores que tienen la misma direccion, la del eje de rota-
cion, L = Iw

‘s

El momento de inercia no es una cantidad caracteristica como puede ser la masa
o el volumen, sino que su valor depende de la posicion del eje de rotacion. El
momento de inercia es minimo cuando el eje de rotaciéon pasa por el centro de



Imnasa.

Cuerpo Momento de Inercia 1.
Varilla delgada de longitud L 1—12M L?
Disco y cilindro de radio R éM R?
Esfera de radio R %M R?
Aro de radio R M R?




Teorema de Steiner

El teorema de Steiner es una féormula que nos permite calcular el momento de
inercia de un sélido rigido respecto de un eje de rotacidon que pasa por un punto
O, cuando conocemos el momento de inercia respecto a un eje paralelo al ante-
rior y que pasa por el centro de masas.

El momento de inercia del sélido respecto de un eje que pasa por O es
Io= Z mir;
i
El momento de inercia respecto de un eje que pasa por C es

IC’ = Z mzR?

Para relacionar Ip e I¢c hay que relacionar r; y R;.
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En la figura, tenemos que

r?=a? 4+ y? = (zei+ d)? + y& = R? + 2dwe; + d?
IOZJC+2dZ xci+d22 m;= Io+d?M

El término intermedio en el segundo miembro es cero ya que obtenemos la posi-
cion x¢ del centro de masa desde el centro de masa.

11



Ejemplos

Sea una varilla de masa M y longitud 2L, que tiene dos esferas de masa m y
radio r simétricamente dispuestas a una distancia d del eje de rotaciéon que es
perpendicular a la varilla y pasa por el punto medio de la misma.

>

|

I= 1—12M (2L)% + 2(%1717“2 +md?)
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Un péndulo consiste en una varilla de masa M y longitud L, y una lenteja de
forma cilindrica de masa m y radio r. El péndulo puede oscilar alrededor de un
eje perpendicular a la varilla que pasa por su extremo O

o

L

I= (EML2 + M (Z)?) +=mr*+m(r+ L)?

13



Energia cinética de rotacién

Las particulas del s6lido describen circunferencias centradas en el eje de rotaciéon
con una velocidad que es proporcional al radio de la circunferencia que des-
criben v; = w X R; . La energia cinética total es la suma de las energias cinéticas
de cada una de las particulas. Esta suma se puede expresar de forma simple en
términos del momento de inercia y la velocidad angular de rotacion

K= Z %mzvf = Z %minR% = %IwQ
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Ecuacion de la dindmica de rotacién

Consideremos un sistema de particulas. Sobre cada particula acttian las fuerzas
exteriores al sistema y las fuerzas de interacciéon mutua entre las particulas del
sistema. Supongamos un sistema formado por dos particulas. Sobre la particula
1 actia la fuerza exterior F; y la fuerza que ejerce la particula 2, Fis. Sobre la
particula 2 actiia la fuerza exterior F5 y la fuerza que ejerce la particula 1, Fb;.

Por ejemplo, si el sistema de particulas fuese el formado por la Tierra y la Luna:
las fuerzas exteriores serian las que ejerce el Sol ( y el resto de los planetas)
sobre la Tierra y sobre la Luna. Las fuerzas interiores serian la atracciéon mutua
entre estos dos cuerpos celestes.
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Para cada unas de las particulas se cumple que la variaciéon del momento angular
con el tiempo es igual al momento de la resultante de las fuerzas que actiian
sobre la particula considerada.

ALy

X =11 X (F1 + F12)
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At
Sumando miembro a miembro, aplicando la propiedad distributiva del producto
vectorial, y teniendo en cuanta la tercera Ley de Newton, Fio = —F51, tenemos
que
A(L1+ L
( 1A—|t_ 2) =71 X F1 +ro X Fo+ (r1 —12) X Fig

Como los vectores r1 — 72 y Fi9 son paralelos su producto vectorial es cero. Por
lo que nos queda

AL _
At_ ext

El cambio del momento angular total del sistema de particulas con respecto del
tiempo es igual al momento de las fuerzas exteriores que acttian sobre las parti-
culas del sistema.

Consideremos ahora que el sistema de particulas es un sélido rigido que esta
girando alrededor de un eje principal de inercia, entonces el momento angular
L = 1w, la ecuacion anterior la escribimos

AV |
A—;’J = Mo, T = Myt

17



Momento angular de un sistema de particulas
Consideremos el sistema de dos particulas de la figura anterior.

El momento angular total del sistema respecto del origen es
L :7_“){ X mlﬁl —|—’F§ X mgﬁg

Calculamos el momento angular respecto del centro de masas
"tem =71 —Tcm 7T2cm =72 —Tcm

Ulecm — U1 — Ucm V2¢m =— U2 — Ucm

El momento angular respecto del origen es la suma de dos contribuciones:

z — (Flcm + ch) ><777/1(77101&& + 77cm) + (772cm + ch) X m2(7720m + 77cm) —
(Flcm ><777/1'(_})1cnr1) + (FQCm ><777/2772cm) + ch X (mlll_flcm + m2'l72cm) +

(mlr'_:lcm + m2F2cm) X 77cm

De la definiciéon de posicion y velocidad del centro de masas, tenemos que
M1V1em + M2U2em = 0, M1T1cm + M2T2em = (M1 + M2)Tem
L =L+ (m1+ma2)Tem XUem

18



En general, para un sistema de particulas de masa total M

E — Ecm + M’ch ><Ucm

El primer término, es el momento angular interno relativo al sistema c.m. y el
ultimo término, el momento angular externo relativo al sistema de laboratorio,
como si toda la masa estuviera concentrada en el centro de masa.
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Relacion entre el momento de las fuerzas exteriores Mgy y el
momento angular interno L.

El momento de las fuerzas exteriores respecto del origen es la suma de dos con-
tribuciones

Mextzrl X Fl + 79 ><1:12: (Tlcm‘I'Tcm)XFl + (T2cm+rcm>XF2:T10m X Fl +
Toem X F24+1rem X (F14+ F2)=

Mem 4 Tem X (F14+ F2). Moyt = Mem + Tem X Fext-

El primer término es el momento de las fuerzas exteriores relativo al c.m. y el
segundo es el momento de la fuerza resultante F1+F2 como si estuviera aplicada,
en el centro de masas.

20



Principio de conservacién del momento angular

El principio de conservaciéon del momento angular afirma que si el momento de
las fuerzas exteriores es cero (lo que no implica que las fuerzas exteriores sean
cero, que sea un sistema aislado), el momento angular total se conserva, es decir,
permanece constante

21



4 TIDEA DE TORQUE

CUESTA MAS ABRIR LA PUERTA

F

CUESTA MAS ABRIR LA PUERTA

22



DEFINICION DE TORQUE

=l

O:EJE DE GIRO

23



P:PUNTO DE APLICACION

TORQUE NETO:

24



5 EQUILIBRIO

Fxgra =0, EQUILIBRIO DE TRASLACION
#ETA =0, EQUILIBRIO DE ROTACION

25



6 EJEMPLOS

Ejemplo 1: Calcular el torque neto

T

F

Bar
(overhead view)

Axis

fmarmandicillar ba Aosoal
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Ejemplo 2:

Una mujer cuyo peso es de 530 N estd en el extremo derecho de un trampolin
con una longitud de 3.9 m y de peso despreciable. El trampolin se atornilla
abajo en el extremo izquierdo y se apoya 1.4 metros en un fulcro. Encontrar las
fuerzas que ejercen el perno y el punto de apoyo, sobre el trampolin.

n
it
Bolt
1 A— Fuicrum

27



Axis @

Respuesta: F7 =950N, F5 =1480 N

28



Ejemplo 3:

La figura muestra un letrero luminoso de

masa m que cuelga de una barra (de ma- :,. 65

sa despreciable) que se mantiene horizon- J S

tal con la ayuda de una cuerda. Calcule la ) =

tension de la cuerda v la fuerza ejercida 150 Cm |

por la barra contra la pared. Z fy
I Ill—‘m 1

Utilicemos un sistema cartesiano centrado en el punto de contacto entre la pared
y la barra. El eje x positivo apunta hacia la derecha y el eje y positivo apunta
hacia arriba.

Ny —Tcos0=0, Ny,+Tsen —mg=0
LTsenf —mg(L+1)=0

T:mg(L—I—l)
: Ls)en@
~ mg(L+1 . _l
Nx— L Ctg(ga Ny_ mgL

La fuerza que la barra ejerce sobre la pared es (=N, —N,)
En este caso:0 =37°, L=1.9m,l=0.3m, m =40kg

29



Ejemplo 4:

Dos particulas con masas mq, ms se fijan a los extremos de una varilla delgada
rigida, cuya masa puede ser ignorada. Encuentre el momento de inercia, cuando
este objeto gira con respecto a un eje que es perpendicular a la varilla en los
casos (a)y (b).

Axis
e Axis
o
f#’ﬂ-_-hhﬂ
3 - T “T | o
i "-l‘l 'I-__’* Jl'!';!:- .I'H] ‘—L—Lf.i'ﬂ P
'ﬁ- _
e L

R: (a) mar3, (b) mir? + maor?
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Ejemplo 5:

El motor de una sierra eléctrica trae desde el reposo, la cuchilla circular hasta la
velocidad angular de 80 rev / s en 240 rev. Este tipo de hoja de sierra tiene un
momento de inercia de 1.41 x 1073 kg m?. Calcular el torque neto (supuesto cons-
tante) que el motor debe aplicar. R:0.118 kg m?/s?

31



7 Maquina de Atwood

Dos bloques que tienen masas mi y mo estan conectados entre si por una cuerda
ligera que pasa sobre dos poleas idénticas sin friccién en sus ejes, cada una de las
cuales tiene momento de inercia I y radio R. Encuentre la aceleracion de cada
bloque y las tensiones en cada seccién de la cuerda.

Q) ()

n| Ty}

iy
! H-l'é_:-

o —
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Mg
g
Mag

Desarrollo:

=Y

mi1g— 11 =mia
T35 —mog=moa
(Ty —T2)R= I
(To —T3)R = Il

a= R«

33



Th—12=T5—"13

T2:T1—2FT3

Tl—Tg_ la

2 R?
(m1—mo)g+T5—T1=(mi1+m2)a

21
(m1—ma)g — Tg = (m1+mo)a

Respuesta para la aceleracion:

__ (m1—ma)g
a—=
m1 + mo+ 21 / R?

. Qué pasaria si las poleas se consideran con masa nula?

34



Ejemplo 6:

Una caja de 451 kg de masa esta siendo levantada por el mecanismo que muestra,
la figura. Los dos cables estan envueltos en torno a sus respectivas poleas, que
tienen un radio de 0.6 y 0.2 m, respectivamente. Las poleas estdn unidas como
una doble polea, como una sola unidad. Sobre el eje que pasa por su centro, la
combinacién tiene un momento de inercia de 46 kg m2. Los cables no resbalan

35



en la doble polea. Una tensiéon de magnitud 2150 N se mantiene en el cable de
conexion al motor. Encuentre la aceleracion angular de la doble polea y la ten-
sion en el cable conectado a la caja.

Dual pulley

Crate R:6.34 rad/s"2, 4991.7N

36



[ ~ »=0200m

¥
A
T -y
: -
.’ +X

T1R1 — T2R2 = I«
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Se tiene que:

Io—mg=ma

aRo=a

ToRs —mgRo= maR%

TiRi —mgRs=a(l + mR%)
T1R1 — ngQ
Oé:
I +mR3

38



_T1R1—[Oz

T
2 75

8 TRABAJO Y ENERGIA ROTACIONAL

8.1 DEFINICION DE TRABAJO

dW = F'sen ¢rdf = 1db

39



Wgr=10

40



9 ENERGIA CINETICA DE TRASLACION Y
DE ROTACION

1 1
FEiotal = §mv2 + §Iw2 +mgh

41



9.1 Cuerpo Rodando

Cuando un cuerpo rueda existe una relaciéon entre la velocidad angular de rota-
cion y la velocidad de traslacion del CM




Al rodar, sin deslizar, el cuerpo estd instantidneamente girando con velocidad
angular w en torno al punto de contacto con la superficie sobre la cual rueda
(A). Su energia cinética respecto al punto A es sblo rotacional, con momento de
inercia I + M R?, donde I es momento de inercia respecto al CM y R es la dis-
tancia entre A y el CM. Tenemos:

K= %(I + MR*)w? = %IwQ + %MRQCUQ

Esto corresponde a un movimiento de rotacién en torno al CM con la misma
velocidad angular w combinado con un movimiento de traslaciéon del CM con
velocidad voym = Rw, el mismo resultado obtenido més arriba.

Como esto es instantaneo, lo mismo vale para las aceleraciones. En particular,
cualquier punto P del sélido rigido que rueda tiene una velocidad y aceleracion
tangenciales que combina estos dos movimientos:

¥(F) = VoM +wrt
a(7F)=dom+art
7 es la posicion del punto P tomando como origen el CM.

r=|r|

43



¢ es un vector unitario, perpendicular a ¥ y que apunta en la direccion de giro.
Ver, en particular, el ejemplo 9.

2Vr

Vc=0

Figura 1. Figura 2.

44



Ejemplo O

M

)

\r‘.h[
POR CONSERVACION DE LA ENERGIA

. 2gh
CM —

Desarrollo:

1 1
EZ':Mgh:Ef:§MU(23M—|—§ICMQ}2,CU:’UCM/R

1
Muvéy + ;1;/[’0(231\/[ =2Magh
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9.2 MOMENTOS DE INERCIA

Hoop or thin ' ’
cylindrical shell : >
Iy = MR? & ‘I

Solid cvlinder
or disk

:m=%w

=

Hollow cylinder :
Ion = g MR + Rs?)

Ion = é M(a® + b?)

46



Long thin rod : |§ Long thin : I’

with rotation axis rod with

through center rotation axis ‘ ‘
‘ through end ‘
Ion =5 ML? L |

1=1 w2 foe" t
Solid sphere C |§ Thin spherical c 3| ’

v ey shell
Ies =3 MR? y

- %MRE‘
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Ejemplo 1

Un motor eléctrico gira un volante con una cinta que se une a una polea. El
volante es un disco sélido con una masa de 80 kg y un diametro de 1,25 m. Gira
en un eje sin fricciéon. La polea es mucho mas pequena en masa y tiene un radio
de 0.23 m. Si la tension en la parte superior del segmento de la cinta es de 135 N
y el volante tiene una aceleracién angular de 1,67 rad/s2, encuentre la tensién en
la parte inferior del segmento de la correa.

21.5 N
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Ejemplo 2

El bloque moévil tiene una masa de 0.85 kg, el contrapeso tiene una masa de 0.42
kg, y la polea es un cilindro hueco con una masa de 0.350 kg, un radio interior
de 0.02 m, y un radio exterior de 0.03 m. El coeficiente de fricciéon cinética entre
el bloque y la superficie horizontal es 0.25. La polea gira sin friccién sobre su eje.
El cable es liviano y no se estira ni se resbala sobre la polea. El bloque tiene una
velocidad de 0.82 m/s hacia la polea cuando pasa a través de una foto-celda. (a)
Use métodos de energia para predecir la velocidad después de que se ha despla-
zado a una segunda foto-celda a 0.7 metros. (b) Encontrar la velocidad angular
de la polea en el mismo momento.
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1.59 m/s  53.1 rad/s

Mo +—=mv —|—2

E:l(MquJri)vz—Fmgh

Iw?+mgh ,v= Rw I:%mp(R2+'r2)

2 R?
AE=—-F.d

1 1
§(M—|—m—|—ﬁ) (vfc —v%) —I—mg(hf —hi)=—Mgpud
hf—h;i=—d

50



Uf:

(Mp —m)gd
1 I

=1.59m /s

wf:%:53.14rad/s
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Ejemplo 3

El contrapeso se suelta desde el reposo, calcule I usando energia, si desciende
una altura h y adquiere una rapidez v.

[=Mr2(22 —1)

v2
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Ejemplo 4

Una pelota de tenis es una esfera hueca con paredes delgadas. Se pone a rodar
sin deslizar a 4.03 m/s sobre una seccién horizontal de una via. Rueda al interior
de un aro circular vertical de 90 cm de didmetro y finalmente sale de la via en un
punto a 20 cm debajo de la seccién horizontal (a)Calcule la rapidez en lo alto del
aro y demuestre que no caera de la via

(b)Calcule la velocidad con que sale la pelota

(c) Suponga que la friccion estatica entre la pelota y la via, de modo que resbala
sin rodar. Esta rapidez seria méas alta, mas baja o igual, en lo alto del aro?

53



(a) 2.38 m/s (b) 4.31 m/s
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Ejemplo 5

(a) Determine la aceleracion del centro de masa de un disco s6lido uniforme que
rueda hacia abajo en un plano inclinado que forma un angulo 6 con la hori-
zontal. Compare esta aceleracion con la de un aro uniforme.

(b) Calcule el coeficiente de roce minimo para mantener el movimiento de rota-
cion puro del disco.

(a) Disco %g senf Aro %g sen 6

(b) stgb
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Ejemplo 6

Una estrella gira con un periodo de 30 dias alrededor de una eje que pasa por su
centro. Después que la estrella experimenta una explosion de supernova, el
nicleo estelar, que tenia un radio de 10000 km, colapsa en una estrella de neu-
trones de 3 km de radio. Calcule el periodo de rotaciéon de la estrella de neu-

trones. R: 0.23 s.

Desarrollo:
3 _Iiwi_Mwai_(&)Qw.
'™ T, " MRZ TRy
oo 2T
A T
_ (e 3 2 o —8 _
Tf_(Ri)TZ (10000) T; =9 x107°x 30 x 24 x 3600s=0.23s
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Ejemplo 7

Una plataforma en forma de disco circular gira libremente en un plano hori-
zontal, alrededor de un eje vertical sin roce. La plataforma tiene una masa
M=100 kg y un radio R=2 m. Un estudiante, cuya masa es m= 60 kg, camina
lentamente del borde del disco hacia su centro. Si la rapidez angular del sistema
es 2 rad/seg, cuando el estudiante estd en el borde, calcule la rapidez angular
cuando llega a un punto r=0.5 m del centro. R: 4.1 rad/s. Calcule las energias
cinéticas antes y después. R: 880 J, 1810 J

o7
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Ejemplo 8(S11.11)

Un disco de 2 kg que se desplaza a 3 m/s golpea una barra de 1 kg. que esta
sobre hielo, de roce despreciable. Suponga que la colisién es elastica y que el
disco no se desvia de su linea original de movimiento. Calcular la rapidez de
traslacion del disco, la rapidez de traslacion de la barra y la rapidez angular de
la barra luego de la colision. 1=1.33 kg-m~2 .

v =3.0m/s

v o If
® (o ®*
2.0m __,-f’:i}
y 4 0]
’_.- -‘_‘.-"
P -"-'"*
Vi
r f"f Vs
o
f’::f
Desarrollo:

Pi=muvg;=Pr=muvg s+ Mu
1 1 1 1
K,L':Em?}?li:Kf:§mU§f+§MU§+§Iw2

Li=-muvg;d=L;=—muvgrd+ Iw
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lw

Udi—’l)df:—m
Tw Tw
MU= == "3
2
Udz'-l-vdf:MU;Z;SIw = vy — wd
2vdi:—%+vs—wd:—£‘;—]\]}ud—wd
B 204 B 2rad
YT r 7 s
ijvzd+Md+
™ Vdq
s = :].
U= Tt IM + Emdl -
A Imvdi—IM’Udrl-deMvdi_23m/8
T Im+ IM+&mM 7
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Ejemplo 9

Problema 1. Un cilindro de masa M y radio R tiene enrollada una cuerda en una hendi-
dura de radio r<R, y de masa despreciable que la hace rodar sin deslizar a lo largo de un
plano horizontal. La cuerda pasa por una polea y de su extremo cuelga un bloque de masa

m. Determinar la aceleracion del bloque y su velocidad cuando haya descendido h metros
partiendo del reposo.

MM

Solucién:

T—F,.=Ma,
mg—T =ma

a
T F.=la=1-°5
r+ R « =

r Qe

61



D2
R = ma ,a:ac—l—OAT:aC—FfT

. gmr’—R?gm
 Rmr—R?m—M R2+1

I3 + Mac

F,=T - Ma,=—1 —Ma.=
A |
a T I r :
]RQ_Macﬁzﬁ—ME gm(fr?_R2>
T r 2 — R2m — 2
Tl (E+1) Rmr—R?>m—M R*>+1
v=at, h:lat2 1= zh
2 a

v=+v2ah
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EJERCICIOS



Un barra rigida de largo L y masa M esti cayendo en el plano vertical con velo-
cidad V', cuando el extremo A hace contacto con un pivote fijo, como muestra la

figura. ;Cuéal es la velocidad angular con que la barra empieza a rotar en torno
al pivote? Sol.: = 3V /2L.
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61.- Un cilindro s6lido y un aro delgado, ambos de igual masa M y radio R
bajan rodando por un plano inclinado, que hace angulo con la horizontal, conec-
tados por una barra rigida y de masa despreciable, como muestra la figura.
Suponiendo que no hay deslizamiento y el roce de la barra con las unioners al
cilindro y el aro es despreciable, encuentre: a) Aceleracion con que bajan los
objetos, b) fuerza sobre la barra. Sol.: a) a = (4/7)gsen, b) F = (1/7)Mgsen,
compresion.
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62.- Un cilindro homogéneo, de radio R y masa M, es remolcado hacia arriba en
un plano inclinado, que hace angulo de 30A% con la horizontal, mediante una
fuerza constante F' = Mg /2, aplicada al extremo de una cuerda enrrollada alre-
dedor del cilindro, como muestra la figura. Suponiendo que el cilindro rueda sin
deslizar, encuentre la aceleraciéon del centro de masa del cilindro. Sol.: a = ¢/3.
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63.- Una barra rigida, de largo L y masa M gira sobre una superficie horizontal
sin roce con velocidad angular en torno a una clavija fijo en su extremo A. En
cierto momento se inserta una segunda clavija en la superficie, de modo que al
llegar el extremo B de la barra a ésta, la barra se engancha con la clavija en B,
al mismo tiempo que se suelta de la clavija en A. ;Cual es la velocidad angular ’
con que gira ahora la barra en torno al punto B?. Sol.:
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64.- Una barra so6lida de largo L unida a una cuerda ideal de largo L/2 gira sobre
una superficie plana horizontal sin roce, con velocidad angular constante, alre-
dedor de un eje vertical ubicado en el punto O, como muestra la figura. ;A qué
distancia R del eje debe insertarse en el plano un clavo, de modo que al impactar
la barra contra el clavo, esta quede en reposo? Sol.: R = (13/12) L.
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65.- Considere un cilindro macizo de radio r y masa m que rueda sin resbalar
sobre una cavidad cilindrica de radio R. Encuentre la ecuaciéon de movimiento.

Sol.: .
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66.- Considere un cilindro hueco de radio R y masa M, que se encuentra en equi-
librio sobre la punta de una cuna. Se le da al cilindro un pequeno desplaza-
miento lateral, de modo que empieza a caer. Calcule el angulo, medido con res-
pecto a la vertical, para el cual el cilindro se despega de la cufa. Sol.: 60AzZ.
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67. Una escalera se encuentra apoyada contra una pared sin roce, de tal modo
que forma un adngulo con la vertical. Suponiendo que tampoco hay roce entre la
escalera y el suelo, encuentre el Angulo para el cual la escalera se despega de la
pared.
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68. Un cilindro s6lido de radio R y masa M descansa sobre un par de rieles incli-
nados con angulo respecto de la horizontal. Sobre el cilindro esta enrrollada una
cuerda ideal, a la cual estd unida una masa m, que cuelga como muestra la
figura. Encuentre la aceleraciéon con la que el cilindro sube por los rieles, supo-
niendo que rueda sin deslizar.
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69.- Encuentre la aceleracién con que la masa M se mueve por el plano inclinado
de la figura, suponiendo que las poleas son discos macizos de radio R y masa my
y no hay roce entre M y el plano inclinado y las poleas ruedan sin deslizar con
respecto a la cuerda y no hay roce en sus ejes.
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70.- Un bloque de 2 000 kg se eleva mediante una cuerda ideal que pasa por una
polea y se enrrolla en un cilindro de 15 cm de radio, accionado por un motor. El
momento de inercia de la polea es despreciable. a) ;Qué fuerza debe ejercer la
cuerda para elevar el bloque con velocidad constante 8 cm/s? b) ;Cual es et
torque que ejerce el cable sobre el cilindro? C) ;Cual es la velocidad angular del
del tambor?
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71.- Se cuelga una barra rigida, de largo L y masa M, por uno de sus extremos,
de modo que puede girar libremente y sin roce en torno al punto de sujeccién. Se
golpea la barra mediente una fuerza horizontal que desarrolla un impulso Jg =
Ft, a una distancia x por debajo del punto de suspensiéon. ;Cuéal es la velo-
cidad del centro de masa de la barra luego de plicado el impulso? Sol.: Vi =
3Jox/2LM.
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72.- Un cilindro circular de radio a esta en contacto en las partes superior e infe-
rior con dos correas transportadoras, como muestra la figura. Si las correas se
mueve a velocidades vi y v2, encuentre: a) la velocidad lineal del centro del
cilindro, b) la velocidad angular del cilindro.
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