Dinamica del cuerpo rigido:
momento de inercia, aceleraciéon
angular.

En un so6lido rigido las distancias relativas de sus
puntos se mantienen constantes.

Los puntos del s6lido rigido se mueven con velocidad
angular constante

Nota 1. ¢;; :{ é:i;; es el simbolo de Kronecker

Energia Cinética:
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Tialif)WaW 3

E=Z-T,\pwawps

Tensor de inercia;:

Taﬁ — Z mi(rz'Q(SaB — Tiariﬂ)
)

(Ax B)(C x D) =€, AjBreiinCiDy =
(8,160m — 6;m0k) A;BrCiD, —A.CB.D — ADB.C

Momento de Inercia

Rotacion alrededor del eje z:

1
E= §Igw§

I3 es el momento de inercia respecto al eje z:

I3="T533= Z m;d?, d; = distancia del punto i al eje 2
i

Ejercicio 1. Encontrar I e Is.

Problema 1. Considere una molécula de Oxigeno (0O2)
rotando en el plano xy alrededor del eje z. El eje de rotacién



pasa a través del centro de la molécula, perpendicular a su
longitud. La masa de cada atomo de Oxigeno es 2.66 1026
kg, y a temperatura ambiente la separaciéon promedio entre
los dos atomos es d=1.21 x 10~ !%m.(Los 4tomos se suponen

puntuales).

(a) Calcule el momento de inercia de la molécula alrededor
del eje z. R:1.95 x 10~ 4%kg — m?2.

I=m(2d?/4) =md?/2 =2.66x1.212210~46 /2

(b) Si la velocidad angular de la molécula alrededor del
eje z es 4.60 x10'2 rad/s, encuentre la energia cinética de
rotaciéon.R:2.06 x 10~21.J

Calculo de Momentos de Inercia

Consideremos un solido de densidad p, el momento de
inercia respecto a un eje fijo es:

1= playd(w)?dni—  [dop(@)d@)? =

/dm(f) 02(7)

Z puede ser un vector uni,bi o tridimensional.

Ejercicio 2. Encuentre el momento de inercia de una
circunsferencia con masa M, uniformemente distribuida,y
radio R, respecto a un eje perpendicular a la circunsferencia
que pasa por su centro.
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Ejercicio 3. Barra uniforme de largo L y masa M.
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|
: 4—14~‘
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|
l.-. L :
5 3 3
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_ 2 __ L —
I—/_£ dxpx —2p24 15
2
M=pL,p="2
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Ejercicio 4. Cilindro uniforme de radio R,masa M y largo
L.

dm=2nrdrdzp,l = p/ 2rrdrdzr? =

R R4
27TpL/ d7°7"3:27rpL—
0 4
R R2
M:/ 27Trdrdzp:27er/ drr :27TL[)7
0
M =rLpR?
4
[—on M R —Lyge

"TLR2 4 2

Ejercicio 5. Casquete cilindrico



I =MR?
Ejercicio 6. Cilindro hueco

SP——tg
v .
~—— % R,

4

dm=2nrdrdzp, = p/ 2nrdrdzr? =

R> 4 4
27TpL/ drr3 =2npL (3 — RY)

R, 4
R 2 P2
M:/ 27T'rd'rdzp:27er/ drr :27TLp(R2 5 1)
R,
M ==Lp(R3 — R3)
4 4
I = 2r ];4 2L(R R _
1 L (RQ—Rl) !
5M (R3+ Ri)

Ejercicio 7. Tablilla rectangular de lados a, b



,, P ffﬁ
dm = pdxdy
I= p/da:dy(:v2—|— y?) :p(b/ d:I:a:2—|—a/ X
a3 b3 a3
M = pab
a3 b3
N ab N 12

Ejercicio 8. Casquete esférico de radio R.

dm = pR?sen0d0d¢



I= pRQ/ sendfd¢(Rsenf)? :27TpR4/ dfsen30
0

1
27TpR4/ du(l—u?) = %WpR4 u=cos 0
—1
M =4rR?p
8 M 2
I== 4=ZMR?
3 dmR2 3

Ejercicio 9. Esfera solida, alrededor del eje z

R
I:§p477/ r2drr?= S R?
0

157
2 4 3
M:p/ 41r dr:§7er
8m 3M 2
I=— 5=ZMR?
1547‘(‘R3R 5 k

Teorema de los ejes paralelos

I = Iy + MD?



dm

[:/dm(:c2+y2) r=rcm+2 y=ycm+y’'

1= / dm(aas+ v2u)

+/dm(w’2+ y’2) —|—2xCM/dm:B’—|—2yCM/dmy’:
MD?+ Icp+0

Ejercicio 10. Encuentre el momento de inercia de



una barra de largo L y masa M alrededor de un eje
perpendicular a la barra que pasa por un extremo.

L\?2 1 1
= = — ML?2==-ML?
1 M<2) +12 3

Momento Angular Total:
E:Z Fixmivi :Z mZFZX(CUXFZ):
i i
Z m;i(Or? — Fiw.r;) :Z mi(r%a[g — TiaTig)Ws
i i
La = Tagwg

A X (B X C) = GijkAjEk;lnBlCnZ
(05105, — 0indj1)A,;BICy, =
B;,AC—-C;A.B

Rotacion respecto al eje z

L3 = Ingg

Ecuaciéon de Movimiento

Los momentos de inercia de un soélido rigido son
independientes del tiempo.

Nota 2. En general
La = Taptp

10



Ejercicio 11. Una varilla rigida de masa M y longitud
[ rota sin friccién alrededor de su centro (Fig. ). Dos
particulas de masas mi y m2 se pegan a sus extremos. La
combinacién rota en un plano vertical con velocidad angular
w

(a) Encontrar la magnitud del momento angular del
sistema.

L=1w

I—LMZQ—I—m i 2—I—m i : =
T 12 1\ 2 2\2 ) ~

1?( M
Z(? +mq ‘|‘m2)

(b) Encontrar la aceleracién angular del sistema cuando la
varilla hace un dngulo 6 con la horizontal.

¥

my

Mog

m

m g

Tz(mz—ml)g%cosﬁ—l—Mg x 0

11



(ma2—m1)g cosf

[

=
_(?‘I‘m1‘|‘m2)

4

Ejercicio 12.

A
-0 m
vl | 1)
e

L=mwR+mevR+ =

R
(torque externo)migR = Ccli_lt; =(m1+mo)Ra+1 %

mi1g
(m1+m2)+ %

a =

Ejercicio 13. Una estrella rota alrededor de un eje que
pasa por su centro con un periodo de 30 dias. Después
que la estrella se transforma en supernova, su centro de
10%km.colapsa para formar una estrella de neutrones, de
radio 3 km. Cual es el periodo de rotaciéon de la estrella

de neutrones?

Iiwz-:Ifwf
L=tMR}  Ij=2MR}

27 27 Iy Ry 2
=21 Ti=TiL=T
T Ty T, (Rz‘)

12



Tf:.233

Ejercicio 14. Una plataforma horizontal con forma de
disco de radio R =2m. y masa M = 100kg, rota en un plano
horizontal sin roce alrededor de un eje vertical que pasa por
su centro. Un estudiante de masa m = 60kg. camina desde
el borde de la plataforma hasta una distancia r¢ = 0.50m
del centro. Si la velocidad angular de la plataforma cuando
el estudiante estaba en el borde era 2 rad/s, encuentre la
velocidad angular al final.

._‘-_\{f—-"'f

I'{ . I r-\:’
S

Iiw@':Ifwf

e

f [ Iy
1:%MR2+m’r2
_9 (50 x4 +60x 4) —2440:4.1rad/8

YT E0x4+60x0.25 “215

13



Ejercicio 15. Rueda en rotacién

L;= Lf — Lrueda
Lf = Lestudiante - Lrueda
Lestudiante — 2Lrueda

Ejercicio 16. Descomponga la energia cinética de un
cuerpo rigido en energia cinética de traslaciéon del CM y
energia cinética de rotaciéon alrededor del CM.

1 — —

K= It =3 dmien 43 -
VA
1 — — —

5 (%M—I—K’—I—’UCM.Z mwi’ =

1

1.

~Miéy + K’
2
1

“Tapwaws

K’'=
2

14



Ejercicio 17. Disco y palo. Un disco de masa mg = 2kg.
impacta un palo de masa m, = 1kg. que reposa sobre una
superficie de hielo sin roce, con una velocidad vg; = 3m/s.
Suponga que el choque es elastico.

Encuentre la velocidad de traslacion del disco, del palo y
la velocidad de rotacion del palo después del choque.l, =
1.33kg — m? alrededor de su centro de masa. La longitud
del palo es [ =4m.

vy =3.0m/s

Mg = MpUs + Mquq f

1 1 1 1
§mdv§i = §md’0621f + §mpv§ + §Ipw2
l l
—mdvdi§ = —myvyg 5 + Ipw

vagr=2.3m/s vs=13m/s
w=—2rad/s

Problema 2. Teorema de los ejes perpendiculares.
El momento de inercia de una lamina rigida y plana
respecto a un eje normal a su plano es igual a la
suma de los momentos de inercia respecto a dos
ejes perpendiculares situados en el plano que se

cortan en el eje normal.
I3 = /dm(w2 +y?) = /dm:t;2 + /dmy2

15



Ejercicio 18. Giro sin deslizamiento. Consideremos, como
indica la fig, el giro hacia abajo por un plano incli- nado de
un objeto de periferia circular y una distribu- cién simétrica
de masa alrededor de su centro. (Puede tratarse de un
cilindro s6lido, un cilindro hueco, una esfera, etc.)

Rotacién alrededor del punto instantianeo de contacto.
En cualquier instante el movimiento consiste en una
rotaciéon alrededor de P, punto de contacto con la super-
ficie inclinada. La direccién del eje de rotacién es cons-
tante, aunque su posiciéon avanza a lo largo del plano. La
aceleracion en el movimiento del cuerpo que rueda se calcula
teniendo en cuenta que instantidneamente el movimiento
es simplemente una rotacién alrededor de un punto en la
periferia del objeto. El momento de la fuerza respecto de P
debe ser igual a la variacién respecto al tiempo del momento
cinético alrededor de P (véase figura).

El caracter del movimiento de un cuerpo rodando es,
en cualquier Instante, la rotaciéon alrededor del punto
instantaneo de contacto P.

L=(MR?>+ 1w =(MR?+ I)%

T=MgRsen6
, 2
L:%a:MgRsenﬁ
a= g —— sen 6
1+

M R?

16



Ejercicio 19. Péndulo fisico

mg

T=—mgdsend = 1,0 Io=1Icy + Md?
I, =—mgdf 6<1
_ /mgd
w= 7,

Permite determinar empiricamente I,,.

Momentos y productos de inercia:Ejes
principales y ecuaciéon de Euler

El tensor de inercia es, visto como matriz:

I11 I12 I3
T'=| I21 I2o 123
I3 I32 I33

17



Como ya sabemos, los elementos diagonales se llaman
momentos de inercia.

Los elementos no diagonales son los productos de
inercia.

En todo solido rigido, podemos encontrar un conjunto
de ejes(ejes principales) donde T es diagonal.

El momento angular del s6lido respecto a los ejes
principales es:

E = [ + Towoy + I3ws3 2

Los ejes principales estan atados al cuerpo y dependen
del tiempo(Movimiento relativo).

E = Lhonx + Irasy + Isazz + Ilwlaé + IQ(UQ@j +
Igtdg,é

Recordemos que el cambio temporal de un vector en
rotacion es:

cy
I
&l
X
=)

8
I

&l
8

IS

Ny, 5

-

€ &

X X X
Nl

Ecuaciones de Euler:

.
—

L :Il&lf—FIQOZQ?j—FIgOég% + @ XE:?

18



incipales.

ejes princ

torque respecto a los

,7—_’

71 =Tlay — (I — I3)wows

To = Isag — (I3 — I7)wswy

T3 = Isag — ([1 — I2)wiws

Ejes fijos.
idas por una

ido de dos particulas

1g
Volvamos al sistema de dos masas puntuales un

20. Rotor ri

ercicio

J

E

O que pasa

e fij

€)

barra sin peso, que giran alrededor de un

R
S R G
mmmx
S0 3.9
2500
— —
FagE
n O .
9o 2 s B
= 0
Dy 2 S
zaloe
4 093
u1mso
5 2 5
nsmt
0”58
Y g
g L3
Sa.PbEn
S22 3
S 2 ab
g & O
eda.wb
—
o) ®)
Sa
moay
tm.ma
nrnr
Crr
o L
= g g
S.mr.nl_a
b~ S S
o O
20 9 8

inado por la

perpendicular a la barra en el plano determ

barra y w.

a

instante representado est

El eje z (no indicado) en el

d

6n de ejes

Con esta elecci

do hacia el observador.

irigi

resulta

I, =2ma?

I,=0

2ma?

Z:

I
wy:wCOSH

wsenb

Wy =

19



w,=0

2

J =ma“w sen 0z

Para mantener la velocidad angular constante debemos
aplicar un torque:

T=0 X J

T71=0

T2=0

2wsenfw cosfh =

2(4)2

T3 = —2ma

—2ma sen 6 cos 0

Ejercicio 21. Disco circular

Ejercicio 22. Trompo o giréscopo

Equilibrio estatico

e

Condiciones de equilibrio:

Z F;=0 equilibrio traslacional (1)

(]
E 7, =0 respecto a cualquier eje. equilibriorotacional

1

equilibrio translacional:CM se mueve con velocidad
Uem constante respecto a un sistema inercial.

20



equilibrio rotacional: El cuerpo rota con velocidad
angular @ constante, respecto a cualquier eje.
Equilibrio estatico:t.y, =0=d

Si (1) se satisface, entonces el torque total no depende
del punto O.

Sea R el vector posicion de O’ respecto a O.

T = E ri X Fj FiZR—I-FZ-/

Ejercicio 23. Balancin

Una tabla uniforme que pesa 40N soporta a un padre y a
su hija que pesan 800N y 350N respectivamente. El pivote
esta bajo el centro de gravedad de la tabla.

Si el padre esta a 1m del pivote

(a) Encuentre la fuerza normal que el pivote ejerce sobre la
tabla.

n —40—800—350=0
n=1190N

|=— 1000 - 3 -

S N

400 N
800 N 250 N

21



(b) Encuentre donde la nina debe sentarse para equilibrar
el balancin.

800x1—-350xd=0

800

Ejercicio 24. Escalera inclinada

Una escalera uniforme de largo [ y peso m g = 50N se apoya
sobre una pared vertical suave. Si el coeficiente de roce
estatico entre el suelo y la escalera es pu = .4, encuentre
el A&ngulo minimo 6y para que la escalera no deslice.

(@) ib)

mg—n=20
pn—P=0 fr<pmn
mg%cos@ — Plsenf =0

_mg _ 1
tanf = iz _2,u =1.25

0o = 51°

22



Ejercicio 25. p357

Un anillo plano de masa M = 2.40 kg, radio interior
R; = 6.00 cm, y radio exterior R, = 8.00 cm rueda(sin
deslizarse) subiendo un plano inclinado que hace un angulo
0 = 36.9°(Fig.). Cuando el anillo estd en la posicion x =
2.00 m sobre el plano, su velocidad v =2.80 m/s. El anillo
sigue su ascenso y luego se devuelve, sin salirse del plano
inclinado.

(a) Encuentre el momento de inercia del anillo

(b) Encuentre la distancia = ; de maximo recorrido.

\,!H

R.
I= /dmr2:27rp/R drr?’:gp(Rg — R}

M =mp(RZ — R7)
Iom = %M(R% + RY)
v
Re
(IeMm + ]\4Rg)Ri = Mgsenb6R,

e

(b) L =Iw = (Icm + MR?)

v=1v9— at
Vo

23



Ejercicio 26. p360

Un cilindro con momento de inercia 17 rota alrededor de un
eje vertical sin friccién, con velocidad angular w; . Un segudo
cilindro con momento de inercia Io y que inicialmente no
rota cae sobre el primer cilindro (Fig.). Debido a la friccién
entre las superficies de contacto, los dos cilidros finalmene
alcanzaran la misma volocidad angular wy .

(a) Calcule wy.

(b) Muestre que la energia cinética del sistema decrece
con esta interaccién y calcule el cuociente entre la energia
cinética final y la energia cinética inicial.

2§ J
ﬂ?;‘

So6lo hay torques internos. Se conserva el momentum
angular:

Lhw;=I1+ I)wy

(a)wlell wi

1+ 12

()K= %(11 +L)wt K= %11%-2
Kf_ 1
K; I+ 1

Ejercicio 27. p385

Una barra uniforme de masa my y longitud [ soporta bloques
de masas m1, m2 en dos posiciones, como se muestra en la
figura. La barra se sostiene en dos puntos.

Para cual valor de x la barra se encontrard balanceada en
P tal que la fuerza normal en O se anula?

24



A
|
f

Fuerzas:
no+np—mpg—mig—mog=>0

Torques:

[ [
magx —mpgd — m1g(§ + d) + no<§+ d) =0 no=0

mpd + ml(é + d)

Ejercicio 28. p423

Un péndulo fisico en la forma de un cuerpo plano realiza
un movimiento armoénico simple con frecuencia f = 0.450
Hz. Si el péndulo tiene masa m = 2.20 kg y el pivote esta
a una distancia d = 0.350 m del CM, encuentre el momento

de inercia I del péndulo.

16 = —mgdsenf~—mgdf 06K1

w:\/ngd:%Tf
j mgd

o 471.2]32
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_ 2.209.82.35 _ 7.55

— = =0.95
413.142x.45%2 7.99

Ejercicio 29. p425

Una esfera soélida de radio R rueda sin deslizamiento
en un agujero cilindrico de radio R.=5R, como se
muestra en la Figure P13.56. Muestre que, para
pequenos desplazamientos desde el punto de equilibrio,

perpendiculares a la longitud del agujero, la esfera tiene
28R

un movimiento armoénico simple con periodo T:27T\/ S

L=I2=(Icm+ MRQ)%

R
T=—MgRsen=—MgR0
(Icm + MRQ)% = _MgR6

a=4R0
f=—__ Mol

- 4(Icm + MR?)

ICM:§MR2
..__5—9
0= 28R

. 5g 2w

w_\/28R_T

T=2m 281

59
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