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Momento magnético, correcciones al vértice y factores de forma

De la ecuacién de Pauli

. oY 5 eh

h=— =Hy = —(p-— 7A ed— —oB

1% o= (o= SAF +e0 - By

El dltimo término posee la forma de la energia potencial de un dipolo
magnético en un campo externo. A "leading order” en % el electrén se
comporta como una particula que tiene asociado un momento magnético

h g 5. s—ns=i%
2mc mc 2

Donde el radio giromagnético posee un valor igual a 2.
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Momento magnético, correcciones al vértice y factores de forma

Ahora consideramos correcciones cudnticas al vértice, y denotaremos a la suma de
los diagramas involucrados en las correcciones por —/e/\”(p p’) y nos

preguntamos cudl serd la forma de —ieA*(p, p’). A "tree level” A*(p,p') ="y
el vértice debe ser una combinacién lineal de p, p’, v* ademds de constantes m y
el escalar permitido g2, as

AN =~A*A+ (p' +p)*B + (p' — p)C

Aplicando la identidad de Ward y haciendo un sandwhich entre u(p’) y uﬁp) el
término que acompana a A es igual a 0 y aplicando la ecuacién de Dirac e
término que acompana a B se hace 0, por lo tanto C=0. Utilizando la identidad
de Gordon (demostrada mds adelante)

O'
N =y Fy(q?) + mqV Fa(q?)

Y el momento magnético anémalo del electrén a un loop lo identificamos como

g =2[F1(0) + F>(0)] =2+ 2F»(0)
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Diagrama y reglas de Feynman

El diagrama involucrado a primer orden en el momento magnético
anémalo del electrén estd dado por

donde p' = p+g.
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Usando las reglas de Feynman para QED, el vértice posee la siguiente
forma:

4 — i} v . (g — m . i — )
—ieN'(p, p) = (:rrl)(“ K2 i ) T (_#k)Z ‘iTnZ i e (—e") » _(i)z lj—:q;ni PRl
_ [ d% V(= K m (P — K+ m)y 603
2m)* [(p" — k)* = m* +ie] [(p — k)* — m? + i€] (kK + i€)
_ _I.e2/ d*k V(P — kA mH(p— K+ m)
2m)* [(p' = k)? = m? + i€] [(p — k)? — m?* + €] (k* + i)

. Con el fin de reordenar esta expresion para obtener el valor de esta
integral, utilizamos pardmetros de Feynman.
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Parametros de Feynman

Demostramos la siguiente férmula

. (n—1)!
A; / dxi.. / dxnd yi—1
j:HO J Z ! Z, 1X1Al)n
Demostracion:
oo oo oo oo oo n
/ dy1.../ dyne A1 Anyn :/ dy1.../ dyn/ dsé Zy;fs e A=~ Ay
0 0 0 0 0 ey
(e () oo n
= ds/ dy1.../ dyne AT T AG (N "y — s
0 0 0 )
1

Realizando la substitucién y; = sx;

oo [e'S) [e’s) n
/:/ dss"/ dx1.../ dxge”(AratHAma)ss (N 1) s
0 0 0 ey
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Parametros de Feynman

4(x)

De las propiedades de la funcién v, tenemos que §(ax) = T Por lo tanto

n
1) <<Zx,— — 1> s) = 76 (Zx, — 1)
i=1
— 1 = / dss"_l/ dx1.../ dxne_(A1X1+"'+A"X" N (ZX,‘ — 1)
0 0 0 —

Resolviendo

/Oo dss"le—(Avat...+Anxn)s — (n— 13!
0 (Shix4)) " log(e)"

Reemplazando
n—1)!
= [ [ (- >(A)

—1 L,
Pero 1 =TT, [y dyje ¥ = (1‘[}’:1 AJ-> , por lo tanto la férmula queda
demostrada
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Calculo del denominador

Nuestra férmula para los parametros de Feynman se ven de la siguiente
forma

1 1 1—x 1
—_— = 2/ dx/ dy 3
A1A2A3 0 0 [Ai1x1 + Asxo + A3(1 — x — y)]

donde (colocando p? = p? = m?)
Ar=(p — k)2 —m? +ie=p? —2p k+ k> —m? +ie= k> —2p'k + ie
Ag:(p—k)2—m2+ie:p2—2pk+k2—m2+ie:k2—2pk+ie
As = k% + e
Por lo tanto, el denominador (denotado como D) quedard como
D=Aix+ Ay +A3(l—x—y)
= (K? = 2p'k +ie)x + (k* — 2pk 4 i€)y + (k® +ie)(1 — x — y)
= k®x — 2p'kx + iex + k®y — 2pky + icy + k? — K’y — k®x + ie — xie — yic
= k2 —2(p'x + py)k + ie = k? — 2p'kx — 2pky + ie
2 .
= (k= (P'x+py))” = (p'x+py)* + ic
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Calculo del denominador

D= (k—(p'x+py))* — (p'x + py)? + i
Realizamos el siguiente cambio de variables
k' =k —p'x—py
D= Kk? — p’x2 — 2xypp’ — y2p? + ic
= k'2 — (x® + y?)m? — 2xypp’ + ie

Por dltimo, expresamos el denominador en términos de q. Recordando que

i

Pr=p+q=q"=(p —pP=p?—2pp +p°=pp' =m" — >

= D =k"? — (x2 + y?)m? + xyq* + ie
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Calculo del numerador

Ahora trabajaremos el numerador
N =~"(p = k+m)y"(p— k+m)y
Escribiendo el numerador en términos de nuestra variable k'
N=9"(p =K —xp' —yp+mpy"(p— K —xp' —yp+m)w
= (L =x)—yp+m) (p(L—y) —xp +m) v + 7Ky K7
= m*y o+ my (1= x)p = yprt + (L= y)n™p = ] K K
[ =X)L = y)p' " p = x(L=x)p' " p =y (L= y)py" p+yxprt Pl v
Usando algunas propiedades del algebra de Clifford
avP gy = a%yuvar” = a%(28ua — Yayu) Y = 2a%guat — a%yavuY" =24 — 4¢ = 24
Yt = =29
Yupby" = 4ab

N =—2m’y" +4m [(1 - x)p™ + (1 — y)p" — yp* — xp'*]
97 (P —x) —yp) v (p(L—y) — xp') v + 7 K K v
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Calculo del numerador

Tomando en cuenta que
Vi abgvu = —2¢bp
y aplicando esto en el pentltimo y lltimo término del numerador

N = —2m?y" +4m[(1 - x)p"™ + (1 - y)p" — yp" — xp'*]
=2(p(L—y) = xp) 2" (p'(1 = x) —yp) — 26K

Notemos que

(p+pP)V'(A—x—y)+(p —p)"(y —x) = p" — xp" — yp!" + p'* — xp'" — yp'* + yp'*
— xp™ — ypH 4 xph
=L =x)p* + (L —-y)p* —ypt —xp*

Reemplazando en nuestra expresién para el numerador:

N=—2m’y" +4m[(p+p ) (1 —x—y)+(p — p)(y — x)] — 2K "k
—2[p( —y) —xp'] 2" [p'(1 = x) — yp]
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Calculo del numerador

N=—2m’y" +4m[(p+p ) (1 —x—y)+ (p = p)*(y — x)] — 2K "k
=2[p(1—y) = xp'| 4" [p'(1 = x) — yp]

Analizamos el dltimo término. Haciendo p = p’ — ¢ en el primer paréntesis
cuadrado y p’ = p+ ¢ en el segundo paréntesis cuadrado. Asi para el dltimo
término

[p(1 =) = xp' T2 [/ (1= x) = yp] = [p'(1 = x = y) = g(1 = Y)] " [p(L = x = y) + (1 = )]
=1 —x—y)2pyp+(1—x—y)(1—x)p+"g
—L=x=y) Q=P — (1 =X)L - y)ir"d

Como pu(p) = mu(p) y a(p')p’ = mi(p')

[P =) = xp 7" [P/ (1= %) = yp] = m(1 = x = y)*y" = (1= )(1 = y)gr"q
+m(L—x—y) [(1—x)v"g — (1 - y)gr"]

Reemplazando esto en el numerador
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Calculo del numerador

N=—2m*y +4m[(p+p' )" (1= x—y)+ (P’ — p)*(y — x)] —2m*(1 — x — y)*4* — 2k'v* ¥’
—2m(1 —x—y) [(1 =) — (1 — y)gr*] +2(1 = x)(1 — y)gr"' ¢

Notando que ¢v"¢ = 2¢q" — ¢dv"

N =—2m*y" +4m[(p+p')*(1 = x —y) + (p' = p)"(y — x)] — 2m*(1 — x — y)*y* — 2k'y"K
—2m(1 —x—y) [(1 = x)v"*g — (L = y)gr*] — 2(1 = x)(1 = y)dgr" + 4(1 — x)(1 — y)dq*

Ademias K'v# Kk = 2§ k'™ — K k'~*, por lo tanto

N=—=2m"y" +4m[(p+p ) (1= x—y)+ (P — p)*(y — x)] —2m*(1 — x — y)*y# — 4k K"

—2m(1—x—y) [(1 = x)v"*d — (1 — y)gr"] — 2(1 — x)(1 — y)gdr* + 4(1 — x)(1 — y)dq*
+ 2k'2'y”

pero

a(p')gu(p) = a(p')(p' — p)u(p) =0
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Calculo del numerador

asi

N =—2m*y" +4m[(p+ p')*(1 = x = y)] = 2m*(1 —x — y)*y" — 4k’ K'*
—2m(1—x—y) [(1—x)7"g — (1 — y)gr*] — 2(1 — x)(1 — y)g®y* + 2k">4#

Con el fin de simplificar lo anterior, dentro de la integral

= 4K KV, = k"2
= k2P = 2k"2yH — 4R K'H

N =y* [-2m® —2m*(1 — x — y)® = 2(1 — x)(1 — ¥)q* + k"] + 4m(1 — x — y)(p + p/ )"

1
+4m(l —x —y) {1 - E(x+y):| i q,,

Donde hemos puesto %[7“, d] = 0" q,. Por dltimo demostramos y utilizamos la
identidad de Gordon
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Identidad de Gordon

—2ic" = [V A" = At = =ty = (20 = AtAY) = 29y =2t
= joMY = gtY — 4PV
Realizando el mismo proceso pero trabajando con el primer término del
conmutador

v

ighY = VAl — v

Entonces calculamos el término:

a(p)ic™ (pl, — pv)u(p) = a(p’) [(+*7* — 1" )P, — (""" — ¥*7")pv] u(p)
=a(p’) [v P — P = P + 4y pu] u(p)
= a(p)F'y" — (P + p)" + " plu(p)
Usando la ecuaacién de Dirac y su versién conjugada
(p — m)u(p) = 0 = pu(p) = mu(p)
a(p')(p' —m)=0= a(p')p' = a(p')m
Reemplazando

a(p")ia"" (p, — pu)u(p) = a(p")2my* — (p’ + p)*lu(p) = (p' + p)* = 2my* —ic*q,
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Calculo del numerador

Insertando (p’ + p)* en el numerador

N =y* [-2m® — 2m*(1 — x — y)? + 8m?*(1 — x — y) — 2¢*(1 — x)(1 — y) + k*]
—4m(1 — x — y)io"qu +4m(1 — x — y)ic"qu —2m(1 — x — y)(x + y)ic"’ qu

Luego la forma del vértice queda como

2 2 2
. A lx —2m? 72m(17><7y)+8m(17x7y)72q(1*><)(1*}/)]
A (p, p) = — 2ie / 2W)4/ / K2 — (2 + y2)m? + xy? + i3
1—x K2 —x —y)(x — y)ich? q,
/ 2W)4/ / v 2m(1 y)(x —y) q —APE(P) +

iouvq 2
ﬂ’-‘z(q )

2m

[k"2 — (x2 + y2)m2 + xyq? + i€]3

N Fa(a?) ke / / /1 x 2m(1 — x — y)(x — y)
2m (2m)4 [k’2 (X2 4+ y2)m2 + xyq? + ie]3

haciendo uso de la integral

/ d*k 1 B —ir(1)
(2m)* [K2 — (x + y)2m? + xyq? + i (4m)2T(3)[(x + y)>m? — xyq?]

y reemplazando en la integral sobre k tenemos que el factor de forma F»(q?

€s
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magnético andmalo del electrén

1-x lfxfy
Fala® =0) = 4w 2/ / x+y

Resolviendo por partes la dltima integral

1—x 1—x—
/ dy# =x—In(x)—1
0 x+y

Por lo que el valor numérico de F>(q* = 0) es

e?2 [1 «
F2(q =0)= 4— 571+1 :gz0.0011614

Lo que corresponde a nuestro momento magnético anémalo
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Mas loops y comparacién de resultado tedrico con el actual

A un loop hay sélo un diagrama para analizar, pero a 2 loops tendremos que los
diagramas involucrados seran

mientras a 3 loops hay 72 diagramas y a 4 loops ... 891 diagramas!. Hasta orden
4, el valor tedrico que tenemos del momento magnético anémalo a 4 loops es

a = 0.00115965218279(771)
mientras que el resultado experimental es

a = 0.00115965218073(28)

Cabe mencionar que el momento magnético anémalo del electrén es la
prediccidn tedrica mas precisa que se ha logrado en todas las teorias fisicas
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