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Introduccidn

@ Un Instantén es una solucién cldsica de una teoria de campo Euclidea con
una accién finita y no nula.
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Introduccidn

@ Un Instantén es una solucién cldsica de una teoria de campo Euclidea con
una accién finita y no nula.

@ Estas soluciones son las dominantes en la amplitud de dispersion del vacio a
vacio,

Z = (0|0) /DqJe*S[‘P’a}“p],

@ Su nombre ('t Hooft) conjuga dos palabras, soliton ‘-on’ e instante ‘-instant’

@ Nos permiten entender fendmenos en teorias de campos cudnticos andlogos a
penetracién de barrera potencial.
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“Toy Model” para un Instanton

@ En modelos simples de mecanica de particulas podemos ver que un Instanton,
en el limite semicladsico & — 0, entrega la misma informacién que el método
de WKB, donde

x2

IT(E) =ep{— [

X

dx [2(V — E)Y2[1+ O]},

es la amplitud de transicién de una particula con energia E sobre un
potencial V.
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“Toy Model” para un Instanton

@ En modelos simples de mecanica de particulas podemos ver que un Instanton,
en el limite semicladsico & — 0, entrega la misma informacién que el método
de WKB, donde

T(E) = epl— [ axa(v — )21+ O},

X

es la amplitud de transicién de una particula con energia E sobre un
potencial V.

@ Sabemos que la matriz de transicién puede ser escrita en espacio Euclideo,
iS = -5, como

(rrle™ /M) = N [ e &=,

donde en A — 0 la mayor contribucién se obtiene de S minimo.
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“Toy Model” para un Instanton

@ Supongamos un sistema unidimensional

2
H:%+vw,

tal que perturbativamente encontramos,

(xele HT/h|x;) = N/ [dx] e S()/M [det(—a% + v"(x))f

donde X minimiza la accién (‘;—‘2 =0).
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“Toy Model” para un Instanton

@ Supongamos un sistema unidimensional

2
H:%+vw,

tal que perturbativamente encontramos,

(xele HT/h|x;) = N/ [dx] e S()/M [det(—a% + v"(x))f

donde X minimiza la accién (‘;—‘2 =0).

@ Por otro lado,

(xcle HT/Mx;) =Y e EnT/ P (x| n) (nlx;),
n

donde Y, [n)(n| =1y H|n) = E|n).
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“Toy Model” para un Instanton

@ En el limite T — o0, donde x(—o0) = x; y x(00) = x¢, podemos identificar
Eo (< Ey < Ex--- < Ep) con el resultado de det(—97 + V" (x)).
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“Toy Model” para un Instanton

@ En el limite T — o0, donde x(—o0) = x; y x(00) = x¢, podemos identificar
Eo (< Ey < Ex--- < Ep) con el resultado de det(—97 + V" (x)).

@ Consideremos el caso del potencial de doble muralla:

@ Tenemos dos soluciones para x que minimizan S, X = —ay X = a, por lo
tanto una degenerancia en Eg, (—ale M7/ —a) = (ale=HT/h|a).
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“Toy Model” para un Instanton

@ Existe una tercera solucién que corresponde al Instanton. Esta es empezar en

N\ 2
—ay terminar en a, slo posible cuando £ = 1 (%) - V(x) =0,

a

= t=t+ [ de(2v)?
—a
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@ Existe una tercera solucién que corresponde al Instanton. Esta es empezar en

N\ 2
—ay terminar en a, sélo posible cuando £ = % (%) - V(x) =0,

a

_1
= t=t+ dx (2V)" 2.
—a
@ Con este tipo de solucién tenemos ahora dos autoestados de baja energia con

1
Ex=Shw fiKe >0/M
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“Toy Model” para un Instanton

@ Existe una tercera solucién que corresponde al Instanton. Esta es empezar en

N\ 2
—ay terminar en a, sélo posible cuando £ = % (%) - V(x) =0,

a

= t=f+ 7adx(2V)_%_
@ Con este tipo de solucién tenemos ahora dos autoestados de baja energia con
E: = %ﬁw + hKe= /M,
donde w = v/'(x) y So = [?, dx(2V)2.

@ La degenerancia es rota por una tunelamiento de la barrera proporcional a la
amplitud de transicién

E. —E_ = 2hKe >/" = 2nK|T(E)|.
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Teoria de Yangs-Mills y Homotopia

@ El caso mas simple de una teoria de gauge no-abeliana es la teoria de gauge
SU(2). Esta teorfa definida en el espacio Euclideo R*, cuando no
consideramos campos de materia, tiene una accién

1
=5 [ & Tr[FuFul,
en términos del tensor de campo
(Ta

Fuv = 8- Fitw = Ay — Ay + [Au Ay,

Aqui Ay es la representacién matricial del campo de gauge Aj(x) con
a=1,23,

Ua
Ay(x) = gT"”A; = gEA;(X)'
donde 02 son las matrices de Pauli.
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Teoria de Yangs-Mills

@ Las ecuaciones de campo derivadas de esta accién son:

Dy Fuy = 0y Fuy + [Ay, Fuv] = 0.

René Araneda Gysling (PUC) Mayo 2017 9/22



Teoria de Yangs-Mills

@ Las ecuaciones de campo derivadas de esta accién son:
@ Bajo una transformacién de gauge

-1 -1
Ay— A, = 0A01+00,07
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tanto la accién como las ecuaciones de campo son invariantes.
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Teoria de Yangs-Mills

@ Las ecuaciones de campo derivadas de esta accién son:
@ Bajo una transformacién de gauge

-1 -1
Ay— A, = 0A01+00,07
Fu = Fly = QFQ7Y

tanto la accién como las ecuaciones de campo son invariantes.
@ Con funciones ()(x) matrices de 2 X 2 que representan el espacio SU(2).

@ Accién finita = definir al campo A, no-divergente e imponer que Fy;, — 0,

. 1/2
sobre la superficie S3 en r = |x| = (x? + x5 + x3 + x2) ? -
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Teoria de Yangs-Mills

@ Las ecuaciones de campo derivadas de esta accién son:
@ Bajo una transformacién de gauge

-1 -1
Ay— A, = 0A01+00,07
Fu = Fly = QFQ7Y

tanto la accién como las ecuaciones de campo son invariantes.

@ Con funciones ()(x) matrices de 2 X 2 que representan el espacio SU(2).

@ Accién finita = definir al campo A, no-divergente e imponer que Fy;, — 0,
sobre la superficie S3 en r = [x| = (x? + x5 + x3 +x§)1/2 =00

@ La configuracién mas simple que implica una accién finita es cuando
Fuv = 0, que se logra tomando A, = 0 (condicién de puro gauge).
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Teoria de Yangs-Mills

o Esto se extiende para cualquier campo transformado A; construido a partir
de Ay =0,

A(x) = Q(x)9,Q7 1 (x).
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Teoria de Yangs-Mills

o Esto se extiende para cualquier campo transformado A;l construido a partir
de Ay =0,

-1
AL (x) = Q(x)9, Q7 (x).
@ Podemos pedir que esta misma condicién se cumpla en la superficie 53,

lim AV(X) = (A;[(X))Sgo = Q(al,ag,a3)8ﬂ0*1(zx1,az,oc3),

r—oo

donde a; son las variables que parametrizan la superficie S3,.
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Clasificacion de homotopia

@ Existe un ndmero infinito de funciones Q) (a1, a2, #3) que cumplen con la
condicién de borde anterior.
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Clasificacion de homotopia

@ Existe un ndmero infinito de funciones Q) (a1, a2, #3) que cumplen con la
condicién de borde anterior.
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Clasificacion de homotopia

@ Existe un ndmero infinito de funciones Q) (a1, a2, #3) que cumplen con la
condicién de borde anterior.

o Estas funciones pueden ser clasificadas por consideraciones de homotopia.

o O(ag, &2, a3) representa un mapa entre la superficie S3, y el grupo SU(2),
que es la superficie 3-dimensional S3 de la esfera unitaria en 4 dimensiones.

@ Por lo tanto, existe un nimero infinito de mapas de 5030 en S3.

@ Se asocia a cada mapa un ndmero entero que clasifica su homotopia; mapas
asociados a un mismo entero pueden ser continuamente deformados entre si.

o Tenemos I13(S(2)) =T13(S3) =Z
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Clasificacion de homotopia

@ En nuestro caso el entero que clasifica las funciones U(le, oo, 043) es el indice
de Pontryagin (Ndmero winding o de vueltas),

q= / d*x Tr[FuFu),

162

con I:_W = %ewaﬁFaﬁ el dual del tensor de campo.
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Clasificacion de homotopia

@ En nuestro caso el entero que clasifica las funciones U(le, oo, 043) es el indice
de Pontryagin (Ndmero winding o de vueltas),

_ 4
= 16 5 /d x Tr| FPﬂ/FIW]

con I:_W = %ewaﬁFaﬁ el dual del tensor de campo.

@ Esta cantidad es invariante de gauge y Lorentz, y no es considerada en la
parte cinética de la accidn porque es puramente una derivada total,

g2 4
_ [
q= G/d XBVJ,

donde JI = e""*BTr[A,0,Ag + B Ay AcAg]
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Clasificacion de homotopia

@ En nuestro caso el entero que clasifica las funciones U(le, oo, 043) es el indice
de Pontryagin (Ndmero winding o de vueltas),

_ 4
= 16 5 /d x Tr| FPﬂ/FIW]

con I:_W = %ewaﬁFaﬁ el dual del tensor de campo.

@ Esta cantidad es invariante de gauge y Lorentz, y no es considerada en la
parte cinética de la accidn porque es puramente una derivada total,

g2 4
_ [
q= G/d XBVJ,

donde JI = e""*BTr[A,0,Ag + B Ay AcAg]
@ Podemos demostrar que para los A, — Q(aq, ocz,a3)8y0’1(uc1,a2,a3) en
53,

g=n connéeEZ
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Instantones

@ No es directo encontrar soluciones a las ecuaciones de campo de Yangs-Mills.
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Instantones

@ No es directo encontrar soluciones a las ecuaciones de campo de Yangs-Mills.

@ Otra forma de encontrar soluciones que minimizan la accién (S =0) y es
usar la identidad

/d4x Tr[(Fuw F Fu)?] > 0.
@ Tomando la expansién del binomio, tal que

- .2 - - L
(Fuv £ Fu)” = FHV’EPW:FIi_ﬂvFVVq:FPWFW'FFWFFV
= FuvFuv + 5 [0a10pp = dagdpy] FapFrg F 2FuFuw
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Instantones

@ No es directo encontrar soluciones a las ecuaciones de campo de Yangs-Mills.

@ Otra forma de encontrar soluciones que minimizan la accién (S =0) y es
usar la identidad

/d4x Tr[(Fuw F Fu)?] > 0.
@ Tomando la expansién del binomio, tal que

- .2 - - L
(Fuv £ Fu)” = FHV’EPW:FIi_ﬂvFVVq:FPWFW'FFWFFV
= FuvFuv + 5 [0a10pp = dagdpy] FapFrg F 2FuFuw
= 2 (Fyv Fuv FMVFHV) i

@ Es posible escribir

1 i
5— / dx Tr{FuFiu] = +5 / d*x Tr[F Fy].
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Instantones

@ Lo anterior es equivalente a escribir (Belavin, Tyupkin, Polyakov y Schwartz),

s>—|0|

René Araneda Gysling (PUC) Mayo 2017 14 / 22



Instantones

@ Lo anterior es equivalente a escribir (Belavin, Tyupkin, Polyakov y Schwartz),
5= 7|Q|
@ Claramente configuraciones de anti-auto dualidad,

_ 1
Fuv ==

zeyva‘BFa‘B = iFyv:

implican un minimo de la accién (S = 8?”22|Q|)
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Instantones

@ Lo anterior es equivalente a escribir (Belavin, Tyupkin, Polyakov y Schwartz),
5= 7|Q|
@ Claramente configuraciones de anti-auto dualidad,

. 1
Fuv ==

zeyvaﬁFa‘B = iFyv:

implican un minimo de la accién (S = 8?”22|Q|)

@ Soluciones a la condicién de auto dualidad son soluciones a las ecuaciones de
campo y por lo tanto instantones.
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Formulacién del 6-vacua

@ Insantones conectan vacios clasicos de la teoria.
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Formulacién del 6-vacua

@ Insantones conectan vacios clasicos de la teoria.
@ En el espacio de Minkowski las soluciones de vacio cumplen con F]}’;’C =0

e Tomando el gauge temporal Aj = 0, tenemos una familia de soluciones
determinada desde

AiF) = —é (a0m0 ).,
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Formulacién del 6-vacua

@ Insantones conectan vacios clasicos de la teoria.
@ En el espacio de Minkowski las soluciones de vacio cumplen con FIL’;’C =0
e Tomando el gauge temporal Aj = 0, tenemos una familia de soluciones
determinada desde
i

Ai(X) = e

(Grama™®).

@ Queremos F, finito, entonces ()(X) — 1 cuando [X| — co. Esta condicién
exige que cualquier punto x € R3U{oco} este identificado en SU(2), es decir

R3U{c0} = 53
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Formulacién del 6-vacua

o Nuevamente, existen infinitas funciones que cumplen con la condicién
asintética anterior y que pueden ser agrupadas homotdpicamente seglin un
entero n,

n € IS$%=27
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Formulacién del 6-vacua

o Nuevamente, existen infinitas funciones que cumplen con la condicién
asintética anterior y que pueden ser agrupadas homotdpicamente seglin un

entero n,
n € IS$%=27

@ Tenemos “n-vacios aparentes”

D C TN
LAy

e 1 (8; )23 "

Homotopy classes of
gauge  transformations

1 Voo

=24 =15 s " 1> 13> X
~ 7

tunneling event classical vacua
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Formulacién del 6-vacua

@ Dentro de los vacios de la teoria existe n = 0, esto corresponde al caso en
que Q(X) = V(X) =1.
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Formulacién del 6-vacua

@ Dentro de los vacios de la teoria existe n = 0, esto corresponde al caso en
que Q(X) = V(X) =1.

@ Cualquier funcién Q(X) que no puede ser continuamente deformada a la
identidad tiene clase de homotopia n # 0.
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Formulacién del 6-vacua

@ Dentro de los vacios de la teoria existe n = 0, esto corresponde al caso en
que Q(X) = V(X) =1.

@ Cualquier funcién Q(X) que no puede ser continuamente deformada a la
identidad tiene clase de homotopia n # 0.

@ Equivalente al caso Euclideo la cantidad topolégica que denota la clase de
homotopia es la densidad

Qr(t) = / @35 (%, 1) =

167'(2

a tfijoy con Jy = douJy-
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Formulacién del 6-vacua

@ Asumiendo que J — 0 cuando r — oo podemos relacionar Q7 con g,

L A A L[ [ 3 0 '
7 Tom2 Lw/d X' = 62 [w/d X <a°J +a"JI>

1 (o)
= o [ a0 [ %o = Qr() - Qr(~0).
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Formulacién del 6-vacua

@ Asumiendo que J — 0 cuando r — oo podemos relacionar Q7 con g,

L A A L[ [ 3 0 '
7 Tom2 Lw/d X' = 62 [w/d X <a°J +a"JI>

1 (o)
= o [ a0 [ %o = Qr() - Qr(~0).

e =>g=m—n¢cZ.

@ xg es el parametro de interpolacidn, quien conecta las soluciones
Au(t = £00,X) a través de A, (xo,X). Es decir, los Instantones conectan los
“n-vacios aparentes” en Minkowski (andlogo a efecto tunel).

Mayo 2017 18 / 22
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Formulacién del 6-vacua

@ En el espacio de Hilbert,

n— |n)
QX)—= G: Gln)=1|n+1)
= |n) =G"|0)

Qr — Qr: Qrln) =nln)
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Formulacién del 6-vacua

@ En el espacio de Hilbert,

n— |n)
QX)—= G: Gln)=1|n+1)
= |n) =G"|0)

Qr — Qr: Qrln) =nln)

e El vacio |n) no es fisico, pero a través de una transformacién de Fourier lo
llega a ser,

) =Y e™n), & € [0,2n]

René Araneda Gysling (PUC) Mayo 2017 19 / 22



Formulacién del 6-vacua

@ |0) es el vacio fisico de la teorfa (6-vacua) que cumple con

Glo) =) e™n+1)=e"00) y (0]6") =2m5(0 —0')
n
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Formulacién del 6-vacua

@ |0) es el vacio fisico de la teorfa (6-vacua) que cumple con

Glo) =) e™n+1)=e"00) y (0]6") =2m5(0 —0')
n

@ Los instantones rompen la degeneracia E, = 0 de los " n-vacios aparentes” .
El 6-vacua implica una energia E(0) en términos de L.f.
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Formulacién del 6-vacua

@ |0) es el vacio fisico de la teorfa (6-vacua) que cumple con

Glo) =) e™n+1)=e"00) y (0]6") =2m5(0 —0')
n

@ Los instantones rompen la degeneracia E, = 0 de los " n-vacios aparentes” .
El 6-vacua implica una energia E(0) en términos de L.f.

@ Esto viene de,

@'le"Tl) = 2<9l|"><"|67HT\"'><"'|9>
= Y e =T8I (n|¢)
/e HT
>FE = Jm /"{/ a0 69!|0 0||9(§>}
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Formulacién del 6-vacua

@ Por otro lado, como T — ooy yaque [H,G]|=0< H = GHG™ 1,

<9/|67HT|6> _ 2 ei(n67m9’7n9’)<m_|_nlefHT|n>

n,m—+n

Zein(G—G’) Ze—im9’<m|e—HT|0>
= 2m6(0—0)Y e im /[dA]me—fd“X‘.

m
pero g = m-+ n— n = m, entonces
1 .
Eo = — lim f/n{zn/[dA]e*Jd“xﬁeff},
T T

con

2
Legr =L+ 19 [Fvayv]
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Gracias
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