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Introduccidn

Motivacién

@ Para entender la teoria de las interacciones subatémicas se deben
considerar los distintos campos que participan en estos procesos

@ Se hace necesario entonces encontrar una formulacién para la teoria
cuantica de campos relativista a partir de los principios cldsicos

@ Accién clasica — Lagrangeano — Hamiltoniano — QFT

o El ultimo paso se hace con lo que se conoce como método candnico
de cuantizacién o 2da cuantizacién

o Existen algunos sistemas fisicos con problemas en esta secuencia por
lo que se hace necesario modificar las ecuaciones clasicas de Hamilton
y asi poder generalizar el procedimiento

Luis Mora Lepin Método de Cuantizacién de Dirac May 29, 2017 4 /33



Indice de contenidos

© Introduccién

@ Formulacién Hamiltoninana

Luis Mora Lepin Método de Cuantizacién de Dirac May 29, 2017 5/33



Introduccidn

Formulacién Hamiltoniana

Accioén clasica
S = [ L(g, §)dt Invariante relativista

Ecuaciones de Euler Lagrange

dt(BqJ) - 8qj =0

Hamiltoniano
H(q. p) = pid; — L(q;. dj)

Ecuaciones de Hamilton

%= o P =5
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Introduccidn

Corchetes de Poisson

Definicidon

— Of 0g _ Of Og

o {afi+bgi,ch+g} = ac{fi, h}+ad{fi,g}+bc{gi, L} +bd{gi, g}
o {f,g}=—{g,f}

o {fg,h} ={f,htg + f{g, h}

o {f.{g,ht}+{h{f.g}t}+{g,{h,f}}=0 )

Ecuacion de movimiento de F
9f — {F,H} + &
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Modificaciones a la formulacidn de Hamilton

Un Lagrangeano en problemas!

@ Consideramos el Lagrangeano de una particula que se mueve en un
campo magnético uniforme:

L="2(2+y2) + L (xy — yx) — L2V(x,y) J

@ Considerando que multiplicar el Lagrangeano por una constante no
altera las eqs de movimiento tenemos lo siguiente:

L=31(2+y?) +n(xy — yx) —nV(x,y) con n = 42 J

@ Asumimos que 1 es muy grande, que en terminos fisicos se traduce en
que tenemos un campo magnético fuerte o una masa muy pequefia,
por lo que nuestro lagrangeano tiene la siguiente forma:

L =n(xy —yx) —nV(x,y) )
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Modificaciones a la formulacidn de Hamilton

Un Lagrangeano en problemas!

@ Consideramos los momentos candnicos que son no invertibles:

Px = =Ny Py = Tx

@ Con esto podemos obtener el Hamiltoniano y sus eqs de movimiento:

H=nV(x,y)= x=-5 y=-9

@ En discordancia con las ecuaciones de movimiento del Lagrangeano:

ov — 19v
oy Y = 28x

NI—
NI—

L= n(xy — yx) —nV(x,y) X =—

o El problema es que existen ligaduras entre las coordenadas y los
momentos las cuales no han sido tomadas en cuenta al hacer las
variaciones que originan el Hamiltoniano
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Generalizacién del Hamiltoniano

@ Vinculo entre las coordenadas y los momentos determinados por las
restricciones primarias: ¢(q, p)m =0

@ Teniendo en consideracion esto se obtiene un Hamiltoniano nuevo:
I
H =H+ Cm(qa p)¢m
@ Asi obtenemos unas nuevas ecuaciones de movimiento:
— 8¢m Ny — __on
q= 3,, + Um—5, p= aq Um~gq

@ Usando los Corchetes de PO|sson podemos escribir de manera sencilla
la ecuacién para una funcién g(q, p)

§=1{g H} +um{g,dm}
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Generalizacién del Hamiltoniano

Considerando que ¢, = 0 podemos escrbir el siguiente corchete :

{g7 Umd)m} = Um{ga ¢m}

Asi obtenemos la siguiente expresién:

g = {g7H+ Um¢m} = {g7 H} + Um{g,ém}

@ Para continuar, consideramos lo siguiente:

¢m ~ 0 — ecuacién débil
Hr = H+ un¢m — Hamiltoniano total
g§=0¢m—>8&=0¢m=0
Con esto en mano establecemos las condiciones de consistencia:

{mrs H} + tm{dm, oy} = 0
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Generalizacién del Hamiltoniano

@ La condicién anterior puede dar origen a cuatro posibles resultados:
1.- Una inconsistencia: 1 =0

2.- Ecuacién que se cumple como identidad 0 = 0, en la cual solo se
hace uso de las restricciones primerias

3.- Una restriccién secundaria x(q, p) que es independiente de los up,

4.- Una ecuacién que nos permita determinar los up,

@ En el caso de obtener una restriccién secundaria consideramos que
g =X Y x =~ 0 se repite el proceso anterior anadiendo esta nueva
restriccién generando una ecuacién de consistencia nueva:

{6 HY + um{x, dm} = 0
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Generalizacién del Hamiltoniano

o Etiquetando a las restricciones secundarias como ¢, , las sumamos a
nuestro Hamiltoniano total como lo hicimos con las primarias
Tenemos entonces un conjunto de ecuaciones que pueden ser
resueltas ( debido a la consitencia del Lagrangeano):

{¢j, H} + um{®j, ém} =0

@ Existen entonces una serie de soluciones que resuelven la versidn
homogénea de la ecuacién anterior y una solucién particular:

Vm{¢ja ¢m} =0
Um = Um(q: p)
Um = Un+ v, Va,m

@ De este modo, el Hamiltoniano total se puede escribir de la siguiente
forma

Hr = H' + va¢, con ¢a = Vi moa
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Generalizacién del Hamiltoniano

@ Para complementar lo que hemos obtenido incluimos una nueva
clasificacién: Sea una variable dindmica R(q, p)

{R,¢;} = 0 Vj decimos que R es de primera clase.
OBS: Si R es de primera clase: {R,¢;} = rjjidj

@ De los resultados anteriores obtuvimos unos nuevos pardmetros v,(t)
que dependen del tiempo solamente; Estas cantidades corresponden a
la simetria de Gauge escondida y por lo tanto se pueden fijar bajo
ciertos procedimientos. Estos son tantos como cantidad de
restricciones de primarias de 1ra clase tengamos.

@ Las restricciones ¢, en palabras de Dirac son generadoras de
transformaciones de contacto infenitésimales. En terminos del curso,
son generadores de transformaciones de Gauge

Luis Mora Lepin Método de Cuantizacién de Dirac May 29, 2017 17 / 33



Indice de contenidos

© Modificaciones a la formulacién Hamiltoniana

@ Corchetes de Dirac

Luis Mora Lepin Método de Cuantizacién de Dirac May 29, 2017 18 / 33



Modificacién a la formulacién de Hamilton

Corchetes de Dirac

@ Para continuar y poder aplicar el método de cuantizacién canédnica a
nuestra teoria es necesario establecer una definiciéon de Corchete de
Poisson que no genere inconsistencias al promoverlos a conmutadores

@ El nimero de restricciones primarias de 1ra clase es igual al ndmero
de grados de libertad no fisicos del sistema; Ademas estas generan
transformaciones de Gauge del sistema

@ Obtenemos el Hamiltoniano extendido afiadiendole al Hamiltoniano
total las restricciones secundarias de primera clase ¢, acompainada de
un factor arbitrario v:

He = HT + va¢x
@ Pero... j Qué ocurre con las restricciones de segunda clase?

{¢i, ¢;} # 0 Para alguna restriccién ¢;
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Corchetes de Dirac

@ Supongamos que tenemos una restriccidn ¢; de segunda clase tal que
al tomar el Corchete de Poisson con ¢;:

{¢1, 2} = ¢ Con c un valor constante

@ Si queremos promoveer esto a un conmutador obtendremos que
[p1, p2] = ihic; Pero ¢1 y ¢ se anulan en el espacio de fases, esto nos
lleva a una inconsistencia

@ Definimos la matriz invertible ( se puede demostrar que es asi! ) que
consta de tomar los Corchetes de Poisson entre todas las restricciones
de segunda clase:

Map = {ba, o}
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Modificacién a la formulacién de Hamilton

Corchetes de Dirac

@ Con la ayuda de esta Matriz se define el Corchete de Dirac el cual se
puede demostrar que cumple con las propiedades de los Corchetes de
Poisson y ademds tiene el prodigio de dar cuenta de las restricciones
que ocurren en nuestro sistema, por lo cual es posible aplicar la
cuantizacién candnica utilizando esta nueva definicion:

{fag}DB = {f,g} - {fv ¢3}M;;{¢b,g}

@ Cualquier ecuacién débil antes definida ahora puede ser evaluada pues
este corchete respeta las restricciones que estan impuestas en el
sistema
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Ejemplos de aplicacién

Arreglo del lagrangeano en problemas

@ Retomamos el ejemplo del inicio para ver como la formulacién de los
nuevos conceptos nos ayuda a resolver el problema; Recordamos que
teniamos lo siguiente:

H =nV(x,y) y los momentos canénicos px = —ny ; py, = 1x ]

@ Tenemos entonces las siguientes restricciones primarias:

¢1:ny_|_pxz0juntocon¢2:77X_Py%0 J

@ Asi podemos generar el Hamiltoniano total de este sistema

Hr =nV(x,y) + u1(ny + px) + va(nx — py) J
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Ejemplos de aplicacién

Arreglo del lagrangeano en problemas

@ Aplicamos las condiciones de consistencia a estas restricciones
primarias {¢;, HT} ~ 0 y obtenemos lo siguiente:
{1, Hr} = —77( +2u) = 0
{d2, HT} = (G +2u1) =~ 0
@ Notamos que las ecuaciones anterlores imponen condiciones sobre uy,
por lo que no es necesario agregar ninguna restricciéon secundaria al
Hamiltoniano. A continuacién verificamos si esque son de primera o
segunda clase:

{01, 92} = —{d2, 41} = —2n J

@ Este resultado nos dice que estas restricciones son de segunda clase,
generamos entonces la matriz M:

M =27 [(1) _01] y su inversa M1 = % [_01 (1)] J

Luis Mora Lepin Método de Cuantizacién de Dirac May 29, 2017 24 /33



Ejemplos de aplicacién

Arreglo del lagrangeano en problemas
@ Con la matriz anterior y considerando que podemos escribir
Mle = %e;,j definimos el Corchete de Dirac de este sistema:

{A,B}pg = {A,B} — 62; {A, ¢1H{9), B}

@ Finalmente, podemos calcular las ecuaciones de movimiento de este

sistema:
x={x,Hr}ps = —%%
y ={y.Hr}ps = 1%¢

Px = {Px: HT}pB = —%77%

ljy = {pya HT}DB = _%7737},
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Ejemplos de aplicacién

Arreglo del lagrangeano en problemas

@ De los resultados anteriores notamos en primer lugar que estas
ecuaciones de movimiento cumplen con las restricciones iniciales pues:

Px = =Ny py =nXx
@ Tenemos ademas las siguientes relaciones que pueden ser promovidas
sin ninglin problema a conmutadores en una teoria cuantica:

_ 1
{ny}DB = T2
{x: px}pB :%
{ya py}DB :%

{x,py}pB ={y.Px}pB =0
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacidn en el campo electromagnético

@ Comenzamos con el lagrangeano de los campos de Maxwell en
ausencia de fuentes:

_ _1 3
L= =2 Il @¥sarp it J
@ Calculamos los momentos candnicos a partir de la densidad
lagrangeana
0_ oL __
T = Bgoa0) = 0
i_ _9L  _ _[p0i _ _[i
™ = B00A) — F''=-E

@ Hasta este punto es posible notar que el hecho de que 7% = 0 impone
una restricciéon primaria en todos los puntos del espacio, el resto de
los momentos conjugados son simplemente las componentes del
campo Eléctrico
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacidn en el campo electromagnético

@ Buscamos una expresion para las 'velocidades’ de nuestras variable
dindmica que en este caso es el cuadripotencial A*

mj = —Foj = —00A; + JiAo

OoA; = Foi + 0;A0
@ Con lo anterior podemos escribir el Hamiltoniano de esta teoria
utilizando la transformada de Legendre

H = [ d3x[x" Ay + 3 Fu F*]

H= f d3x[—%7ri7r; + %F,'J'FU — A0(8,-7r") + 7r°80A0]
@ Algunas consideraciones sobre la expresidén anterior es que los primeros
dos terminos corresponden a la energia electromagnética usual
E2+ B2 S aplicamos la restriccién de que 7% = 0 y considerando la
ecuacién de movimiento para esta componente obtenemos que
d;im' = 0 que es nada mas y nada menos que la Ley de Gauss.
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacidn en el campo electromagnético

@ Tenemos entonces que la ley de Gauss es una condicién de
consistencia para la restriccién primaria en 70 = 0. Ademas como el
término Ag es arbitrario hacemos la analogia con lo visto
anteriormente y lo reemplazamos por un v(t) mientras que la ley de
gauss O;m' es la restriccién secundaria y = 0

@ Es posible comprobar ademas que ambas restricciones son de primera
clase, razén por la cual son generadoras de transformaciones de
contacto ( gauge ) en base a lo visto anteriormente; Verifiquemos
esto:

§A, = {Au, [ d3xer®} = 526
SnAL ={Au [ d3xnoin’} = —5L8;n

om=20
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacidn en el campo electromagnético

@ De las ecuaciones anteriores debido a la arbitrariedad de los
coeficientes podemos considerar ¢ = —0gn lo cual revela lo a estas
alturas inevitable: Ambas restricciones generan las transformaciones
de Gauge usuales conocidas desde el curso de electromagnetismo:

AL =A,+0um

@ Una consecuencia notable de lo anterior es que bien es sabido que los
campos de la teoria de Maxwell tienen solo dos grados de libertad
fisicos ( polarizaciones) y sin embargo el cuadripotencial considerado
como variable dindmica posee cuatro componentes por punto del
espacio. Las restricciones antes encontradas son entonces un par de
grados de libertad no fisicos queddandonos asi con los dos grados de
libertad que conociamos
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Discusiones adicionales

@ Un ejercicio propuesto que utiliza este formalismo se puede encontrar
en el libro de Peskin y Schroeder 9.2d en el cual se utiliza un
lagrangeano con variables de tipo Grassmann, vealo si quiere ejercitar

@ Existe toda una discusién topoldgica y matematica ( muy
interesante!) al respecto de cdmo intervienen las restricciones de los
distintos tipos en el espacio de fases. Es asi, que se pueden emplear
métodos matemadticos tales como la fijacién de Gauge o la
cuantizacién de BRST para obtener un " buen gauge " de nuestra
teoria. En el caso del electromagnetismo el primero nos daria por
ejemplo el Gauge de Coulomb, mientras que el Gauge de Lorentz no
queda completamente determinado por el método de fijacién y se
necesita algo mas ( BRST )
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