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Nivel Clásico

Consideremos una teoŕıa para fermiones acoplados a un campo de
gauge Aµ(x) = Aµ arbitrario, Aµ = AaµTa con Ta el generador
del álgebra de Lie. La parte fermionica de la teoŕıa es dada por el
siguiente lagrangeano,

L = ψ̄(iγµ(∂µ−igAµ)−m)ψ = ψ̄(iγµDµ−m)ψ, Dµ = ∂µ−igAµ
(1)

Es fácil demostrar que es invariante bajo transformaciones del tipo
ψ → eiαψ y ψ → eiβγ5ψ. Las corrientes que se obtienen son,

jµ = ψ̄γµψ, (2)

jµ5 = ψ̄γµγ5ψ (3)

Donde llamaremos, jµ como corriente fermionica y a jµ5 como co-
rriente axial.
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Un calculo directo muestra,

Dµjµ = 0. (4)

Como consecuencia de {γµ, γ5} = 0, tendremos

Dµj
µ
5 = 2imψ̄γ5ψ (5)

Es necesario que los fermiones que consideremos sean sin masa.
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El problema de la medida

[4][3] Consideremos el siguiente lagrangeano,

L = −1

4
F aµνF

µν
a + Lmateŕıa, (6)

donde consideraremos Lmateŕıa = −ψ̄ /Dψ. Consideremos una trans-
formación local,

ψ(x)→ ψ′(x) = U(x)ψ(x),

ψ̄ → ψ̄′(x) = ψ̄(x)Ū(x), donde Ū(x) = γ0U †γ0.

Las medidas de integración transformaran de la siguiente manera,

Dψ → Dψ′ = (detU)−1Dψ, Dψ̄ → Dψ̄′ = (det Ū)−1Dψ̄ (7)

Entonces podemos ver que la medida transformara de la siguiente
manera.

DψDψ̄ → Dψ′Dψ̄′ = (detU)−1(det Ū)−1DψDψ̄, (8)
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Transformación no Quirales

Consideremos la transformación unitaria U dada por,

U(x) = exp(iεa(x)Ta) (9)

donde Ta es el generador del álgebra T †a = Ta y que conmuta con
las matrices γµ. Es directo ver que,

Ū(x) = γ0U †γ0 = γ0 exp(−iεaTa)γ0 = exp(−iεaTa)(γ0)2 = U−1(x).
(10)

Entonces, a partir de Ū = U−1, podemos verificar que

(detU)−1(det Ū)−1 = 1 (11)

Por lo tanto la medida queda invariante y por consiguiente, la inte-
gral funcional también.
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Transformación Quirales

Consideremos ahora una transformación unitaria quiral dada por,

U(x) = exp(iεa(x)Taγ5), γ5 = γ†5. (12)

De aqúı vemos que,

Ū(x) = γ0 exp(−iε(x)γ5)γ0 = exp(iεγ5)(γ0)2 = exp(iεγ5) = U(x).
(13)

Por lo tanto, ahora tendremos,

Ū = U ⇒ (detU)−1(det Ū)−1 = (detU)−2. (14)

Si el determinante no es uno, estaremos en presencia de un termino
que nos modifica la integral .
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Podemos escribir el determinante usando det(A) = exp( tr ln(A)),
entonces (detU)−2 = exp(−2 tr lnU). Veamos entonces,

tr lnU =

∫
d4x〈x| tr lnU|x〉, 〈x|U|y〉 = U(x)δ(x− y)

=

∫
d4xδ(4)(x− x) tr(lnU), U(x) = exp(iεγ5)

=

∫
d4δ(4)(0) tr(iεγ), ε(x) = εa(x)Ta

Por lo tanto,

(detU)−2 = exp

{
−2i

∫
d4xδ(4)(0)εa tr(Taγ5)

}
= exp

{
i

∫
d4xεa(x)aa(x)

}
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donde hemos nombrado

aa = −2δ(4)(0) tr(Taγ5), (15)

la cual llamaremos la “anomaĺıa”.
Veamos que (detU)−2 esta mal definido, ya que δ(4)(0) diverge en
UV, mientras que tr(Taγ5) se anula.
Procederemos a regularizar esta integral, para esto usaremos mo-
mentum cut-off. Para hacer esto, diremos que,∫

d4xεaaa(x) = −2 ĺım
Λ→∞

trTΛ, TΛ = εa(x̂)γ5Taf

( i /̂D
Λ

)2
 .

(16)

I f(0) = 1 y ĺıms→∞ f(s) = 0
I sf ′(s) = 0 en s = 0 y s =∞. Ejemplo de funciones como

estas son dadas por f(s) = 1/(s+ 1) o f(s) = e−s.
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Escogemos que el regulador f(− /̂D
2
/Λ2) sea invariante de gauge. El

operador /̂D satisface, 〈χ| /̂D|x〉 = /D〈χ|x〉.
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Anomaĺıas Quirales

Calculemos entonces la traza en (16),

trTΛ =

∫
d4x

〈
x

∣∣∣∣εa(x̂)γ5Taf

((
i /̂D/Λ

)2
)∣∣∣∣x〉

=

∫
d4xεa(x)

∫
d4p〈x|p〉 tr

(
γ5Ta〈p|f((i /̂D/Λ)2|x〉

)
=

∫
d4xεa(x)

∫
d4p

eipx

(2π)4
tr

{
γ5Ta f

(
− 1

Λ2
[γµ∂µ − iγµAµ]2

)
e−ipx

}
=

∫
d4xεa(x)

∫
d4p

(2π)4
tr

{
γ5Taf

(
− 1

Λ2
[−i/p+ /D]2

)}
, q =

p

Λ

=

∫
d4xεa(x)Λ4

∫
d4q

(2pi)4
tr

{
γ5Taf

(
−
[
−i/q +

/D

Λ2

]2
)}
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De la tercera a cuarta igualdad usamos

f

(
− 1

Λ2
[γµ∂µ − iγµAµ]2

)
e−ipx =

e−ipxf

(
− 1

Λ2
[γµ∂µ − γµipµ − iγµAµ]2

)
Desarrollaremos la función f(−[−i/q+ /D/Λ]2) = f(q2+2iqµDµ/Λ−
/D

2
/Λ2) en una serie de Taylor en torno a q2. Esta expansión será

dada por,

f(q2 + 2iqµDµ/Λ− /D
2
/Λ) = f(q2) +

(
2iqµDµ

Λ
−

/D
2

Λ

)
f ′(q2)

+
1

2

(
2iqµDµ

Λ
−

/D
2

Λ2

)2

f ′′(q2) + . . .

Este termino va multiplicado por γ5 y trazado.
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Es por esto que el termino γ5f(q2) no aportara ya que tr(γ5) = 0,
lo mismo ocurrirá con cualquier termino que no incluya γµ. Además
el termino proporcional a γ5 /D

2
también se anulara al aplicar la traza

ya que tr(γ5γ
µγν) = 0. Por lo tanto nos quedaŕıa solo el termino

proporcional a (γ5 /D
2
)2. Los siguientes términos en la expansión en

Taylor no contribuirán al tomar el limite de Λ → ∞, por lo que el
termino relevante será,

ĺım
Λ→∞

trTΛ =

∫
d4xεa(x)

∫
d4q

(2π)4

1

2
f ′′(q2) tr(γ5Ta(− /D

2
)2) (17)

Para realizar esta integral, pasaremos al espacio euclideo (
∫
d4pf(pµp

µ)→
i
∫
d4pEf(p2

E)).
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Explicitamente tendremos,∫
d4q

(2π)4

1

2
f ′′(q2) =

1

2(2π)4

∫
dq0dq1dq2dq3f

′′(q2)

=
i

2(2π)4

∫
d4qf ′′(q2)

=
i

2(2π)4
Vol(S3)

∫ ∞
0

dqq3f ′′(q2), ξ = q2

=
i

2(2π)4

1

2
π22

∫ ∞
0

dξξf ′′(ξ)

=
i

32π2

(
ξf ′(ξ) |∞0 −

∫ ∞
0

f ′(ξ)dξ

)
Dado que sf ′(s) = 0 para s = 0 y s → ∞, el primer termino se
anula. Debido a f(0) = 1 y f(∞) = 0∫

d4q

(2π)4

1

2
f ′′(q2) =

i

32π2
(18)
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Para estudiar la traza, veamos el termino dado por,

/D
2

= γµDµγ
νDν

=
1

2
(γµγν + γµγν)DµDν

=
1

2
(2ηµν + γµγν − γνγmu)DµDν

= DµDµ +
1

2
γµγnuDµDν −

1

2
γνγµDµDν

= DµDµ −
i

4
γµγνi(DµDν −DνDµ) +

i

4
γνγµi(DµDν −DνDµ)

= DµDµ −
i

4
γµγν [Dµ, Dν ] +

i

4
γνγµi[Dµ, Dν ], i[Dµ, Dν ] = Fµν

= DµDµ −
i

4
[γµ, γν ]Fµν
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Por lo tanto, la traza será,

tr(γ5Ta(− /D
2
)2) = tr

{
γ5Ta

(
DµD

µ − i

4
[γµ, γν ]Fµν

)2
}

=

(
− i

4

)4

tr(γ5Ta[γ
µ, γν ][γα, γβ]FµνFαβ)

Es importante decir que, hasta ahora, hemos usado tr(. . .) indis-
tintamente para la traza sobre las matrices de Dirac y sobre los
generadores del álgebra, pero ahora hay que tener en cuenta que
son dos trazas que actúan sobre objetos distintos.
En el calculo anterior hemos usado que trγ5γ

µγν = 0. Usando ahora
tr(γ5γ

µγνγργσ) = 4iεµνρσ.
Finalmente tendremos,

ĺım
Λ→∞

trTΛ =
1

32π2

∫
d4xεaεµνρσ tr(TaFµνFρσ) (19)
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Finalmente,∫
d4xεa(x)aa = − 1

16π2

∫
d4xεa(x)εµνρσ tr(TaFµνFρσ) (20)

donde podemos ver que la anomaĺıa es ,

aa(x) = − 1

16π2
εµνρσ tr(TaFµνFρσ) (21)

donde recordemos que Fµν = F aµνTa, por lo que la traza no se anula.
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Anomaĺıa quiral abeliana

Veamos que sucede con el termino que llamamos anomaĺıa si el
grupo de simetŕıa es abeliano.

U(x) = exp(iε(x)Tγ5), T = T †, [T, Ta] = 0, [T, γ5] = 0.
(22)

Nos interesa saber el valor de expectación de la derivada de corrien-
te bajo una transformación quiral dada por (22). Consideremos la
integral funcional,

Z[ψ, ψ̄, Aµ] =

∫
DψDψ̄ exp(iSmateŕıa[ψ, ψ̄, Aµ]) (23)

Hemos visto que bajo una transformación quiral, la medida de inte-
gración no es invariante y la acción nos entrega un corriente.
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Z[ψ, ψ̄, Aµ] =

∫
Dψ′Dψ̄′ exp(iSmateŕıa[ψ′, ψ̄′, Aµ])

=

∫
DψDψ̄ exp

(
iSmateŕıa[ψ, ψ̄, Aµ] + i

∫
d4xε(x)∂µJ

µ
5

+i

∫
d4xε(x)a(x)

)
=

∫
DψDψ̄ exp(iSmateŕıa[ψ, ψ̄, Aµ]) [1+

i

∫
d4xε(x) (a(x) + ∂µJ

µ
5 ) +O(ε2)

]
De donde podemos ver que,

−∂µ〈Jµ5 (x)〉 = a(x) = − 1

16π2
εµνρσ tr(tFµνFρσ) (24)
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Identidades de Ward anomalas

Queremos obtener el valor de expectación de las corriente Jαµ =
∂

∂Aαµ
Lmateŕıa. Estos valores se pueden obtener tomando sucesivas

derivadas con respecto a Aαµ de la acción efectiva W [A] definida
como,

eiW [A] =

∫
DψDψ̄ exp

(∫
d4xLmateŕıa[ψ, ψ̄]

)
. (25)

Se sigue de la definición de W [A] que,

δ

δAα1
µ1 (x)

· · · δ

δAαn
µn (x)

W [A]

∣∣∣∣∣
A=0

= in−1〈Jµ1α1
(x1) . . . Jµnαn

(xn)〉.

(26)
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Consideremos la funcional de los diagramas OPI, iΓ[A], cuyas fun-
ciones de vértices de n−puntos Γµ1...µnα1...αn(x1, . . . , xn) es el valor de
expectación de los n factores de Lint = iJµαAαµ

Γµ1...µnα1...αn
(x1, . . . , xn) = in−1〈Jµ1α1

(x1) . . . Jµnαn
(xn)〉. (27)

Por lo tanto,

Γµ1...µnα1...αn
(x1, . . . , xn) =

δ

δAα1
µ1 (x)

· · · δ

δAαn
µn (x)

W [A]

∣∣∣∣∣
A=0

(28)
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Consideremos ahora la anomaĺıa abeliana dada por,

∂µ〈Jµ5 (x)〉 =
1

16π2
εµνρσ tr(tFµνFρσ), (29)

donde el campo de gauge posee simetŕıa U(1)Entonces para la ano-
maĺıa,

a(x) = − 1

16π2
εµνρσ tr(tFµνFρσ) (30)

tendremos

δ

δAν(y)

δ

Aρ(z)
a(x) =

1

π2
tr(ttt)ενρλσ

(
∂

∂yλ
δ(4)(y − x)

)
∂

∂zσ
δ(4)(z − x)
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Pero esto debe ser igual a

− δ

δAν(y)

δ

δAρ(z)
∂µ〈Jµ5 (x)〉

∣∣∣∣∣
A=0

= ∂µ〈Jµ5 (x)Jν(y)Jρ(z)〉.

Por lo tanto,

〈Jµ5 (x)Jν(y)Jρ(z)〉 = −Γµνρ5 (x, y, z) (31)
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El correlador de tres corrientes corresponde a un diagrama triangular
a 1-loop.
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Vida media π0

Un ejemplo donde la anomaĺıa es relevante: Vida media de π0 → 2γ
es τ(π0) ≈ 10−16s. Antes de las anomaĺıas

I Usando Partially Conserved Axial-Vector (PCAC),
∂µJ5µ = Fπm

2
πφπ, la vida media es τ(π0) ≈ 10−13s.

En 1969, Adler, Bell & Jackiw mostraron que los diagramas trian-
gulares modifican la divergencia de la corriente axial. Es necesario
incluir el termino de anomalia en la PCAC para obtener la vida media
correcta del π0
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