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Nivel Clasico

Consideremos una teoria para fermiones acoplados a un campo de
gauge A,(z) = Ay, arbitrario, A, = A{T, con T, el generador
del algebra de Lie. La parte fermionica de la teoria es dada por el
siguiente lagrangeano,

L= &(i’Y“(au_igAu)_m)ib = &(i'YHDu_mM}a Du = 8u_igAu

(1)
Es facil demostrar que es invariante bajo transformaciones del tipo
W — €' y 1 — P51, Las corrientes que se obtienen son,

i* =Py, (2)
it = vytysy (3)

Donde llamaremos, j* como corriente fermionica y a j£ como co-
rriente axial.
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Un calculo directo muestra,
D" =0. (4)
Como consecuencia de {,,75} = 0, tendremos
D,.g§ = 2imiprysy) (3)

Es necesario que los fermiones que consideremos sean sin masa.
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El problema de la medida

[4][3] Consideremos el siguiente lagrangeano,

1
L= _ZFSVF#V + Ematerl’aa (6)
donde consideraremos Lmaterta = —11P7. Consideremos una trans-

formacion local,
U(z) = ¥ (2) = U(z)d(),
Y — ' (z) = P(x)U(z),donde U(z) = 4°UTH°.
Las medidas de integracién transformaran de la siguiente manera,
Dip — DY = (detU) " 'Dyp, Dy — DY’ = (detU) 1Dy (7)

Entonces podemos ver que la medida transformara de la siguiente
manera.

DYDp — DYDY = (detU) ™ (detU) "' DyDi, (8)
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Transformacién no Quirales

Consideremos la transformacién unitaria U dada por,
U(zx) = exp(ie*(z)T,) 9)

donde T, es el generador del algebra 1) = w Y que conmuta con
las matrices v*. Es directo ver que,

U(x) = 70" = 1" exp(=ieTo)7" = exp(—ie"T,)(1°)? = U (x).
) (10)
Entonces, a partir de U = U™, podemos verificar que
(detU) *(dettd) ™! =1 (11)
Por lo tanto la medida queda invariante y por consiguiente, la inte-
gral funcional también.
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Transformacién Quirales

Consideremos ahora una transformacion unitaria quiral dada por,
U(x) = exp(ie®(2)Tuns), 75 = - (12)

De aqui vemos que,

U(x) = ~° exp(—ie(z)75)7" = exp(ieys)(1°)* = exp(ieys) = U(x).
(13)

Por lo tanto, ahora tendremos,
U=U= (detUd) (dettd) ™! = (dettd) 2. (14)

Si el determinante no es uno, estaremos en presencia de un termino
que nos modifica la integral .
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Podemos escribir el determinante usando det(A) = exp( trin(A)),
entonces (det)~2 = exp(—2 trlnlf). Veamos entonces,

trinlf = /d4x<:c| trinid|z), (zU|y) = U(z)d(z — y)
- / 26 (z — 2) w(nU), U(z) = explieys)
- / d*6(0) tr(iey), e(x) = ()T,
Por lo tanto,

(detU) ™2 = exp {—2i/d4x5(4)(0)6“ tr(Ta’YS)}

~ exp {z / d4:rea(:n)aa(:1:)}
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donde hemos nombrado
aa = —26(0) tr(Toys), (15)

la cual llamaremos la “anomalia”.
Veamos que (det{)~2 esta mal definido, ya que 6 (0) diverge en
UV, mientras que tr(7},7s) se anula.
Procederemos a regularizar esta integral, para esto usaremos mo-
mentum cut-off. Para hacer esto, diremos que,
AN 2

4 a z. a /2 Z-ZD
d*zeaq(x) = =2 lim trTa, Ta =€"(@)sTaf | | —
A—oo A

(16)
» f(0)=1ylims o f(s) =0

» sf'(s)=0en s=0y s=oc. Ejemplo de funciones como
estas son dadas por f(s) =1/(s+1) o f(s) =e .
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2
Escogemos que el regulador f(—I) /A?) sea invariante de gauge. El
operador I satisface, {x|P|x) = P(x|z).
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Calculemos entonces la traza en (16),

oTi = [[ate (a|@natis ((i/8)) )

— /d4a:e“(x)/d4p<xlp> tr (15 Zapl F((D/A)]2))

= /d4a:ea(:1:)/d4p(;;:; tr {75Ta f <_A12 V"0, — i’y“Au]2>
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De la tercera a cuarta igualdad usamos
1 —i
(- gabron - a2 e =
”"’”f( 2o — “ZPM—Z’Y”A]>

Desarrollaremos la funcién f(—[—ig+1p/A]? ) f(¢*+2ig" D,/ A—

lDQ/AQ) en una serie de Taylor en torno a ¢2. Esta expansién serd
dada por,

. 2
f@+%WMM=¢7M:ﬂﬁ+(MT%—a)f@)

. 2\ 2
+1 <2zqﬂDM _lﬁ) f”(q2)+---

2 A A2

Este termino va multiplicado por 5 y trazado.
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Es por esto que el termino 5 f(¢?) no aportara ya que tr(vys) =0,
lo mismo ocurrird con cualquier termino que no incluya v*. Ademas
el termino proporcional a 751D2 también se anulara al aplicar la traza
ya que tr(v5v*y"”) = 0. Por lo tanto nos quedaria solo el termino
proporcional a (75lD2)2. Los siguientes términos en la expansién en
Taylor no contribuirdan al tomar el limite de A — oo, por lo que el
termino relevante sera,

4
Jim uTh = [ dee(e) [ S5 w7 (17)

Para realizar esta integral, pasaremos al espacio euclideo ( [ d'pf(p.p") —
i [ d'pef(ph).
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Explicitamente tendremos,
diq 1 1
/ (27r)4§f”(q2) - 2(2m)4 /qudQ1dq2dq3f,/(q2)

- 57 [ d'ar")
= 2(2;)4%'(53) /OOO dag* " (%), §=¢°

1 > "
- g Ao

3%( i - [ re df)

Dado que sf’(s) = 0 para s = 0y s — oo, el primer termino se
anula. Debido a f(0) =1y f(oc0) =0

d4q 1., 2 i
/ i3l @) = 53 (18)

—~
l\')
\_/
[\
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Para estudiar la traza, veamos el termino dado por,
»* =4"D,~"D,
= %(v“v” +9"9")DuDy
= %(277‘“’ + 9 = 4"y u)D,D,
=D'D, —i—l’y’yuDD —177“DD
= D'D,, — %yuy”i(DuD,, —D,D,)+ %7”7’%(DMD,, — D,D,)
Fuw

i, i,
=D"D, — Zv“’v [Dy, D] + 77 Y*i[Dy, Dy}, i[Dy, Dy) =

i v
= D“Du - Z[’Y”a'Y ]Fw/
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Por lo tanto, la traza sera,

. 2
(s Ta(—D°)) = {75% (Dop = (0" 215 ) }

.\ 4
1
N <_4) tr(vsTulr*, 7" 1 7 Fu Fag)

Es importante decir que, hasta ahora, hemos usado tr(...) indis-
tintamente para la traza sobre las matrices de Dirac y sobre los
generadores del algebra, pero ahora hay que tener en cuenta que
son dos trazas que acttan sobre objetos distintos.

En el calculo anterior hemos usado que trysy*v" = 0. Usando ahora
tr(ys71 Yy 7) = dietre

Finalmente tendremos,

Al A= g / d'ze e tr(TuFuFpo)  (19)
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Finalmente,

1
[ e @i = g [ dlac @) (T EuF) (0

donde podemos ver que la anomalia es ,

aq(z) = P tr(ToFuw Flo) (21)

T 1672°¢

donde recordemos que F),, = F}j,T;, por lo que la traza no se anula.
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Anomalia quiral abeliana

Veamos que sucede con el termino que llamamos anomalia si el
grupo de simetria es abeliano.

U(z) = explie(x)Ts), T =T [T,T,]=0, [T,vs]=0.
(22)
Nos interesa saber el valor de expectaciéon de la derivada de corrien-
te bajo una transformacién quiral dada por (22). Consideremos la
integral funcional,

21,8, A,] = / DYDY exp(iSmateraltss 5, ) (23)

Hemos visto que bajo una transformacién quiral, la medida de inte-
gracidén no es invariante y la accién nos entrega un corriente.
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20,5, Au) = | DUDGIexpiS el 07, A,)
= / DyYDij exp <z’Smater,’a[w,1ﬁ,Au] + i / d*re(x)0,J¢
+i / d4xe(az)a(m))
— [ DG exp(iS ol 5. 4,]) 1+
i / dae(z) (alz) + 0, + 0(62)}
De donde podemos ver que,

0T ()) = alw) = 1 W(tFE)  (24)
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Identidades de Ward anomalas

Queremos obtener el valor de expectacién de las corriente J** =

0 .
@Ematen’a- Estos valores se pueden obtener tomando sucesivas
o
derivadas con respecto a Aj de la accién efectiva W[A] definida
como,

M = [ Dupieny ([ atolmmaaliiil) . (29
Se sigue de la definicién de W[A] que,

5 DY 5
0Ai () OAL(x)

=" NI (21) . TE ().
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Consideremos la funcional de los diagramas OPI, iI'[A], cuyas fun-
ciones de vértices de n—puntos T'hl A" (21,...,2,) es el valor de
expectacion de los n factores de Ly = iJf)fAfj

it (@n,. s wp) = 8 (I (@) o T (). (27)

Por lo tanto,

B 5
royie (1,

W) = ey S ) @8)

A=0

Ivén Ignacio Muiioz Sandoval Anomalias Quirales



Anomalias Quirales

Consideremos ahora la anomalia abeliana dada por,

1
8M<J;(x)> = @eul/po‘ tr(tF,WFpU), (29)
donde el campo de gauge posee simetria U(1)Entonces para la ano-
malia,
a(x) = — 162 eMP7 tr(tFu, Foo) (30)
tendremos

1) ) 1 o 5
= — voxe [ Y @), 0 @y
5AV(ZU) Ap(z)a(x) 72 tr(tit)e <5’y/\5 (y :U)) 8205 (z —2)
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Pero esto debe ser igual a

J i K = H v
_5Al,(y) 5Ap(z)8u<J5 (z)) . = 0, (JL (x)J" (y) P (2)).
Por lo tanto,
<Jg($)JV(y)JP(z)> — _ngvP(.,L.’ Y, z) (31)
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El correlador de tres corrientes corresponde a un diagrama triangular
a 1-loop.
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Vida media 7"

Un ejemplo donde la anomalia es relevante: Vida media de 7% — 2~
es 7(m°) ~ 107165, Antes de las anomalias

» Usando Partially Conserved Axial-Vector (PCAC),
O Js, = FrmZ¢r, la vida media es 7(7%) &~ 107135,

En 1969, Adler, Bell & Jackiw mostraron que los diagramas trian-
gulares modifican la divergencia de la corriente axial. Es necesario
incluir el termino de anomalia en la PCAC para obtener la vida media
correcta del 7
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