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Hamiltoniano de Dirac

El hamiltoniano propuesto por Dirac es el siguiente:
Hp=—id-V+pm
y conduce a la siguiente ecuacién:
[i8t+z'o‘z"V—Bm =0

Los objetos «; y 3 satisfacen las siguientes relaciones:

p*=1
OéiOéj + O[jOéi = 2(51]
;B + Pa; =0
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Dirac probd que, para particulas con masa, la minima dimensién
para representar el dlgebra mediante matrices era n = 4.

Representacion de Dirac:
0 ag; o 1 0
v (n ) o=l )

Para mostrar que este formalismo es invariante de Lorentz, multiplica-
mos la ecuacién de Dirac por 5 (por la izquierda):
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iB 0 + (w a0 — 62m>1/1 —0

Si llamamos 7° = 3, 7' = B, y usando que 3% =1,

i By + (w-V—m)@u:o

Definiendo un cuadrivector v* = (1%, ), la ecuacién queda como:

(iv"0, —m) =0

donde 1) es un vector de cuatro componentes.
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Matrices de Dirac

© Al cuadrivector * se le conoce como Matrices de Dirac

© Dicho cuadrivector no transforma bajo Lorentz como lo hace
Tk

@ Satisface: {v*,7"} = 26"y v, = 9’

3

@ A veces es (til definir v° = 75 = i 7°9y'v2~3, donde:

0 1
5_
*=(10)
@ Mediante célculo directo, y#1 = 70~#~0
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Relacidén energia—momentum

A la ecuacién de Dirac en notacién covariante, apliquemos el operador
(1”0, +m) por izquierda:

(i770, + m)(iv*0, —m)y = 0
(_'7V'7“al/@u - m2)¢ =

Notar que:
v 1 v 12
Y ’V'ual/au = 5{7“7 Y }8Vau = gu auau = ayau
Por tanto, los spinores de Dirac tambiém satisfacen K-G:
(0,0" + m*)p =0
. EZ _ ﬁ2 + m2
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Ecuacidn adjunta y corriente conservada

Tomemos el hermitico conjugado de la ecuacién de Dirac:

—i 0" —myt =0
—1 9,1 "y =yt = / 7’
— apr’YO’YM _ m@DT’yO —

Si definimos el spinor adjunto ¢ = t~°

, la ecuacién queda escrita
como sigue:

i 0,0 + mip =0
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Ahora,

i O —mi = 0 /-
10" +my = 0 /-¢
y sumando,
i@v“aubJria;ﬂ’Y”?ﬂ =0

Dy [Ww] =
oy =

y hemos encontrado una cantidad conservada. La corriente es:

7 =Py
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Notemos que: B
9 =97 =2l >0

y la probabilidad vuelve a ser positiva definida.

La densidad lagrangiana para el campo spinorial es:

2L =i, — m)

La ecuaciéon de Euler—Lagrange para 1 nos entrega la ecuacién de
Dirac; para 1, la ecuacién adjunta.
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Spinores de una particula libre

Como el spinor de Dirac satisface la ecuacién de K-G, entonces admite
soluciones de onda plana:

P(x) = u(p) e P

donde u(p) es un spinor de cuatro componentes independientes de x*.
Este spinor satisface:

(Y'pp —m)u(p) =0

(1) Sistema de referencia con la particula en reposo: En este caso,
pu=(E,0).
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La ecuacién de autovalores queda:

(B7" = m)u(E) =0

(% ) ()= ()

donde hemos representado al spinor u (de cuatro componentes) me-
diante dos spinores de Weyl, u4 y upg.

Los autovalores y autovectores son triviales. y los escribimos en funcién
de dos spinores de Weyl:
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Asi,

1) 2
u(l):(XO ), u(Q):<XO ) con £ =m

u® = ( X(()l) ) ,ou® = ( X(()Q) ) con £ =—m

(I1) Sistema de referencia con la particula en movimiento: En este caso,

7+ 0. Asf:
(7’ =7 -p—mu(p) = 0 /70-
(E =" -5 —m")u(p) =
(B~ d-5-mpulp) =
(@-p+mBu(p) = Eu(p)
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Escribiendo en forma matricial,

m G-p us N _p( ua
c-p —m ug | up

lo que se reduce a:

(0 -plup = (E —m)uy A (0 pua = (E+m)up

(@-p)
E+m

(B —m)ug = Uy
Calculando, (7 - )2 =’ y asi:

E2=p"4+m? — E=+Vp+m?
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Volviendo al problema,

1 0
uAu):X(l):(O) , uA<2>:X<2>:(1)

En este caso, el segundo spinor de Weyl satisface:

up®

:E+m

la cual solo funciona para las soluciones con E > 0, ya que de otro
modo upg diverge en el sistema de referencia donde la particula esta en
reposo.
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El spinor de Dirac con E > 0 queda:

NG

(s) — =
U (p) N 0_-’13’ X(S) ) S 172
E+m

donde NN es una constante de normalizacidn. Encontramos las otras
soluciones L.l. si tomamos:

1 0
%mzxm:(o>, %®:%m2<1)

y por tanto,
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Por el mismo argumento anterior, para £ < 0, el spinor queda:

= @

Wy =N | EEm L s=1,2
x(®

Estas soluciones de energia negativa se asocian a antiparticulas de
energia positiva: se definen los spinores v para antiparticulas en funcién
de —p:

uBH (—p) e P — (21 (p) giPu"
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Introduciendo la normalizacién ufu = 2E — N = v/E +m, los
cuatro spinores son:

X(L2)
ut? = VE +m .
TP
E+m
TP e
E+ mX
v =VE+m
X(Zl)
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Invariancia de Lorentz

Asociemos a cada punto del espacio—tiempo x* la matriz hermitica:

20+ 2% bt —ix?
X(at) = ( 0 3

vt +ir? 2% -z
El determinande de esta matriz es:
det (X) = z,2"
Consideremos un elemento M € SL(2,C) y la matriz X' dada por:
X' =MYHYXM™' & X=MXM

Notar que X’ también es hermitica, y puede escribirse como:
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Ademis,
det (X) = det (MTX'M) = det (M) det (X”) det (M) = det (X")

pues det (M) = 1. Asi,
ds”? = ds?

Entonces, los eventos x y 2’ estan relacionados por una tranformacion
de Lorentz representada por M.

Ahora nos preguntamos, jcdmo transforman las matrices de Pauli?
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Definamos la siguiente notacién:
ot = (0°,7) A o = (0", —7)

Es facil ver que:
X(z) = x,0"

Del mismo modo,
AN A=)
X'(2')=4)0

La relacién MTX'M = X significa que:
' MGI'M = z,6" = L' 2/ ,7”

y como los 2/, son arbitrarios, descubrimos la forma en que transforman
las matrices de Pauli:

MTGEM = L*, 57
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De una manera similar, se puede definir la matriz
Xi(z) = z,0"
y verificar que también cumple con:
det (X3) = z,2"

Entonces, mediante un razonamiento analogo, podemos mostrar que
existe una matriz N € SL(2,C) tal que:

NfghN = L*,0"
Es posible probar que ambas matrices estan relacionadas mediante:

Nt =M"
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Para estudiar cémo transforman los spinores bajo el grupo de Lorentz,
conviene introducir una nueva representacién para las matrices de Di-
rac:

Representacion Chiral:
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En la representacién chiral, escribimos el spinor de Dirac de la siguiente

forma: 5
o L
o= ()

Consideremos la ecuacién de Dirac:

Realizando las multiplicaciones matriciales, se llega a las siguientes
ecuaciones acopladas:

i 00y — i 0t by, —mibp = 0
iUOatwR—FiUkaka—me =0
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Empleando la notacién definida con anterioridad,

i&“@qu—me =0
i g —mapy = 0

El lagrangiano correspondiente es:

&L =i 0,0 + iRt o0, r — m(YL YR + YrTUL)

Ahora, demostraremos que el lagrangiano tiene la misma forma en
cualquier sistema de referencia: Sean x y x’ el mismo evento en el
espacio—tiempo, medidos en sistemas de referencia S'y S’ respectiva-
mente:

7 v ! v . 14 !/
" =Ly, 90',=1L,0,, 0,=1L",0",
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El lagrangiano expresado en el sistema S’ es:

L = i N5 L0 o+ iRl LY 0 br — m(Wn R + wrTr)
= Y, MTGVMO' 4+ ipr NToV NO' b
— m(r R + Yr'r)

Ahora, hacemos las siguientes definiciones:

@ ¢ (x) es un left-handed spinor si transforma como

' (a') = Mpr(x)

@ Yg(x) es un right-handed spinor si transforma como

VR (2') = Nog(z)
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Recordando que MTN =1,

Y "R = YLIMINygp = vrlvg
VR’ = YRINTMey, = ¢rlyy

y por tanto, ambas cantidades son invariantes de Lorentz (escalares).
Entonces, el lagrangiano en el sistema S’ queda:

L =i 16"0" b + iR 100 R — m(vr TR + YrTvL)

con lo que queda demostrado que el lagrangiano se escribe del mismo
modo en cualquier sistema inercial.
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Simetrias discretas

Una manera alternativa de probar invariancia bajo Lorentz es la si-
guiente: considerar que la transformacién del spinor esta mediada por
una matriz, i.e.

() — P'(a) = S(L)Y(x)
Asi,

W
(i Sy"S~ 'L, 0, — m)y (2
(1770 —m)Y/(
La relaciéon impuesta es:
Sy L W=
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Paridad. La paridad espacial es la simetria discreta mas simple. Pro-
ponemos la siguiente transformacién:

¢(t7 _f) = Pw(ta f)

De una forma similar, para que los nuevos campos también satisfagan
la ecuacién de Dirac, se debe cumplir que:

P’}/MP_ILVM — ,yy

i Como se relaciona la paridad con la definicién de los spinores vy, y
1r? Para responder esta pregunta, notamos que:

g'=-7% - V' ==V

Por tanto, se cumplen las siguientes igualdades:
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0, =0"d, A o', =5",

Si se utiliza lo anterior en el lagrangiano, se concluird que serd inva-
riante cuando:

V(@) =vr(@) A YR(E) = (D)

Inversién temporal. En este caso, la relacién viene dada por:

¢(_tv f) = T¢(t’ f)

La naturaleza de T implica que las soluciones de la ecuacién de Dirac
deberian ser mapeadas a soluciones de la ecuacién compleja conjugada.
De un modo andlogo al anterior, se puede ver que:

LyuT’YM*Til =—"
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Conjugacion de carga. El campo de Dirac posee carga, por lo cual
tiene sentido definir la conjugacién de la misma. El mapeo viene dado
por:

V() = Cy*(x)

tal que ¢’ resuelve la misma ecuacién que 1. Sustituyendo,
0 = (190 — MW/ = (70, — m)Cy" = ((—in"" 0 — m)C"v)
La expresion anterior se anula si:

—At = CHH*C
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Covariantes Bilineales

De modo de escribir diferentes densidades langrangianas, sera util es-
tudiar las propiedades de transformacién bajo Lorentz de las siguientes

combinaciones bilineales de spinores:

(1) ¥

o = ot = (ol ) (9 0) ()

= "R + YR
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Oy = TR + R = vt MINYR + R NTMy,
= Y Yr +VrTYL

= Py
Ante paridad,
PPYP = PP P + R r? = rln + R = Pip

Por tanto, 1)1 es un escalar bajo Lorentz y bajo paridad.

(2) Y59 _
VP = T = TR — vRTyy
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Mediante un calculo directo se puede probar que este bilineal trans-
forma como escalar ante transformaciones de Lorentz propias, y que
cambia de signo ante paridad: se dice que es un pseudo-escalar.

(3) Pyt

Pty = 5 R ot
= Y IMTG* My + Yr"NTo" Nepg
= Y LM, + PRI LM 0 YR
= LMy

y transforma como un cuadrivector bajo Lorentz. Ante paridad,

YPyHYP = PRietbg + b oty
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Lo anterior significa que las componentes espaciales cambian de signo
bajo paridad. Por tanto, a este bilineal se le dice cuadrivector.

(4) ¥y
TPy = 5 — ooy
= P MG My — r"NTo* Ny
= ¢LTLMV5V¢L - ¢RTLMVUVwR
= L'y
y transforma como un cuadrivector bajo Lorentz. Ante paridad,
PP = Rlat e — drlotyy

lo que significa que las componentes espaciales no cambian de signo:
hablamos de un cuadrivector axial.
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Definicion.
[, 7"]

(5) Yo
Toty = (il F 0"~ 50" i + val (05" — 050 )

Forry! = (v MI(E 0" = 50" N

+ p NT(0"5” — 0”5“)M1/)L>

Recordando que MTN = NMT = MNT = NTM =1,
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Ty = < (0 (M M) (N0 N )b
— ¢ (MT6"M)(NTo* N)pr
+ " (NTe" N)(MT5" M)y,
— ! (NTo" N) (M5 M)y
= %(W (L' oG LY 307 — LY 367 LV 0™ Vibg
+ gl (D400 LY 557 — LuﬁaﬁL#a5Q)¢L>
= L', LY 2(¢L (0%0” — G0 g

+ onl ("5 — 75 )
= L' LV 9oy

y transforma como un tensor de dos indices.
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