
Algebra de Grassmann

• Extendemos C agregando la variable ψ

• [x, ψ] = 0, xεC, ψψ+ ψψ=0

• El producto es asociativo y distributivo:

(a+ bψ)(c+ dψ) = ac+ adψ+ bcψ+ bdψ2, ψ2 = 0

• 1 + 0ψ=1 es la identidad

• (a+ bψ)(c+ dψ)= ac+ adψ+ bcψ= 1,ad+ bc=0,ac= 1,c= a−1,d=−ba−2,a=/ 0



Cálculo

• Función f(ψ) = a+ bψ, «serie de Taylor»

• Derivada:
df(ψ)

dψ
= b

•
d

dψ
[f(ψ)g(ψ)] =

df(ψ)

dψ
g(ψ)+ f(−ψ)

dg(ψ)

dψ

•
d

dψ
ψ= 1− ψ

d

dψ

• Integral(Berezin):Imponemos invarianza translacional:

∫

dψf(ψ+ χ)=

∫

dψf(ψ)
∫

dψ(a+ bψ) =

∫

dψ(a+ b (ψ+ χ)) −bχ

∫

dψ= 0,
∫

dψ= 0

• Normalización:
∫

dψψ=1,

•
∫

dψf(ψ)= b=
df(ψ)

dψ

• Serie de Taylor:f(ψ)= f(0) +
df(ψ)

dψ
|0ψ



Complejo conjugado

• (a+ bψ)⋆= a⋆+ b⋆ψ̄,a⋆= ā

• {ψ, ψ̄}= 0,
{

d

dψ
, ψ̄

}

= 0

• F (ψ̄ , ψ)=F0 +F1ψ+ F̄1ψ̄ +F2ψψ̄

•
∫

dψ̄dψF (ψ̄ , ψ)=F2

• Cambio de variables:ψ ′= aψ,ψ̄ ′= āψ̄

∫

dψ̄dψF (ψ̄ , ψ) =

∫

dψ ′¯ dψ ′F

(

ψ̄ ′

ā
,
ψ ′

a

)

J

F2 =
F2

|a|2
J J = |a|2

J es el jacobiano de la transformación

• El jacobiano ordinario es:
∂(ψ̄ , ψ)

∂(ψ ′, ψ ′)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂ψ̄

∂ψ̄ ′

∂ψ̄

∂ψ ′

∂ψ

∂ψ̄ ′

∂ψ

∂ψ ′

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∣

∣

ā−1 0

0 a−1

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

|a|2

• Para variables de Grassmann:J=inverso del jacobiano ordinario.



Generalización a N variables

• ψi, i= 1, ....N , {ψi, ψj}=0

• x= a0 + a1i1ψi + a2i1i2ψi1ψi2 + ......aNi1i2....iNψi1ψi2....ψiN
. El producto de más de N ψ

se anula.

• El producto es asociativo y distributivo.

• f(ψ) = a0 + a1i1ψi + a2i1i2ψi1ψi2 + ......aNi1i2....iNψi1ψi2....ψiN
,Los coeficientes son

totalmente antisimétricos bajo permutación de los índices.

•
dψi

dψj
= δij,

{

d

dψj
, ψi

}

= 0

Ejemplo:f(ψ) = a+ bψ1ψ2,
df

dψ1

= bψ2,
df

dψ2

=−bψ1

• Serie de Taylor:f(ψ)= f(0) +
df(ψ)

dψi
|0ψi+

1

2

d 2f(ψ)

dψidψj
|0ψiψj+ ....



Integral

• Imponemos invarianza translacional:

∫

dψ1......dψNf(ψ+ χ)=

∫

dψ1......dψNf(ψ)
∫

dψ1......dψN
df(ψ)

dψj
= 0 ,

∫

dψ1......dψNψi1....ψiK= 0,K <N

•
∫

dψ1......dψNψN......ψ1 =
∫

dψ1ψ1....
∫

dψNψN = 1



Calculemos B=
∫

∏

i=1
N

dψīdψie
−ψ̄iAijψj

• N =2,
∫

∏

1
2
dψ̄dψeψ̄iAijψj =

∫
∏

1
2
dψ̄dψ

(

1− ψ̄iAijψj+
1

2
ψ̄iAijψjψ̄aAabψb+0

)

B =
1

2

∫

dψ̄1dψ1dψ̄2dψ2(ψ̄1A11ψ1 + ψ̄1A12ψ2 + ψ̄2A21ψ1 + ψ̄2A22ψ2)(ψ̄1A11ψ1 +

ψ̄1A12ψ2 + ψ̄2A21ψ1 + ψ̄2A22ψ2)

B=
1

2

∫

dψ̄1dψ1dψ̄2dψ2(ψ̄1A11ψ1ψ̄2A22ψ2+ ψ̄1A12ψ2ψ̄2A21ψ1+ ψ̄2A21ψ1ψ̄1A12ψ2+

ψ̄2A22ψ2ψ̄1A11ψ1) =

∫

dψ̄1dψ1dψ̄2dψ2(ψ̄1A11ψ1ψ̄2A22ψ2 + ψ̄1A12ψ2ψ̄2A21ψ1) =

A11A22−A12A21

• B= det (A)



Estados coherentes

• Campos bosónicos:

[â , â↑] = 1

• La representación de estados coherentes se define como:|z > = ez â
↑

|0>

• |z > es un autoestado de â, â |z > = z |z >

• Además, â↑
∣

∣

∣
z >=

∂

∂z
|z >

• El adjunto de |z > es <z |=<0|eâz̄

• <z |z ′>=<0|eâz̄ez
′â↑

|0> ,
∂

∂z̄
<z |z ′>=z ′<z |z ′> ,<z

∣

∣z ′>=ez̄z
′

A(z ′)

Evaluando en z=0, se obtiene A(z ′) = 1

• <z
∣

∣z ′>=ez̄z
′

Ejercicios:

1. <z |:h(â↑, â): |z ′>=h(z̄ , z ′)e
z̄z ′

,:: es el producto ordenado normal. Todos los operadores
de destrucción a la derecha de los operadores de creación.

2. Relación de completitud:
∫

e−z̄z |z > <z
∣

∣

∣

d z̄ dz

2π
= 1



Fermiones

• Operadores de creación(ψ̂) y destrucción (ψ̂ ↑)de fermiones:
{

ψ̂ , ψ̂
↑} = 1,ψ̂ ↑2 = ψ̂

2
= 0

• La representación de número de ocupación estándar es:ψ̂ ↑
ψ̂ |0>=0, ψ̂ ↑

ψ̂ |1>=|1>

• ψ̂ |0>=0,ψ̂ |1>=|0> , ψ̂ ↑|0>=|1>, ψ̂ ↑|1>=0

• La relación de completitud es:|0><0|+ |1><1|= 1

• Sea ψun número de Grassmann. Definimos un estado coherente por |ψ>=|0>+ψ |1>

• |ψ >=|0>+ψψ̂ ↑|0>=eψψ̂
↑

|0>

• ψ̂ |ψ>=ψ |0>=ψ |ψ> ,ψ̂ ↑|ψ>=|1>=
∂

∂ψ
|ψ>

• Estado coherente adjunto <ψ |=<0|+<1|ψ̄ =<0
∣

∣

∣
eψ̂ ψ̄

• <ψ |ψ̂ ↑=<0|ψ̄ =<ψ |ψ̄, <ψ |ψ̂ =<0|=<ψ |
∂

∂ψ̄

• <ψ |ψ ′>=(<0|+<1|ψ̄)(|0>+ψ ′|1> )= 1 + ψ̄ ψ ′= eψ̄ψ
′



Ejercicios

1. <ψ |:h
(

ψ̂
↑
, ψ̂

)

:|ψ ′>=h(ψ̄ , ψ ′)eψ̄ψ
′

2.
∫

|ψ><ψ |e−ψ̄ψdψ̄dψ= 1



Integral Funcional holomórfica

− Ĥ =: ψH
(

ψ̂
↑
, ψ̂

)

:

− El núcleo de Feynman:K(ψ̄f , tf ; ψi, ti) =<ψ̄f |e
−i Ĥ (tf−ti)|ψi>

− Dividimos en intervalo tf − ti en N trozos.ε=
tf − ti

N
,e−i Ĥ (tf−ti) = límN→∞

(

1− iεĤ
)

N

− K(ψ̄f , tf; ψi, ti) =
∫

...
∫

∏

m=1
N−1

dψ̄mdψm < ψf |1 − iεĤ |ψN−1 > e−ψ̄N−1ψN−1 <

ψN−1|1− iεĤ |ψN−2> ....

− <ψm+1|1− iεĤ |ψm>=(1− iεH(ψ̄m+1, ψm) )eψ̄m+1ψm≃ e−iεH(ψ̄m+1,ψm)+ψ̄m+1ψm

−

K(ψ̄f , tf; ψi, ti) =

∫

...

∫

∏

m=1

N−1

dψ̄mdψm

e
∑

n=1

N (−iεH(ψ̄m+1,ψm)+ψ̄mψm−1)−
∑

n=1

N−1
ψ̄mψm =

∫

∏

m=1

N−1

dψ̄mdψme

∑

n=1

N

(

−iεH(ψ̄m+1,ψm)−εψ̄m

(

ψm−ψm−1

)

ε

)

e
ψ̄fψf

con ψ0 = ψi, ψN = ψf.



Campo de Dirac

K(ψ̄f , tf; ψi, ti) =
∫

Dψ̄DψeiS,S=
∫

ti

tf

dt(iψ̄∂tψ−H)

• Campo de Dirac:Ĥ =
∫

d3xψ̂
↑(x)(−iα.∇+ βm)ψ̂(x)

•
{

ψ̂α
↑(x~ ), ψ̂β(x~

′)
}

= δαβδ(x~ − x~ ′)

• S=
∫

dtd3x(iψ̄∂tψ− ψ̄(x)(−iα.∇+ βm)ψ(x))

• Forma covariante:ψ̄→ ψ̄β,S=
∫

d4x ψ̄(iγµ∂µ−m)ψ


