Grado ingenuo de divergencia
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diagramas 1Pl son divergentes: Figura 1.
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K (p)=[ L Ry s e arars diverge logaritmicamente.

e Grado ingenuo de divergence(Naive power counting): Escala todos los momentum
internos:k; — Lk;, L — co. La integral se comporta como L”, D es el grado ingenuo
de divergencia. Depende de la dimension del espacio y del grafico.
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Substracciones
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e Derivando respecto a los momentum externos de un diagrama 1Pl se baja el grado de
divergencia del diagrama en 1.
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Las divergencia de los diagramas 1Pl son polinomios en los momentos externos. Esto es,
son términos locales.



Regularizaciéon dimensional

Bibliografia:Diagrammar.

J.A. PRL 94, 221302 (2005)

Dimensional Regularization We generalize dimensional regularization to a d dimensional
space with an arbitrary constant metric g,,,,. We work with a positive definite metric first and
then Wick rotate. We will illustrate the procedure with an example. Here g=det(g,,) and
A > 0.
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Wick rotation:g,,, = 1. qo=1iko, ¢*=—k?
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Parametros de Feynman
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Si la parte real del namero complejo z es positiva (Re(z) > 0), entonces la integral

L(z)= [, t*"te "dt

converge absolutamente. Usando la integracion por partes, se obtiene la siguiente propiedad:
[(z4+1)=2z I'(2)

Esta ecuacién funcional generaliza la relacion n! = n (n-1)! del factorial. Se puede evaluar
['(1) analiticamente:

F(1)= [, e tdt=limg 0o —e ' [§=—0—(—1)=1.

Combinando estas dos relaciones se obtiene que el factorial es un caso especial de la funciéon
Gamma:

I'(n+1)=n I'(n)=--=n! I'(1)=n!
para los nimeros naturales n.

La funcién Gamma es una funcién meromorfa de z € C con polos simples en z = -n (n =
0,1,2,3,...) y residuos Res(I'(z), —n)= @ Estas propiedades pueden ser usadas para

mn.
extender I'(z) desde su definicion inicial a todo el plano complejo (exceptuando los puntos

en los cuales es singular) por continuacién analitica.



Otras ecuaciones funcionales importantes de la funcion Gamma son la férmula de reflexién
de Euler

I(1-2) I'(z)==—

sin (7z)

y la férmula de duplicacion
[(z) T(z+5)=2'"2* 7 I(22).

La formula de duplicacion es un caso especial del teorema de multiplicacion

['(2) F(Z—F%) I‘(Z_|_%)...F<Z_|_m7;1):(2ﬁ>(m—1)/2 ml/2—mz T'(mz).

Una propiedad basica y muy atil de la funcion Gamma , que puede obtenerse a partir de la
definicion mediante productos infinitos de Euler es:

I'(z) =T'(2)
Varios limites Gtiles para aproximaciones asintéticas:

'n+a)
I'(n)n« =1,

. 'n—ao)l'(n+a) 4.
lim,, ., o P(n—B)P(n+6)_1’ a,BER

lim,, . o

Quiza el valor mas conocido de la funcién Gamma con argumento no negativo es
1

L(3)=vm,

La cual puede obtenerse haciendo z = 1/2 en la férmula de reflexién.



En general, para valores impares de n se tiene:
n n!! .

F(E"‘ 1) :ﬁ W (n Impar)

donde n!! denota al doble factorial.

La funcion Gamma tiene un polo de orden 1 en z = -n para todo namero natural y el cero.
El residuo en cada polo es:

Res(I', —n) = S

n!



Problema #1

Considere un campo escalar complejo, acoplado minimalmente al campo electromagnético
A,. El Lagrangiano es:

1 .
L= (Fu)? + (Du9) (D"6) = m?6* 6, Fuy=0,A4, — 0,4 , Dy=0+ic A,

1- Encuentre en espacio de momentos
i) el propagador del campo escalar;

ii) Los vértices que describen la interaccién del fotén con el campo ¢.



2-Calcule la contribucién del campo escalar a la polarizacion del vacio del fotén, usando
regularizacion dimensional. Note que hay dos diagramas. Para escribir la respuesta en la forma
transversal:

(¢%) = (9""q° — q"q")1(¢?)

es conveniente sumar los dos diagramas al comienzo, poniéndolos sobre un denominador
comin antes de introducir pardmetros de Feynman. Ademas use la simetria del integrando
bajo el cambio de variables x — >1 — x. Escriba explicitamente la parte divergente y la parte
finita. Explique claramente de donde viene la dependencia en L.
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Problema #2

La accién del modelo de Gross- Neveu es:
/d%wa WOy + g_]\?(%zawa)Q) a=1,...N, =037 =ios, vs="011 =01

1. Encuentre el grado de divergencia ingenuo de un diagrama 1Pl con E patas externas y
V vértices para dimension d arbitraria, y demuestre que el modelo es renormalizable en
d=2.Sol:

D:dL—P;L:P—V+1;4V:2P+E;D:d(P—V+1)—P:d(v+1—§)+§—zv
E b :
D=(d-2)V+d—(d— 1)§;End:2,D:2 — E,luego el modelo es renormalizable

2. Qué simetrias internas tiene el modelo?

R:

pe=U b =P U, UsU(N)

W' =~51, ' = —1) s, simetria quiral



3. Encuentre el potencial efectivo de la teoria usando el término dominante en la expansion
1/N'y renormalicelo usando regularizacién dimensional y MSS.R: Sumamos a la accién

No  —a AN?0? ANo a4
A5 = = P93 = PO AP + ()
290 4g§ g0
Elijo A=—=-, para eliminar el término cuartico, e integro sobre los fermiones para obtener

la accion efectlva para o:

iNSet(c) =N [ d2x(—i 22—5;"0) + tr(In(id, "+ 0)))

2

d2
Vee(o >_Zf—go+z/ (2—7:;2tr(ln(p,fy“+a)),azconstante

Para evaluar esta expresién, calculamos:
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Para renormalizar partimos de (1) extendiendo la integral a dimensién d.

d
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Definamos:
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4. Encuentre el vacio de la teoria, usando 3. Se rompen algunas de las simetrias encontradas
en 2.7

R: Se rompe la simetria quiral, porque o £ 0

o= Qﬁue_%jw)

5. Encuentre la funcion 3 del modelo, usando 4. Es el modelo asintéticamente libre?
Justifique su razonamiento.

2

0 | 20\ o —(Z+) ~Ctm) T s
(M(?_M+ﬁ8_g)0-_071u6 —i_ﬁlue 92_0 ﬁ_
g(to)

— 0, parat— oo. Es asintoticamente libre.

9t) = 1+ mg(to)(t — o)

6. Explique en qué consiste la transmutacién dimensional. Se da esta caracteristica en el
modelo de Gross-Neveu? Si, observe como se gener6 la escala 1



Problema #4

Considere el modelo \¢? cuya accién (euclidea) es:

5= [45(30,6(0)0,0(0) + Jm*6(0)* + 5,0(2))

Usando la integral funcional:

(a) Encuentre las reglas de Feynman en espacio de momentos.
1
A= Y =

(b) Encuentre la dimensiéon del espacio-tiempo d,, donde el modelo es renormalizable,
agregando todos los términos en el Lagrangiano que sean necesarios.

D:dL—2P,L:P—V+1,3V:2P+E,D:dP—dV+d—2P,(d—Z)%/—(d—2)§—
dv+d:V[$]—(d—2)§+d

Por lo tanto:d,, =6

D=6-2F



Agregar:
[dta(+as(w)

(c) Evalte los graficos 1Pl divergentes, 1-loop, usando regularizacién dimensional. Encuentre

la parte divergente(MSS) y finita de estos diagramas, incluyendo la dependencia en el
parametro arbitrario p.

A [ d 1 A d, 1 1
2/ (27)4 p? +m? 2 ( 2>(47T)g (m2)L—4/2
A2 d%p 1 1 1 \2
2 — - — 2
(%) 2 2r)dpZ+m2 (p— k)2 +m? /0 d 3
dp ! = >\—2 1 d a:/
2m)? [(p?+m?)(1 — x) + z(p* — 2kp + k* + m?)]? B 2 Jo
d 2 1
;lpd Lr)2 k21 1 22:2/ dx 1 dF(Z_g) 5 1 2\2—d/2
) [(p— k) TRl —a) +m?P 2 Jy 1 (21— 2) + m?)
s A [ dp 1 1 -
2 )] (2m)dp?24+m2(p—ks)?+m?



/1 1 X dp !
(2m) [(p? +m?)(1 — z) + z(p* — 2k3 p + k3 + m?)]?
1 A2 1
dzx = — dzx I'(2
/ / ((p — K 32)% + k32 (1 — x) +m?]? 2 Jo (4@% (
—) + ..

2" (k3a(1 - 96) +m?)? 4

Determinemos la dimension de \:

P‘] +3[¢] —d=0, 2+2[¢] —d=0, [¢]:—7 [)‘]:

Esto es: A = \gu€. Sea M2 =k%x(1 —x)+m? M2 =kix(1l —x)+m?
Tenemos:(Pokorski 4.51)

Ao _ 1 Ao _ 1 m?
M= 222 (-2 = ‘T'(—2
o H H (—2+¢) (47)3—¢ (m2) 2+ 5 (—2+¢€) (47r)3( m2 )
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Problema #2

Considere las transformaciones de gauge siguientes, donde /., es simétrico:
Sh (@) = b () + DA () (1)

(a) Muestre que forman un algebra cerrada.

(b) Encuentre la accién cuadratica en los campos h,,,,, con ecuaciéon de movimiento cuadratica
en momentos ,mas general invariante bajo ¢ .

(c) Encuentre las transformaciones BRST de los campos, incluyendo fantasmas,
antifantasmas y campos auxiliares.

(d) Pruebe que las transformaciones encontradas en (c) son nilpotentes.
(e) Usando el método BRST, fije un gauge cuadratico (en la accién), con un parametro libre a.

(f) Encuentre el propagador de los fantasmas en espacio de momentum.

Sol:

(@) [0nss Onollpw =0, (92 () + 0 A2 pu(2)) — (1 2) =0



(b)

S = huS pvashass Suves simetrico en afypur . Ademas simetrico bajo (af < pv), 05 =
RS pvap(Pal\ g + ppla) =0
SpuvapBPa — 0

SuvapB = A1PuPurlap + a2p pPallvs + aspupplav +

a4p277;w77a6 + a5p277ua77B1/ + a6p277uﬁ770w +
a7 uvPaP B + ag? uapP sPv + aA9Pa P B

1P PP B + 2P uP* g + AP PP s + AsP* N g+ asp’pun sy + asp*Puus +
AP P + AP PP s + aop* Putlus =0
a1 +as+ag=0,a2+a5=0,a4+a7=0, a6+ a9g=0
Impongamos simetria en (v« ()
as = as, as = ag, ag = Ay
Impongamos simetria en (<> )

a2 = ag, a3 = asg, a5 = e



Se tiene:
ag=ag=ay=a3=—a1/2,a6=a1/2=as, a7 = —au,
Impongamos simetria en (af3) < (uv):

1 1 1, 1, 1 1,
a1(pupvias — SPuPalls = 5 PuP flew + 5P Nuallgy + 5P Nufllay = 5 MuaP Py = 5P Punus) +

a4(p NuTap — nuupapﬁ) — al(papﬁn,uu — §papu77uﬁ + §p ymeyey + 5]9 Nupfav —
1 1
5 MuaP Py = 5PuPlav) + aa(P e = TagPuPv)

Por lo tanto
a4 = —aq
Esto es:

1 1 1 1 1
SuvapB — Cll(pup;ﬂ?aﬁ - §pupa77yﬁ - §pup677a1/ + §p277ua77ﬁl/ + §p277u677a1/ - 577uapﬁpy -

2]9 Pullpg — P NuvllaB T NuvPaP B

huy,a - ah,ua,y - ahl/a,u
(Au,ua + Ay,ua) - a(A,u,al/ + Aa,,uy) - a(Ay,au + Aa,uu) =0

a=1



La accién es:

Transformacién BRST:

dcy,(x) =0

0¢,(x) =by(x)

ob, () =0

obviamente nilpotente.

Gauge fixing:

S:al/ nl’(hw/,w/haa—hu,u,ahyu,a

Oh () = Oycy () + Oy ()

6(Bc, ()b (z) + c¥(x)hyo o) = BbO” + b hye o — €7 () (Ca,av + Cv,0a)

Integrando:

4R

1
hva,ahup, 6 — ¢ (2)(Ca,av + €1 00)



Propagadores:

i) Fantasma:

paquaﬁ + p2Fyﬁ =Tg

Ap*pups+ Bpups + p*Apups + p*Bnug = nus

1 1
A=
p?’ 2(p?)?

2Ap> +B=0,p’B=1,B=

1
"2

Fop=
T

(p — =3 D)
Nap 2p2papﬁ

Fog=Apaps+ Bnag



