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e Problema 1
Sea S el espacio vectorial generado por las funciones cilindricas:
Ur,f[A] = f(U(A, )...., U(A, L))

donde U(A,~) es la holonomia de A en ~.
(A) Se define

(\IJF7f|\IJF,g) :/ dUldULf(Ul, ....UL)g(Ul, UL)

donde dU es la medida de Haar de SU(2).
Demuestre que (1) define un producto interior en S.

Sol:
(i)

(xpnfmfr,f):/dUl....dULf(Ul,....UL)f(Ul,....UL) >0

Si /dUl....dULf(Ul,....UL)f(Ul,....UL):O
implica f(Un,....Ur) =0,estoes ¥r =0

(Tr,#|Ur,g) = (Ur,¢|¥r, ), dado que dU esreal.
(iii)

(Ur gla¥r ¢ +b0Vr p)=a(¥r g|Vr ¢) +b(Vr g|¥r,n),Va,beC



(B) Cousidere un estado de dos "loops” idénticos, a; = ag , definido por
Vo [A] =tr(U(A, a1)U(A, o))

Encuentre la norma de este estado en el producto interior (1).

Sol:
(0 o A Vg [A]) = / AU [t2(U2)2
Debemos encontrar:

Aijk l,mnpq— /dU Uszkl Umn qu

Cambiemos variables: U — V1 UV,

Por lo tanto:
Aijk l,mnpq=— VszavlTbi‘/lecvlekvl me‘/Q fnvl ph‘/2 rq Abadc,efh'r
Esto es:

Apade,e fhr =AM bd,eh Oa fOer + A2bd,eh Oarle f

Insertando (4) en (3), se tiene:
)\a ik,mp=— VlTbivlekvl mevl ph )\a bd,eh 0= 17 2

Se tiene:

Aabd,eh = a10ebOnd + fa20eadnb

Resumiendo,
Apade,e fhr = 1110e0hd0a fder + 11206 a0nb0a fder + [1210eb0hd0arbc f + 1220 dOhbarde f
Contrayendo b=e,d=h, obtenemos:
4p110a f0cr 4 2101200 fOcr + 412100 70c f + 212200 0 f = O fcr
Esto es:
dpn +2p12=1,2p21 + p22=0
Contrayendo b= h,d = e, obtenemos:

2,”115af50r + 4,“125af5cr + 2,”215ar5cf + 4#225ar5cf = 5ar5cf



Esto es,
i1+ 2p12=0,4p92 +2u2 =1

__1 _1 __1 _1
Hi2 = 6,,u11—3,,u21— 6,#22—3

Por lo tanto:
1 1
Abadc,efh'r = 5(5eb5hd5af5cr + 5ed6hb5ar60f) - 6(5ed6hb5af5cr + 5eb5hd5ar50f) (7)

Verifiquemos b=e,a= f da:

1
(40ndbcr + Ondder) — 6(25hd5cr +20nd0cr) = Ondder

w| =

Correcto.

Otro test:
empenq/dU UijUkl Umn qu =2 /dU UijUkl = €ik€51

Se tiene, de (7):

1 1
€e hefr[g(debdhddaf(scr + 5ed6hb5ar5cf) - 6(5ed5hb5af5cr + 5eb6hd5ar50f)] =

2 1
6bdeac[g - 6( -1- 1)] = €bd€ac

Correcto.

Finalmente,

R 1 1
(Vo[ Al ¥ )[A]) = /dU UiUjilUkiUne=5(4+4) = £(2+2)

2
3

Por lo tanto N =+/2
e Problema 2

La accion de Einstein-Hilbert-Cartan esta dada por:
1 1 1
Sle,w] =1z [ euxr(ze’ Ae/ AR(W)*F —Shef Al Aef Aeh)

G es la constante de Newton y A es la constante cosmoldgica. R(w)EY es la forma de curvatura
correspondiente a la conexién de espin w.

(A) Encuentre la ecuaciéon de movimiento que se obtiene al variar w. Escriba esta ecuacion
usando la forma de torsion.



Sol:

SR(w)EL = dowkE 4 6wk j Awlt 4+ Wk ;A dwlt,
0S[e,w]= /GUKL( —d(e! Ne?) ASwRE — wpl A SWEM 4 Wk 3 A SWME) =0,
GIJKM( - d(eI AN 6‘])) + (GUKLGI Nel Awl M — GIJMLGI Nel Awl K) =0, wtM = _ ML
Sle,w] = 1 €L]KL(leI Nel A R(w)KE — i)\el Ael NefAel)
’ 167G 4 12

L eUKL(%éeI Ael N R(w)KL + %el Ael NSR(w)KL — %)\(561 Ael NefAel)

09 =16:a

Therefore:

erkn (e’ A R(w)XE — %)\e‘] ANeKnel)y=0

SR(w)XL = d6wkE + 6w’ j AWt + W ;A Sw!t

/EUKLeI A el A (dOwBE + 6wk pp A wME + B A SwME) = /€1JKL( —d(ef nel) A owKE — el A
el AwprP A SwEM el Aed AwE A dwME) =0,

enrm ( — d(ef Ae)) — %(GIJKLel ANed Ny — epure’ Aed Awg ) — %(GIJLKGI ANel Nwb oy —

EUKL€I ANed Awl K) =0

P.D. Last equation implies 77 =0

The action is invariant under local Lorentz rotations in capital latin indices, so last equation
must be covariant under local Lorentz. The only Lorents 1- form vectors are e!, T”. Therefore,
last equation must be linear combinations of e/ ATY. Let us show this point explicitly.

1 1
enxm(—d(ef Ael)) — §(€IJKL€I ANed Aoyt —epmrel Aed AwgeF) — §(€IJLK€I Ned Awl oy —

+ EUKL€I Anel Awt K) =0
61JKM( — TI/\eJ+eI/\TJ) —|—€1JKM(UJA/\6A/\eJ—le‘i/\eI/\eA)

1 1
- §(€IJKL6[ Ael Nwat —enunel Aed AwgF) — §(€IJLK€I Ael ANwE y —epkrel Nel Awt k) =
0

K=0,M=1
w,24/\e‘4/\63+w%/\62/\e‘4 —w%/\eA/\eQ—wi/\e3/\eA

1 1
- §(€1J0L6[ Nel ANwp B —egirel Ned Awo ) — §(€IJLO‘3[ Ael Aol —egirel ANed Awlg) =

2wiNeANeSF 2w Ne? Ned — (epige! Ned Awy E—eirel Ned Awy B) =
214.)8/\60/\63+2w8/\€2/\€0+2w%/\61/\63+2w%/\€2/\€1—(261/\62/\w1 3423 Nel A
wp B —2e3NelAwy 2—2e9Ne2Awy 2=0
That is:
EIJKM(—eJ/\TI—FeI/\TJ)ZO

Taking dual, we get:

—e/ AT T+ NT7=0



Write:

TI=TT ABeA NeB

—T! sge AeBAed +T7 gped AeB Ael =0
— L g ABIL L), o ABIL )
FUL _ Il
Thatis T is symmetric in the two first indices

and antisymmetric in the last two.
FUL _ pIIL _ _ pILL . pLIL _ LI _ pILT . plIL

Therefore, TYL = 0, T ,5=0

(B) Encuentre la ecuaciéon de movimiento que se obtiene al variar e!. Muestre que esta ecuaciéon
es equivalente a la ecuacion de Einstein en el vacio en lenguaje tensorial.

Sol:

08 eUKL(%éeI Ael A R(w)RL + %61 Ael NSR(w)RL — %)\561 Ael nefAel)

__1_
167G
ekL(e’ A R(w)¥l — %)\e‘] Nefnel)=0

ek (e’ #RKL A — %Ae,‘ief@f)dm“ ANdz¥ ANdz* =

2
(GUKLG‘] HeK el 5RO‘B 1 —eUKL)\el{efe%)da@“ ANdz¥ ANdaz* =0

’ multiply by e’ ,
(€ppape RO ) — %)\eewm)dmu Adz’ Adz =0
Taking dual:

(€ppape R\ — %)\e € ) €MV =0
€puae N = — 667,

4R" ,—2R5" ,+4X5" ,=0
e Problema 3
Muestre que la conexiéon de espin w se puede escribir de la siguiente forma:
Wff]: ALJ T Bﬁ]
donde A es auto-dual y B es anti-auto-dual.
iKY =+ %GMN”KIIYIN , para auto — dual( + ), anti-auto-dual ( —)

Encuentre A y B como funcion de w.

Sol:
1 . .
Lesn N =i AL Bl

S T Ald | spIJ
iwy,” =1 A, +1iB,

I#J_ 22-(26MNIJ(“’;]1\.4N Z“#IJ) = 2( 2€MNIJ(“’;JI\.4N (“’;ILJ)
BMIJ 22( 2€M1VIJ""£,4N ZL"}IJ,J) 2(126MNIJL"}JJ\,4N W }ILJ)



