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Resumen

En esta tesis se estudiaron propiedades de los mesones a partir de sus grados de liber-
tad fundamentales (quarks y gluones) cuyas propiedades estan determinadas por la Cromo-
dindmica Cudntica (QCD). Con este propdsito se generé un modelo efectivo de QC'D en dos
dimensiones, esto al considerar QC'D en 4D y luego compactificar dos dimensiones espaciales
en dos circulos de radios R pequenos y proyectar en el subespacio de los modos cero de K-K
(Kaluza-Klein). El modelo que se obtiene es mds simple que QC Dy pero retiene propiedades
importantes de él en orden de describir estados ligados de quarks.

Se demostré que este sistema induce una masa dindmica para los campos gluénicos
transversales, campos escalares en la representacién adjunta del grupo de color y se probd
que esta masa diverge cuando el radio de compactificacion R se hace pequeno.

Se encontré el propagador completo de los quarks, en limite quiral, demostrandose que
el polo de estos es real. En este modelo los quarks no poseen propiedades taquidnicas, a
diferencia de lo que ocurre en QC Ds.

Se estudiaron estados ligados de quark-antiquark via resolver la ecuacion de Bethe-
Salpeter. Con este objetivo se analizaron las amplitudes de scattering para los diferentes
canales del modelo determinandose que el modelo posee cuatro clases de estados ligados.
Para cada clase de estado ligado se determiné su espectro de masas y su vértice propio
quark-antiquark-meson.

Usando una adecuada representacion de las matrices 7 en 4D se pudo determinar la
relacion entre los espinores en 2D y 4D. Esta relacién nos permitié entender nuestros estados
ligados en 2D en funcién de su manera de transformar respecto a Lorentz en dimensién 4D.
De esta manera se analizaron los mesones escalares y pseudoescalares 4D que nuestro modelo
predice determinandose el espectro de masa en ambos casos. En particular se determiné que
en el limite quiral el estado fundamental pseudoescalar es sin masa en concordancia con el
rompimiento espontdneo de la simetria quiral de QCDy. Por otro lado el espectro de masas

de los estados escalares es masivo en concordancia con la evidencia experimental.
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Introduccion

Si observamos a la naturaleza veremos que en ella habitan un sinntimero de objetos de
diferentes formas, tamanos y propiedades y que estos a su vez interactian entre si de muy
diversas maneras. Ha sido una constante de la humanidad tratar de determinar relaciones
entre los diversos fenomenos que la naturaleza nos presenta, tratando gradualmente de or-
ganizar las cosas, enlazando fenémenos que en principio lucen diferentes con la esperanza de
poder de este modo entenderlos mejor.

Siguiendo este modo de pensar surge en forma natural la pregunta de si acaso es posible
que los multiples objetos que a diario vemos no sean el resultado de la union de un niimero
reducido de objetos mas fundamentales, especies de ladrillos béasicos, que aunque siendo
pocos al combinarlos en diferentes cantidades y de diferentes maneras generan la totalidad
de objetos que vemos en la naturaleza. Surge de esta forma el concepto de lo que es una
particula elemental. Esto es, un objeto sin estructura interna, ladrillo fundamental de la
naturaleza.

De igual manera nos podemos preguntar si las diversas fuerzas que a diario vemos en
nuestra experiencia comun, como lo son por ejemplo la fuerza de gravedad, la resistencia que
pone el viento al movimiento de un objeto, las fuerzas electroestaticas, la fuerza entre imanes,
los diferentes tipos de fuerzas de roce, las fuerzas de contacto, no son acaso el resultado de la
combinacion de fuerzas méas fundamentales y por lo mismo més simples. La respuesta a esta
pregunta es si. En la naturaleza se han determinado que existen cuatro fuerzas fundamentales
de las cuales las restantes pueden, en principio, ser derivadas. Estas fuerzas son: La fuerza
de gravedad, la fuerza electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. De
estas fuerzas nosotros solo tenemos experiencia mas o menos directa de las primeras dos, las
restantes son fuerzas que actian en el interior de los nticleos atémicos.

Respecto a la primera pregunta la respuesta en este momento también es afirmativa,
aunque habria que agregar que se tard6 en determinar cuales son estos ladrillos fundamen-
tales, y de algin modo hasta hoy se puede argumentar que tal vez si miramos a mayor
energia, lo que implica observar con mayor resolucién, tal vez lo que hoy consideramos una
particula fundamental revela poseer una subestructura.

El primer miembro de estos ladrillos fundamentales en ser descubierto fue el electrén, des-
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INTRODUCCION

cubierto por J.J. Thomson en 1887. Las siguientes particulas subatémicas en ser descubiertas
fueron el Protén (1919) y el Neutrén (1932) dando sustento a esta idea de la existencia de
un numero reducido de ladrillos fundamentales constituyentes de la materia. Sin embargo
pronto se descubrié que la naturaleza no es tan simple y comenzaron a aparecer muchas
mas particulas que en principio también tendrian derecho a ser llamadas fundamentales. De
este modo tenemos que en 1931 la primera de las denominadas antiparticulas, el positrén es
descubierto. Luego mientras la comunidad cientifica buscaba a las particulas mediadoras de
la interaccién fuerte predichas por H. Yukawa, los piones, aparece (1937) otra particula con
una masa similar a la de las particulas de Yukawa pero que no siente la interaccién fuerte.
A esta particula se le denominé mesén p o mudn (el nombre mesén viene del hecho de que
los valores de las masas de los mesones estan entre los valores de las masas del electréon y
del protén). Los piones de Yukawa, que son tres 7, 7° 7+, fueron finalmente encontrados
en 1946. Luego aparecieron los Kaones que son particulas bastantes parecidas a los piones
pero con masas mayores. Finalmente con la ayuda de los primeros aceleradores de particulas
fueron apareciendo més y mds particulas hadrénicas' hasta llegar a la década de los anos

60’s donde se conocian alrededor de cien particulas de este tipo.

De este modo tenemos que el panorama para los fisicos de particulas a comienzos de
los anos sesenta parecia ya no ser tan prometedor. La idea original de que con numero
reducido de ladrillos fundamentales estaba construido nuestro mundo parecia derrumbarse
ante la ploriferacion de estas particulas hadronicas. ;Como podian ser elementales mas de
cien particulas , que ademds no parecian tener una relacién clara unas con otras? Se dice
que el famoso fisico Italiano Enrico Fermi habria dicho: “si llego a adivinar esto me hubiera

dedicado a la botédnica”.

Para resolver este problema primero habia que clasificar a los hadrones de una manera
astuta. Murray Gell-Mann y el fisico Israeli Yuval Ne’eman a comienzos de los anos sesenta
[1], [2] ¥ [3] se convirtieron en los Dimitri Mendeleev de la era moderna al encontrar lo
que seria el analogo de la tabla peridédica de los elementos quimicos, pero para la fisica de
particulas, en particular para la fisica hadroénica, en lo que seria llamado el modelo del camino

6ctuple (nombre dado por M. Gell-Mann al modelo inspirandose en el Budismo).

En la formulacién final del camino 6ctuple, dada por el mismo M. Gell-Mann e indepen-
dientemente por G. Zweig en 1964, se postula que los hadrones no son particulas elementales,
en cambio son particulas compuestas, estados ligados de otras particulas mas pequenas que
en principio sf serian elementales y que M. Gell-Mann denominé quarks, nombre sacado de
la enigmatica frase ”jTres quarks para Muster Mark!”del libro de James Joyce Feynnegan’s
Wake. Esto porque en el modelo original habfan tres variedades (sabores) de quarks; el quark

up, el down y el strange.

1Los hadrones son las particulas que siente la interaccién fuerte.
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INTRODUCCION

En la formulacién del camino 6ctuple los hadrones se pueden ordenar en octetos y decu-

pletes de particulas del mismo

ordenan en singletes y octetos, de la siguiente manera:

P -
Y J'=o0
A
KO K*
1r L] [}
™ e L 13
0 L * t
ok
-1r °® [ ]
oL
1 1 1 1 1 ]
=32 -1 -12 0 12 1 312

espin y paridad. De este modo tenemos que los mesones

2S€

En cambio los bariones® se ordenan en singletes, octetos y decupletes, de la siguiente
manera:
P_, .+ P__ +
Y J'=12 Y J'=312
A A
n p N NO Nt N
1r L4 ® 1r ® (] [ ) (]
b 5 b 13 b z+° o 13
0 @ L 4 > 0 @ L 4 >
= =0 == =*0
-1+ . ° -1+ ° °
o
2L 2L °
L Il Il Il Il J L Il Il Il Il J
82 -1 -2 0 12 1 32 82 -1 -2 0 12 1 32

Estas formas de ordenarse pueden ser naturalmente explicadas si se considera que los ba-
riones y los mesones no son particulas elementales sino que son objetos compuestos. En par-
ticular los bariones son objetos compuestos por combinaciones de tres quarks y los mesones
por combinaciones de un quark y un antiquark.

Con el formalismos del camino éctuple se logra explicar por qué los mesones y bariones se
agrupan y ordenan de esta manera tan peculiar, ademas se da un orden al zoo de particulas
hadrénicas, unido al hecho de que ya no se tienen mas de cien particulas elementales, ya
que los hadrones no son elementales ahora son los quarks que son muchos menos (seis en el
modelo estdndar) y ademés estan de algin modo relacionados entre ellos formando familias.

Un hecho importante que ayudé a la consolidacion del modelo de quarks fue el descubri-
miento del barién Q7. En el tiempo en que M. Gell-Mann postul6 la existencia de los quarks

y ordend los mesones y bariones en multipletes sélo se conocian nueve bariones, la décima

2Los mesones son particulas hadrénicas de espin entero. Ejemplo los piones.
3Los bariones son particulas hadrénicas de espin semientero. Ejemplo el protén.
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INTRODUCCION

particula (en la parte mds baja del decuplete) de carga —1 y extraneza —3 no se conocia.
M. Gellman predijo la existencia de este décimo bariéon y determind su masa, también re-
conocié que la vida media de esta particula debia ser mayor respecto de sus companeros
del decuplete esto porque 2~ se desintegra debido a interacciones débiles. De este modo
Gell-Mann les dijo a los fisicos experimentales que existia un nuevo barion y les mostré
donde debian buscarlo. Naturalmente el Q- fue encontrado en 1964 [4] con exactamente las
propiedades que Gell-Mann habia predicho.

Sin embargo faltaba explicar algunas cosas, en particular cual es la dindmica de estos
quarks, es decir faltaba una teoria que diera una explicacién a como interactiian los quarks
entre si para formas los hadrones. Ademds existia el problema de que los quarks como particu-
las independientes no aparecian en los experimentos. La solucién a estos problemas vino de
promover a la invariancia global de color de la teoria de quarks a una invariancia local de
gauge. Los primeros en poner de manifiesto que las teorias de Yang-Mills eran ideales para
describir las interacciones entre los quarks fueron M. Gell-Mann, H. Fritzsch y Y. Nambu. Por
su parte la comunidad cientifica fue aceptando en forma gradual que ésta era la solucién para
el problema de las interacciones fuertes hasta que finalmente esta idea fue completamente
aceptada con el advenimiento de la libertad asintdtica y el descubrimiento de la particula
J/U en 1974.

La invarianza global de color fue originalmente implementada por O. Greenberg en 1964
[6] para solucionar un problema del modelo de quarks que consistia en que a pesar de que
los quarks tiene espin 1/2 no parecfan comportarse como fermiones. En un decuplete, por
ejemplo, el 2~ contiene tres quarks idénticos con espin rotando en la misma direccién. Esto
debia estar prohibido por el principio de exclusion de Pauli. Sin embargo en la nueva teoria,
cada uno de los quarks en el interior de una particula tal como el Q™ tienen un color diferente
y, por lo tanto, uno puede demostrar matematicamente que ellos tienen que formar decupletes
y octetos exactamente igual que los bariones.

De este modo nace la Cromodindmica Cudntica (QCD) por sus siglas en inglés al in-
troducir el color como una invariancia local a la teoria de los quarks. Como los colores son
tres entonces la teorfa es invariante local SU(3) donde los campos de materia son los quarks
y los campos de gauge mediadores de las interacciones entre los quarks son ocho campos

vectoriales sin masa denominados gluones.

Fuerza Entre Quarks

Como hemos mencionado QCD [7] describe en forma correcta los fenémenos més en-
ergéticos que ocurren en el interior de los hadrones en particular el fenémeno de la libertad
asintotica. j Pero que sucede respecto de la hipétesis del confinamiento? ; Es posible demostrar

trabajando de primeros principios desde QCD el confinamiento del color? O dicho de otra
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manera, trabajando con QC'D ;Es posible obtener el potencial entre los quarks? y de obten-
erse jEs este potencial confinante? Lamentablemente el confinamiento es un fenémeno que
estd fuera del rango de validez de la teoria de perturbaciones de QC'D. Como consecuencia
de esto no existe una expresion analitica para las fuerzas que mantiene unidos a los quarks
en el interior de los hadrones que se pueda derivar de primeros principios usando QCD.
Veamos porque un andlisis perturbativo falla. Para esto estudiaremos un estado @
(mes6n) y determinaremos el potencial entre los quarks en un limite no-relativista. Para

esto trataremos los estados ligados con la ayuda de la ecuacién de Schrodinger:

2

HU=EV, H:m1+m2+§—M+V(T). (1)

En esta aproximacién el mayor desafio es determinar V(r). Considerando el scattering
elastico de las particulas constituyentes la parte del potencial que es asequible en forma
perturbativa se puede determinar siguiendo los siguientes pasos [5]:

i) Calcular la amplitud de scattering T';:

Spi = (f,outli,in) = 65 +i(2m) 20 (Py — P) Ty, (2)

al menor orden no trivial en teoria de perturbaciones.
ii) Realizar el limite no-relativista.

iii) Obtener el potencial V'(r) como la transformada de Fourier de T,

V(r) = —(2r)3 / 3k e T Ty (k). (3)

Luego en el caso de un estado ¢q¢ debemos calcular el scattering:

¢i(p1,01) + @i(p2,02) = qr(qr, 71) + G@i(q2, 72) (4)

donde los indices i, j,--- = 1,2, 3 representan al color. Como los estados fisicos son singletes
de color introducimos la funcién de color de los mesones (1/v/3)d;;. Los diagramas que

debemos calcular son los siguientes:

p1 q1
. . —
T = g +>U0‘0‘G\<
&
- —~ «Z<
P2 a2

Debido a a que la amplitud T esta en el singlete de color tenemos que sélo el primero de

los diagramas contribuira. De este modo obtenemos la siguiente expresién para el potencial:

Vi) =-3 2 (5)
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Podemos notar que éste es un potencial tipo Coulomb, el cual no es confinante. De
este modo podemos apreciar que por calculos perturbativos sélo podemos determinar la
parte del potencial que es relevante a pequenas distancias; si queremos determinar la forma
del potencial para valores grandes de r se deben considerar céalculos no-perturbativos. En
particular para determinar el potencial entre los constituyentes de los mesones, se debe de
determinar, en principio, a todo orden la matriz de scattering ¢q.

Una manera de realizar esto es con la denominada ecuacién de Bethe-Salpeter [8], ver
también [21]-[24]. En esta formulacién la idea es determinar a todo orden la matriz de scatte-
ring T no al considerar la suma infinita de todos los diagramas de Feynman que contribuyen
a ella, sino que encontrando una ecuacién para la amplitud T que represente dicha suma
infinita de diagramas. De este modo cambiamos el problema de sumar infinitos diagramas
por el problema de resolver una ecuacién integral. Por ejemplo los diagramas que contribuyen

a la amplitud 7" en QC'D son de la siguiente forma:

r—op r—p
T :§+§§+§§+§§+...
I <
/

b P

Luego si de estos diagramas sélo consideramos los diagramas tipo escalera tendremos que

la amplitud T satisface la siguiente ecuacién:

Yy
Yo

Donde como es usual en este tipo de aproximacién hemos reemplazado los propagadores
libres de los quarks por los propagadores vestidos, los cuales deben ser determinados en forma
independiente. Esta es la ecuaciéon de Bethe-Salpeter que satisface la amplitud T la cual al
ser resuelta nos permite determinar las propiedades de la amplitud de scattering mas alla
de la teoria de perturbaciones. En particular los estados ligados pueden identificarse en este
esquema a través de la aparicién de polos en T. Con la ayuda de la ecuaciéon homogénea
de Bethe-Salpeter, la cual en esta aproximacién puede asumir la forma de un problema de
autovalores, es posible determinar las masas de los estados ligados y las funciones de onda
de estos. Desde luego que se debe justificar de algin modo el hecho de haber considerado
solo los diagramas tipo escalera, pero esto es un punto que discutiremos luego.

De este modo tenemos que si deseamos estudiar estados ligados en una formulacién rela-

tivista usando teoria cuantica de campos éste es el esquema que debemos utilizar. La ecuacién
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INTRODUCCION

de Bethe-Salpeter es una ecuacién formalmente exacta para el problema de los estados li-
gados de dos cuerpos, que provee un formalismo covariante para el estudio cuantitativo de
estos estados.

Sin embargo debemos decir que en términos préacticos este tipo de esquema no siempre
es aplicable. En particular la ecuacién de Bethe-Salpeter generalmente no puede ser resuelta
y por otro lado el niicleo de interacciéon que aparece en esta ecuacion no puede ser derivado
directamente desde QC'D. Sin embargo existen algunos modelos [14]-[20] donde este esquema
puede ser desarrollado y por otro lado es posible considerar algunas aproximaciones para esta
ecuacion (no siempre muy bien justificadas) de modo de aplicar este esquema a QCD [10]-
[13], en particular es comun considerar la aproximacién de retener sélo las contribucién de
los diagramas tipo escalera a T' y reemplazar los propagadores libres de los quarks por los
propagadores vestidos, todo esto unido en muchos casos a la aproximacién de considerar que
el nicleo de interaccién es instantaneo, aproximacién que es denominada solucién estatica.
Para una revisién de este tema en el contexto de QC'D ver [25].

En este contexto es que QCD en 2D (QCD5) [30] en el Limite N.* grande [29] aparece
como un modelo donde la aproximacién de considerar sélo los diagramas tipo escalera para
la amplitud T estd completamente justificada. Esto unido al hecho de que el ntcleo de la
interaccion para un gauge particular denominado gauge cono de luz es instantaneo, hace que
este modelo sea un precioso laboratorio para estudiar estados ligados siguiendo el esquema
de la ecuacién de Bethe-Salpeter. Este fue precisamente el trabajo de G. 't Hooft [30] quien
en el limite N, grande estudia estados ligados ¢¢ resolviendo la ecuacién homogénea de
Bethe-Salpeter determinando de este modo el espectro de masa y las funciones de onda de
estos mesones en 2D. En particular de este trabajo se desprende que la teoria es confinante
y que los estados ligados poseen un espectro de masa discreto, el cual sigue una trayectoria
de Regge aproximadamente lineal. Todas estas propiedades que se esperan que QCD en 4D
posea.

Durante los anos QC D5 ha sido sujeto de innumerables investigaciones que cubren des-
de el estudio del confinamiento de los quarks, factores de forma hadrdénicos, deep-inelastic
scattering [31, 32], hadron-hadron scattering [33], el rol de los instantones y solitones [34, 35],
estados de muchos sabores [36], condensados de quarks [37] y fisica de quark pesados [38].
Por otro lado la versién bosonizada de QC Dy ha sido utilizada para la descripcién de los
espectros mesoénicos y baridnicos [39, 40, 41] y para el estudio del rompimiento esponténeo
de la simetria quiral [40, 42].

También se ha demostrado que QC D5 en el limite N, grande posee una interpretacién en
términos de una teorfa de cuerdas [43] exhibiendo de este modo importantes propiedades que
se esperan encontrar a partir del verdadero QCD en cuatro dimensiones. Una interesante

revisién de QC Dy se puede encontrar en [44] también en [45], donde QC D2 aparece tratada

4Donde N, es el niimero de colores.
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dentro del contexto de otros modelos en 2D.

Sin embargo QC' D5 es demasiado simple para describir ciertos aspectos realistas de una
teoria de gauge en dimensién mayor. Por ejemplo en una teoria en dos dimensiones no
existen gluones fisicos y tanto el momentum angular como el espin estan ausentes. Ademas
en QC Dy existe el problema de las propiedades taquidnicas de los quarks [30] y la ausencia
de una version realista del rompimiento espontdaneo de la simetria quiral, situacion que se
manifiesta en el desacoplamiento de los piones del resto de los estados [46]. Esto es una clara
senal de que necesitamos més informacién proveniente de las dimensiones extras en order de

obtener una mejor imagen de QC'D mediante el uso de un modelo en dos dimensiones.

De este modo surge la pregunta natural de si es posible enriquecer a QCDs de alguna
manera de modo de otorgarle mas propiedades fisicas, pero esto sin volverlo un modelo
intratable. Dentro de este esquema es que ha sido sugerido que la introduccién de campos
de materia en la representacién adjunta del grupo de gauge [47, 48] provee la informacién
de los grados de libertad transversales del gluén, caracteristicos de una teoria de gauge en
dimension mayor, otorgando de este modo una imagen mas adecuada de las interacciones

fuertes.

En esta tesis se estudié un modelo en 2D que es una versién extendida de QC'D». Este
modelo es obtenido de QC'D en 4D al compactificar dos dimensiones espaciales en un 2-toro y
no considerar los modos pesados de K-K (Kaluza-Klein) [50]. Como consecuencia obtenemos
un modelo en dos dimensiones que se asemeja a la teoria real en dimensiéon mayor, esto debido
a que hemos introducido en forma natural campos de materia en la representacién adjunta a
QC D,. Estos nuevos campos son escalares respecto de la teoria en 2D y reproducen los efectos
transversales de los gluones fisicos. Ademds este modelo posee una estructura espinorial mas
rica que QC' D otorgando una mejor resolucion de los estados escalares y vectoriales mismos

que pueden ser clasificados por sus propiedades bajo las transformaciones de Lorentz en 4D.

Este modelo es analizado en el gauge cono de luz y usando la aproximacién N, grande.
Las contribuciones de las dimensiones extras estan controladas por las masas, radiativamente
inducidas, de los campos gludnicos escalares. Esto debido a que la informacién respecto de
la existencia de las dimensiones transversales esta representada por la presencia de estos
campos escalares. En nuestras aproximaciones consideraremos el limite en que estas masas

son grandes.

Veremos que este modelo otorga una aproximacion més razonable al régimen del
rompimiento espontdneo de la simetria quiral en QCDy; en particular veremos que la sola
inclusion de los modos maés livianos de K-K cataliza la generaciéon de una masa dindamica
para los quarks que permite solucionar el problema de tener quarks taquiénicos como sucede

en QCDs.
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También veremos que en el limite quiral del modelo existe un estado ligado ¢ pseu-
doescalar respecto de 4D de masa cero, el cual no estd sometido a una restricciéon que
le prohiba interactuar con los demas estados masivos del modelo, como de hecho ocurre
en QCDs.

Esta tesis estd escrita de la siguiente manera, en el Capitulo 1 es derivado el modelo
extendido de QC D5 al compactificar dos dimensiones espaciales en un 2-Toro y proyectar en
el sub-espacio de los modos cero de K-K. También se describen las principales propiedades a
nivel cldsico que el modelo posee. En el Capitulo 2 se comienzan a estudiar las propiedades
cuanticas del modelo, en particular se determinan las reglas de Feynman y se demuestra
que los campos escalares del modelo efectivamente adquieren masa en forma dindmica. En
el Capitulo 3 se comienzan a estudiar los mesones del modelo. Con este objetivo se estudian
las amplitudes de scattering gg para los diferentes canales y se determinan las ecuaciones
de Bethe-Salpeter que estas amplitudes satisfacen. En el Capitulo 4 se determina el propa-
gador vestido de los quarks por medio de solucionar la ecuaciéon de Schwinger-Dyson para
la autoenergia de los quarks. Veremos que existen dos tipos de soluciones a esta ecuacién y
demostraremos que al considerar la solucién no-perturbativa se obtienen quarks con masas
reales. En el Capitulo 5 se resuelve la ecuacion homogénea de Bethe-Salpeter que satisface una
de las amplitudes de scattering y se determina uno de los vértices propios quark-antiquark-
mesén junto con la ecuacién integral de autovalores que determina las masas de los estados
ligados de ese canal, ecuacién que es estudiada y resuelta en el Capitulo 6. Con estos resul-
tados en el Capitulo 7 son determinadas las amplitude de scattering del modelo, justificando
la interpretaciéon del vértice propio y del espectro de masa determinados en los Capitulos
anteriores.

En el Capitulo 8 se da un resumen de los principales resultados respecto de las amplitudes
de scattering y espectros de masa del modelo en 2D. También se da una prescripcién para
interpretar estos resultados respecto de la teoria en 4D. En particular se identifican los
estados ligados escalares y pseudoescalares en 4D respecto de los estados ligados de nuestro

modelo en 2D. En el Capitulo 9 son presentadas las conclusiones del trabajo.
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Notacion y Convenciones

El grupo de simetria interno local de QC'D asi como de nuestro modelo en 2D es SU(N,)
de color, donde N, es el ntimero de colores. Los generadores de este grupo T4 y las constantes

de estructura CAP satisfacen la siguiente relacién:

(T4, TP] =iCaP T¢ (6)
donde A =1,--- N2 — 1. Para las constantes de estructura se escogié la siguiente normal-
izacion:

tr(TATP) = 647, (7)

que resulta de utilidad en el tratamiento del limite N, grande.

Las matrices de Pauli se definen de la manera usual:

A T U U 2 RPN O
U_<10>’ (z 0) (0—1)' ®

0.1. Notacién y Convenciones en 4D

Un vector en el espacio-tiempo 4D tiene componentes (2°,x!, 22, 23) donde la métrica

del espacio tiempo es g,, = {+,—, —, —}.

Se considerd la siguiente representacion para las matrices v de Dirac:
o1 0 oy 0 0 o3
0= 1= y V2 = )
7 0 o1 /)’ 0 oy K ios 0
iO’g 0 0 —iUg
Y3 = . s = | ; (9)
0 —ios 1073 0

donde o', 02 v o3 son las matrices de Pauli.

Las matrices v satisfacen:

{7 =2g"". (10)
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Esta representacion para las matrices «y sera de utilidad para los propdsitos de realizar la

reduccién de Kaluza-Klein.

0.2. Notaciéon y Convenciones en 2D

Un vector en el espacio-tiempo 2D tiene componentes (z°,z') donde la métrica del

espacio-tiempo es g, = {+, —}.
En 2D consideramos la siguiente representacion para las matrices de Dirac, inherente de

(9):

V=0l Al =io® 2P =0’ (11)

En dimensién 2D es conveniente trabajar en coordenadas cono de luz (z%), que se definen

a partir de la coordenadas usuales de la siguiente manera:

xt = 1 (20 £ 2. (12)

V2

El tensor métrico en estas coordenadas es:

g+_=<f ;) (13)

En virtud de este tensor métrico las coordenadas cono de luz satisfacen que 2+ = z_ y

x~ = z4. El producto punto entre dos vectores en estas coordenadas es:

ry,=aty vy =a oy +apy . (14)

La norma al cuadrado de un vector arbitrario V' en coordenadas cono de luz es:

VAV, =2V, V. =2V TV, (15)

También es conveniente escribir las matrices -y en estas coordenadas, que se definen de la

siguiente manera:

v = % (=Y. (16)

Las matrices v en coordenadas cono de luz satisfacen:
(=2 (17)
112 N2
(V) =0(") =o0. (18)

Una resumen mas detallado de nuestras notaciones y definiciones asi como un compendio

de algunas relaciones ttiles se encuentra en el apéndice E
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Capitulo 1

Presentacion del Modelo en 2D

En este capitulo se derivara el modelo extendido de QCD en 2D y se demostraran algunas
propiedades generales de éste. En particular se realizard una derivacién formal del modelo a
partir de la accion de la Cromodindmica Cuantica en 4D al compactificar dos dimensiones
espaciales en un 2-Toro. También se estudiaran las simetrias que el modelo posee a nivel

clasico.

1.1. Compactificacion de QC' D, y Obtencién
del Modelo en 2D

Comenzamos con la accién de QC'D en dimension 3+ 1 considerando un sabor de quarks.

La accion es la siguente:

1 = .
Sqocp = /d4x {— 7 tr(wa) + W (iv" D, —m) V|, (1.1)
donde la traza es respecto a los indices de simetria internos.
Esta accién es invariante local de gauge respecto del grupo de simetria SU(N,.) de color.
En esta accién los campos de gauge G, estan en la representacién adjunta de SU(N,):
G,=GiT* =G (1), (1.2)
donde @ = 1--- N, es un indice de la representacion fundamental del grupo. Los fermiones
(quarks) W estdn el la representacién fundamental del grupo de color SU(N,).
El tensor de campo G, y la derivada covariante D), se definen de la manera usual:
Gy =0,G, —0,G, —i|G,,G,], (1.3)
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CAPITULO 1. PRESENTACION DEL MODELO EN 2D

D,V = (9, —iG,) V. (1.4)

Con la ayuda del proyector:

1
P o= 3 (1+£+9°4°), (1.5)

y de la representacién de las matrices v en 4D, el espinor de cuatro componentes ¥ puede

ser descompuesto de la siguiente manera:

("
(") .

En este momento procederemos a realizar una derivacion formal de nuestro modelo en
2D. Para esto consideraremos que dos de las dimensiones espaciales, a saber, x5 y x3 estan

compactificadas en un 2-Toro:
0<a2,<L=27R, (1.7)

0<z3<L=27R. (1.8)

Luego asumiremos que L es suficientemente pequeno en orden de obtener un modelo
efectivo en 2D [50]. Siguiendo este esquema consideraremos que todos los campos en (1.1)
son periddicos en el intervalo 0 < 15 < L. Luego expandimos los campos en modos de

Fourier respecto de las dimensiones compactificadas:

= 2mi
Gul(xo, 1,22, 23) = Z emp{L[msg +mx3]}GL”m)(xo,x1), (1.9)
n,m=—o00
o= 2im
U(zg, 1, T2, T3) = Z exp{L(nx2+mx3)}\I/(”m (zo,71) - (1.10)

n,m=—oo

Asumimos el limite de bajas energias:

2
T /n2+m?. (1.11)

L

71/71,7’L —
[po,1| < miy =

Luego si escogemos el cutoff de dos dimensiones A ~ % = %’T de modo que sea mayor que el
momentum tipico pg ;1 podremos despreciar los modos masivos de K-K. De esta manera en
adelante todos los campos relevantes en las dimensiones espacio-temporales que no han sido
compactificadas seran modos cero de Kaluza-Klein.

Luego al retener sélo los modos cero de K-K obtenemos la siguiente accién efectiva en
2D:



1.1. COMPACTIFICACION DE QCD, Y OBTENCION
DEL MODELO EN 2D

Sy = /d% 4L;2 tr[—F3, +2(Dyu¢1)? +2(Dyug2)? + 2 g1, ¢2)°]
+ L2 [Y1 (" Dy —m) g1 + o (i Dy —m) 4o (1.12)
— i (1 b+ P2y’ d1 1) — i (Y17 datr — 2 y® darhe)].
Es decir una accién en 2D donde aparecen un campo de gauge usual A, dos campos
escalares ¢ y ¢2, campos de materia en la representacién adjunta del grupo SU(N.), y
dos espinores de dos componentes cada uno ¥, y 1o en la representaciéon fundamental de

SU(N¢). Los campos en (1.12) se definen a partir de los campos originales en (1.1) de la

siguiente manera:

A (xo,z1) = GEPO)(zO,xl) w=0,1 (1.13)
o1(x0, 1) = Géoo)(xo,xl) (1.14)
pa(x0, 1) = Géoo)(mo,xl) (1.15)

Yo = P00, (1.16)

Las matrices v que aparecen en (1.12) corresponden a las matrices vy en 2D, cuya repre-
sentacién fue definida previamente en (11).

Escalamos los campos de la siguiente forma:

L
§72 A:U' — A:U' 5 (1].7)
Ly — 1, (1.18)
de manera de obtener que en los vértices de (1.12) aparezca la expresién % Luego definimos

la constante de acoplamiento g de nuestro modelo de la siguiente manera:

g _ g
I= TN (1.19)

Se ha escogido que la constante de acoplamiento sea g en vez de % debido a que de-
seamos trabajar con una teorfa que posea un sensible (y no trivial) limite N, grande [26].
En particular en nuestras aproximaciones consideraremos los limites N, — oo y L — 0 pero
manteniendo fijo el valor de g.

De este modo la accién para nuestro modelo en 2D sera:

1 1 1 -
Sy = /d2m tr [—41’3,, + §(D#¢1)2 + §(Du¢2)2 + 1 (" Dy —m) iy

+ by (iv" Dy —m) g — Z\/ivc (1 7° d1 2 + 2y ¢1 1) (1.20)
g 2

— im(%’y‘ﬁ@?ﬁl—1;2’75¢21/)2)+2g7]\[ct7"[¢1,¢2}2~
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El tensor de campo F),,, y la derivada covariante D, en 2D quedan definidos como sigue:

Ezu = a/l, Au - 61/ A/L - Z\/LNic [A/u Au] ; (121)
D¢ = 0,6 z\/iﬁ (A, 6], (1.22)
Dy = (au - WLNT A#> s (1.23)

Como se puede apreciar en nuestro modelo Ec.(1.20) estd incluido el Lagrangiano de QC'D
en 2D (QCD-s) ademds aparecen campos escalares de materia en la representaciéon adjunta
del grupo SU(N.) que corresponden a los grados de libertad transversales de los gluones en
4D y tenemos dos “tipos” (sabores) de quarks en 2D. En principio los campos escalares no
tienen masa, pero la simetria local de gauge admite un término de masa para ellos, a diferencia
de lo que ocurre con el campo de gauge A, que se mantiene sin masa. Demostraremos que
los campos escalares efectivamente adquieren una masa y que ésta depende del radio de
compactificacién R de modo que si R — 0 ella diverge pero siempre manteniéndose menor
que la masa de los estados masivos de K-K (mgx ~ 1/R) lo que deviene en un desacoplo
rapido de los modos pesados de K-K, pero un desacoplo moderado de los campos escalares ¢;
en este limite. Si los campos escalares se desacoplan de la teoria entonces nuestro modelo se
aproxima simplemente a lo que seria QC' Dy con dos sabores de quarks, y se puede decir que
en este limite (R — 0) nuestro modelo no nota las dimensiones extras, aunque como veremos
existen interesantes resultados no-perturbativos diferentes de los obtenidos con QC Dy que

persisten aunque R = 0.

1.2. Simetrias Globales del Modelo

En esta seccion estudiaremos las simetrias globales y corrientes conservadas del modelo.
Estos resultados seran de utilidad cuando deseemos estudiar estados ligado de quarks ya que

nos permitiran clasificarlos.

1.2.1. Simetrias Globales en 4D

Comenzaremos con las simetrias globales de QC'D para el caso de un sabor de quarks.

Podemos ver de (1.1) que este Lagrangiano es invariante bajo la siguiente transformacién
global U(1):
U — e, (1.24)

donde € es un parametro que no depende de x. Ahora si m = 0 este Lagrangiano es invariante

bajo el siguiente par de transformaciones:
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U, — e, (1.25)
Vg — P Uy, (1.26)

Es decir bajo una transformaciones del tipo (1.24) pero donde los espinores izquierdos y
derechos pueden rotar en forma independientes. La transformacién (1.24) se obtiene cuando
0 = (. Los espinores izquierdos y derechos se definen de la manera usual a partir de la matriz
~® en 4D:

1 ;
Vrr=g [1£9°] 0. (1.27)

Es tradicional y conveniente definir la siguiente transformacion:

U —s e’ P (1.28)

de modo de trabajar con las transformaciones (1.24) y (1.28) que dan cuenta de las mismas

simetrfas que (1.25) y (1.26). Las corrientes asociadas a estas transformaciones son:

JH =Tt (1.29)
JH = Uk S (1.30)

La corriente axial (a veces llamada quiral) J#° es conservada sélo si m = 0, en cambio la
corriente vectorial J# es siempre conservada.

Si consideramos a QC'D con todos sus sabores de quarks notaremos que debido al hecho
de que la masa de los quarks up y dow es muy pequena QC'D posee una simetria quiral
U(1) x U(1) x SU(2) x SU(2) aproximada muy buena para estos dos sabores. Es decir
podemos multiplicar por una fase a los espinores o los podemos “rotar” respecto al plano (up,
down), pero ademas podemos hacer esto transformando en forma independiente los espinores
derechos e izquierdos y todo esto es una simetria aproximada pero buena del modelo.

Ahora una de las propiedades mas interesantes de QCD es que esta simetria quiral debe
estar espontaneamente rota, de modo de dar una explicacién al hecho de que la masa de los
piones sea tan pequena en comparacion con la masa de los demaés hadrones, en particular
si se les compara con la masa del '. Esto es debido a que los piones serfan los bosones
de Goldstone asociados al rompimiento espontdneo de la simetria quiral SU(2) x SU(2)
de Tsospin, que se rompe a su parte diagonal SU(2). En cambio el 1 esta asociado con la
corriente axial U(1) que no se conserva debido a la anomalia. De este modo el 7' no es un
bosén de Goldstone y puede tener una masa grande.

Volviendo al caso de QC'D con un solo sabor nosotros esperamos que la simetria quiral

se rompa espontdneamente al considerar el limite quiral (m — 0) dando lugar a la aparicién
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de un mesén pseudoescalar sin masa equivalente al pién. Esto puede ocurrir debido a que
nosotros trabajaremos en el limite N, grande donde el término de la anomalia en la corriente

axial U(1) es irrelevante, su efecto s6lo aparece en el siguiente orden en 1/N, [27].

1.2.2. Simetrias Globales en 2D

Ahora estudiaremos las simetrias globales del modelo en 2D y como las simetrias de QC' D
(1.1) se ven reflejadas en él.

Al igual que QC D4 el modelo (1.20) posee la siguiente simetria U(1):

1/)1 N eig 1/)1
() =) s

La corriente conservada asociada a esta transformacién U(1) es la siguiente:

JH = 1ty + oyt as . (1.32)

Sin embargo la versién quiral de esta transformacién no es una simetria del modelo, ain
si consideramos el limite quiral, a diferencia de lo que ocurre en QCD5. Esto debido a que
los términos de interaccién entre los fermiones y los campos escalares violan explicitamente
la simetria quiral U(1).

Nuestro modelo en 2D posee otra simetria debido al rompimiento de la simetria de
Lorentz en 4D SO(1,3) a SO(1,1) x O(2) en 2D, donde ahora O(2) es una simetria interna

del modelo. Las transformaciones asociadas a esta simetria son:

< ¥ ) et T ( V1 ) : (1.33)
)9 o
( é1 ) — e—2i9T< ¢1 ) : (1.34)
®2 02
donde 7' = ( 0 — )
i 0

La corriente conservada asociada a esta simetria es:

JH = i(PryF b — oy ihy) + tr [2 (0" o — i[A*, o)) b1 — 2 (01 — i[AF, ¢1]) o] . (1.35)

En el limite m = 0 la versién quiral de esta transformacién O(2) es una simetria del
modelo y de hecho corresponde a la proyeccién de la simetria quiral U(1) de QCD en 4D a

nuestro modelo en 2D.
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La transformacién quiral O(2) es:

1111 el‘gj*% 7/}1 )
<7/12> (7112)’ (1:36)
P ol
< . ) ( . ) (1.37)

La corriente conservada asociada a esta simetria es:

THP = i(hoy" 4P — 1yt i) - (1.38)
Como hemos mencionado esta corriente esta relacionada con la simetria quiral U(1) de

QCDy. En particular podemos notar que la corriente (1.38) corresponde a la corriente quiral

U(1) de QC'D4 (1.30) escrita respecto de los espinores y matrices v de 2D.
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Capitulo 2

Cuantizacion del modelo

En este capitulo comenzaremos a estudiar las propiedades cudnticas del modelo. En par-
ticular determinaremos los propagadores libres de los campos de gauge y espinoriales y el
propagador de los campos escalares, dando una prescripcién para determinar las masas, ra-
diativamente inducidas de estos campos escalares. Demostraremos que esta masa diverge
cuando el radio de compactificacion se hace pequeno produciendo que los campos escalares
se desacoplen del resto de la teorfa. También en este capitulo definiremos el pardmetro de

expansion de nuestras futuras aproximaciones.

2.1. Coordenadas Cono de Luz y Fijacién del Gauge

Como ha sido mencionado en la introduccién, en 2D no existen campos de gauge fisicos.
Esto se debe a que no es posible satisfacer la condicién de transversalidad del campo A,,.
Esto significa que el campo A, en 2D no es una variable dindmica, sino una ligazén, y en
principio debe eliminarse de la teoria antes de escribir a ésta en una forma canénica. Sin
embargo, antes de discutir este tema en mas detalle escribiremos el modelo en coordenadas
cono de luz. También, aprovechando el hecho de que en 2D es posible escoger un gauge
tal que [A,, A,] se anule, simplificaremos el modelo eliminando la autointeraccién entre los
gludnes.

Definimos las componentes del campo de gauge en coordenadas cono de luz de la siguiente

manera:
At = Lo g gy, (2.1)

V2
Escogemos el gauge A_ = AT = 0, denominado gauge cono de luz. Este gauge tiene la

ventaja de que elimina la autointeraccién del campo de gauge y ademas no requiere de la

introduccién de campos fantasmas al ser una fijacién de gauge lineal [31].
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Luego la accién se reduce a:

92

S = /d2z tr [; (0-AL)? + 0_ 1041 + O— 204 ¢ + A (1, ¢2)?

\%F Ailpr,0-1] - %ﬁ Aip2,0_do) | +3b1 (V"0 —m) e (2.2)

+ &2(i’7#8u_m)¢2+\/LN—61517—A+¢1+\/%1$27_A+¢2

(1 03 1 Y + 1hy 03 g1 Y1 + V1 03 P2 1h1 — P2 03 P2 a) .

.9
+
N,

a

En coordenadas cono de luz se identifica a la coordenada x_ como el tiempo y a x4 como
la coordenada espacial. Podemos notar que el campo de gauge no aparece derivado respecto
de z_, luego no es una variable dindamica sino que es una ligazén que puede ser eliminada del
Lagrangiano al usar su ecuaciéon de movimiento. En esta tesis seguiremos el procedimiento
utilizado en [30, 31, 32, 52] y mantendremos el campo A, reemplazando la interaccién que
apareceria entre los campos ¢ y 1 al reemplazar A, por su solucion cldsica, por el intercambio
de un campo de gauge virtual cuyo propagador serd determinado siguiendo el procedimento
denominado “cutoff regular” [32], procedimiento estdndar en el tratamiento de QC' Dy (ver

apéndice QCD3). De esta manera nuestro campo de gauge sélo vivird dentro de loops.

Las reglas de Feynman se pueden obtenerse de manera directa de la accién en coordenadas
cono de luz (2.2). Usaremos estas reglas en la representacién doble linea [29, 30]. Esto es,
considerando a los campos A, y ¢; como matrices hermiticas de N, x NN de traza cero, ver
(1.2). En el apéndice A aparecen explicitamente las reglas de Feynman del modelo, tanto
en la representacion doble linea, apta para trabajar en el limite N, grande, como en la
representacién usual, es decir, donde los indices de los campos de gauge y escalares son los

de la representacién adjunta.

Se puede notar que en el propagador de los campos ¢; se ha incluido un término de
masa M? para estos. Este término aparece debido a correcciones radiativas y serd calculado

a partir del propagador libre (i.e. con M? = 0) en la siguiente seccién

2.2. Determinacion de las Masas de los Escalares

Como ha sido mencionado, nosotros esperamos la generacion infra-roja de masa para
los campos escalares ¢ y ¢2; esto debido a que no existe una simetria que proteja a estas
masas de recibir correcciones cuanticas, como sucede en el caso de los campos de gauge, pero

también debido al teorema de Coleman [51].
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Figura 2.1: El propagador de los campos escalares escrito en funcién de los diagramas 1PI y de la

autoenergia.

Estimaremos el valor de estas masas a primer orden en teoria de perturbaciones y a
primer orden en 1/N,. lo que nos permitird no considerar la contribucién de los fermiones a
este problema. Con este objetivo y aprovechando que la accién es cuadratica en el campo de

gauge integramos respecto de A obteniendo:

2

Sy = /d2l‘ %tr{28,¢18+¢1 +20_¢204 P2 + ]g\TC [¢1, ¢2}2 (2.3)

_ g/ﬁyi <[¢1,3_¢1] + [¢2’8—¢2]><$|P~V%|y>(¢k8_¢k)},

Aplicando el Background Field Method separamos ¢ = (¢. + 1), donde ¢. es un campo

de background constante. Luego la contribucién a un loop viene dada por:

2
S@ = /dzﬂf tr{a—m&rm + 0_m204m2 + %([¢207n1]2 + [p1e,m2)?) (2.4)

2

= > A [Py (e @) ol )0 (s )
k=1 "¢ -

2

S (o 1es 0] + 1e, . 022 .

La contribucién a la masa que viene de la parte cuadratica del potencial efectivo puede

ser calculada luego de integrar por partes:

s@ = /d2xtr{8_7718+771+3_7723+772 (2.5)

g2

t N,

(1616 m] + [2e, ]2 + D10 2] + [G20,m21%) }

Luego las contribuciones que vienen dadas por el intercambio del gluon en 2D y el "tad-
pole” coinciden. Para estimar la masa de los ¢; usamos la ecuacién de Schwinger-Dyson como

una condicién de autoconsistencia.
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CAPITULO 2. CUANTIZACION DEL MODELO

X = -

Figura 2.2: La ecuacion para x.

Para resolver esta ecuacién primero consideramos el propagador vestido de los campos
escalares. Propagador que esta descrito en funcién de los diagramas de la auto-energia que

son una particula irreducible (1PI) como sigue, ver Figura (2.1):

53 55 (2.6)

Parametrizamos la dependencia en el momentum de la auto-energia x(p) de la siguiente

manera:

x(p) =i (ap® — M?), (2.7)

donde o y M? son constantes independientes del momentum y definimos la siguiente expre-

sién:
_ M?
2= : 2.8
(1+a) (28)
Entonces la ecuacién de Schwinger-Dyson que satisface x(p), ver Figura (2.2), es:
2 2 4 2
. g AN+ M
= — 1 - 2.9
x(p) it a) {og Y } (2.9)

Donde A es el cutoff del modelo en 2D. Podemos notar que x(p) no depende del momen-
tum, luego tenemos que av = 0. De este modo la constante M?, que serd la masa del escalar

(el nuevo polo en el propagador), satisface la siguiente ecuacién:

(2.10)

Resolviendo esta ecuacién para M? en funcién de g y A encontramos el propagador de

los campos escalares:

a c 045
&i 6% = % gage ,
b 7 d [ = M2 1 id] o 6p (2.11)

Por simplicidad en la notacién seguiremos representando en los diagramas de Feynman
al propagador de los campos escalares con una linea segmentada simple, pero teniendo en

cuenta que su valor es (2.11).
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2.3. EL REGIMEN DEL MODELO

2.3. El Régimen del Modelo

Podemos notar que la constante de acoplamiento del modelo g tiene unidades de masa y
de hecho gobierna la escala del espectro de masas de QC' Dy [30] asi también como de nuestro
modelo (como se verda mas adelante), por lo que su valor puede ser asociado a la masa de
un mesén en particular, es decir se puede fijar. Por otro lado el cutoff A del modelo esta
relacionado con el radio de compactificaciéon que es el otro pardametro libre de la teoria. De
este modo nuestro modelo posee dos pardametros libres g y A (esto sin contar las masas de
los quarks). Un pardmetro se puede fijar con la ayuda de la masa de un mesén particular
y el otro define un pardametro de expansion respecto de las dimensiones compactificadas, es
decir, serda una medida de la contribucién de los grados de libertad transversales. Esto se ve
de la dependencia en A de M?, es decir si para un valor fijo (finito) de g hacemos tender
A — oo entonces la masa de los escalares M?, en virtud de (2.10), crecerd desacoplando
a estos campos del resto de la teoria eliminando de este modo las contribuciones de las
dimensiones extras y acercando de este modo nuestro modelo a lo que seria simplemente
QCD,. En resumen si R — 0 entonces A — oo lo que implica que M? — oo, de este modo
nuestro modelo no notarfa la existencia de las dimensiones extras.

Podemos notar sin embargo que la aproximacion R — 0 soporta en forma consistente el
desacoplamiento rapido de los modos masivos de K-K y un desacoplamiento moderado de

estos campos escalares, esto debido a que se satisface la siguiente relacion:

1
M? S<A~ MK (2.12)

El desacoplamiento moderado de los campos escalares genera una interaccién efectiva de
cuatro-fermiones diferente a la encontrada en [53]. De todas formas se preferird mantener
la masa de estos campos escalares finita, para luego derivar una expansién gradual en el

siguiente parametro adimensional A:

g° 1

A= ~
27 M? log%,

(2.13)

a partir de la ecuacién de Bethe-Salpeter, debido a que para pequenos valores de A se

recuperan efectos infrarrojos no-analiticos para la funcién de onda del estado fundamental.
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Capitulo 3

Mesones

En este capitulo comenzaremos la descripcion de los mesones como objetos compuestos.
Con este objetivo nos acercaremos al problema via la ecuacién de Bethe-Salpeter [8] que

proporciona un marco de trabajo relativista para analizar estados ligados de dos cuerpos.

En el estudio de estados ligados via la ecuacién de Bethe-Salpeter la cantidad que se
debe determinar es la amplitud de scattering ¢ ¢ en principio a todo orden en teoria de
perturbaciones, y extraer la informacién sobre los estados ligados ¢ ¢ del modelo (los mesones)
de los polos en el nicleo de dicha amplitud. Debido a que no es posible determinar a todo
orden en teoria de perturbaciones la amplitud de scattering es que se hace necesario recurrir a
algunas aproximaciones las cuales normalmente son restringir los diagramas que contribuyen
a la amplitud de scattering a los diagramas tipo escalera y cambiar los propagadores libres
de los fermiones y bosones por los propagadores vestidos, calculados o estimados de alguna

forma.

En este capitulo se abordara el problema de determinar las amplitudes de scattering q ¢
de nuestro modelo. Con este objetivo determinaremos las ecuaciones de Bethe-Salpeter que
éstas satisfacen y se presentard una expansiéon en 1/M? que unida a la aproximacién N,

grande nos permitira solucionar el problema.

3.1. Las Matrices de Scattering

Comenzaremos el estudio de los mesones como estados ligados qg siguiendo el esquema
presentado en [31] y desarrollado también en el apéndice QC Dy para esto debemos calcular

la matriz de scattering qg, en principio a todo orden en teoria de perturbaciones.
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CAPITULO 3. MESONES

. B L PRI ¢1+1¢) ¢1+1 i’ L
! 1 21 N T T 1

p—q p—¢
Figura 3.1: Matriz de scattering T1. Notar que estamos en el singlete de color.

En virtud de las dos variedades de quarks (i1,%2) y de los vértices que el modelo posee

tenemos que las amplitudes que debemos determinar son las siguientes:

q q q q q q q q
g T T '1T 2" '2T 2" ‘”?;TTF’
T 1|22 2173 |2 2"
—— — s — — — — —»
p—q¢ p—d P—q¢ p—¢ p—q¢ p—d¢ p—q¢ p—¢
q q q q q q q q
> > > > > > —_—
1 1 1 2 1
T T, T T,
21 752 619 177 11782
- - - - - - — e
— —> —> —> —> —> —> —>
p—q p—d P—q p—¢ p—q p—d p—q p—d

Donde la amplitud T representa a la amplitud de scattering del proceso quark 1 y
antiquark 1, estado |1, 1), propagdndose al estado quark 1 y antiquark 1, estado |1,1). Del
mismo modo la amplitud T§, por ejemplo, representa a la amplitud de scattering del proceso
quark 1 y antiquark 2 propagdndose a quark 2 y antiquark 1 (|1,2) — |2,1)).

En principio debemos determinar estas ocho amplitudes pero es facil percatarse que sélo

cuatro de estas son independientes, esto es debido a que se satisface que:

T =13, o =Ty, (3.1)
Ts=T., To=Ts. (3.2)

Escogemos como amplitudes independientes a Ty, Ty, T5 y Ts. Para determinar el valor
de estas amplitudes, por ejemplo T3, debemos sumar en principio infinitos diagramas de la
forma mostrada en la Figura (3.1). Sin embargo, en virtud de la aproximacién N, grande y
de la expansién en 1/M? es posible despreciar algunos de estos diagramas y sumar en forma
consistente los restantes.

En particular lo que se realizard serd cambiar la suma infinita que aparece en Figura (3.1)
por una ecuacién integral de autoconsistencia que satisface T} y que representa la misma
informacién que la suma infinita de diagramas al estilo de la ecuacién de Schwinger-Dyson.
Esta ecuacién integral que satisfacen las amplitudes de scattering es denominada ecuacién
de Bethe-Salpeter [8].
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3.1. LAS MATRICES DE SCATTERING

q
1 1 1 1 1.1 1¢9 1 1 1. 1 1 1. 2 1
Ts = g +, ‘P2 ﬁ—:allﬁii+- 192 EH +, ‘b1 E!
2 2 2 2 2 2 2 d 2 2 2 2 2 2 1 2
— —>
p=q¢ p—¢
q q
> > T » > Q> » > »
2 1 2 1,1 2 2 1 2 2 1 2 1 1
13 = g1+ Te|, + 7 2 2|5l + 1 (T3
1 %2 1 1% ol 12 1 T2 T T 2[R
— —>
p—q¢ p—¢

Figura 3.2: Ecuacién de Bethe-Salpeter para Ts y Ts, podemos apreciar que estas ecuaciones estan

acopladas.

Sin embargo antes de proceder a escribir la ecuacién de Bethe-Salpeter para estas am-
plitudes de scattering es importante notar las siguientes propiedades que ellas satisfacen, a
saber que existe una amplitud de scattering diferente de cero para que un estado inicial |1, 1)
termine tanto en un estado final |1,1) como en un estado final |2,2); lo mismo ocurre por
ejemplo con un estado inicial |1,2) que puede terminar en un estado final |1,2) como en un
estado |2,1) con amplitudes T5 y Tg describiendo estos procesos. Sin embargo también pode-
mos notar que de un estado |1,1) es imposible llegar a un estado |1,2) o |2, 1), por ejemplo.
En virtud de estos puntos es conveniente definir los siguientes estados que no se mezclan y

que hardn mas facil su descripcién en términos de la ecuacion de Bethe-Salpeter:

1S) =5 (LD +12,2)],  [4A)=5[11)—[2,2)], (3-3)

N | =
N —

V) =512+ 12,1, \P>=%HL?%—@JH, (3-4)

N =

y definir las siguientes amplitudes en funcién de las originales T':

1 1

A:§(Tl +T4), A=§(T5—T8), (3.5)
1 1

0=5G+T), Q=50-Ty, (3.6)

que representan la amplitud de scattering de los siguientes procesos:



CAPITULO 3. MESONES

Por definicién de los estados (3.3) y (3.4) las amplitudes cruzadas entre ellos se anulan. En
la siguiente seccién y en el Apéndice B se verd que las ecuaciones de Bethe-Salpeter definidas
para las amplitudes (3.5) y (3.6) son més féciles de trabajar que las definidas respecto de las
amplitudes T

Como se verd mas adelante las combinaciones definidas en (3.3) y (3.4) poseen una
interpretacién respecto de QCD en 4D, en particular veremos en el Capitulo 8 que los

estados |S) y |P) estén relacionados con los mesones escalares y pseudoescalares en 4D.

3.2. Ecuacién de Bethe-Salpeter

En esta seccion escribiremos la ecuacién de Bethe-Salpeter que satisfacen las amplitudes
de scattering qq. Trabajaremos estas amplitudes utilizando la aproximacion N, grande la cual
nos otorga la posibilidad de despreciar algunos de los diagramas de Feynman que contribuyen
a T. Por ejemplo el dltimo de los diagramas que aparece en la ecuacién para Ty Figura (3.1)
no es un diagrama de primer orden en la expansién 1/N. y por lo tanto no es considerado.
También consideraremos la aproximacién de retener sélo los diagramas tipo escalera (ladder
approzimation) en las amplitudes de scattering, aproximacién que en QCD5 es exacta si se
trabaja a primer orden en 1/N,, pero que en nuestro caso no lo es ya que existen diagramas
que contribuyen a las amplitudes de scattering que no son del tipo escalera pero que si son
planares y que por lo tanto si contribuyen a las amplitudes de scattering a primer orden en
la expansién 1/N,.. Estos diagramas contienen intercambio de particulas ¢; y por lo tanto
serfan de mayor orden en la expansién 1/M?. Ellos principalmente contribuyen generando

correcciones a los vértices, como en los siguientes casos:

(3.9)

Las contribuciones de estos diagramas seran estimadas mas adelante, por lo que por el
momento sélo consideraremos contribuciones a las matrices de scattering del tipo escalera,
del mismo modo sélo retendremos contribuciones a los propagadores vestidos de los quarks
que sean del tipo arco iris, como se explicara en el siguiente capitulo.

Por otro lado diagramas de la siguiente formas:

(3.10)
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3.2. ECUACION DE BETHE-SALPETER

no seran considerados ya que estos, si bien son planares, contribuyen a las matrices de

scattering al menos a orden 1/M?® lo que estd fuera de nuestro rango de interés.

En el Apéndice B escribimos en forma explicita las ecuaciones de Bethe-Salpeter que
satisfacen las amplitudes de scattering 7. En particular podemos ver en la Figura (3.2) a
las ecuaciones que satisfacen las amplitudes T5 y Ts. Estas ecuaciones representan a la suma
de todos los diagramas tipo escalera y tipo arco iris que contribuyen a estas amplitudes. En
estos diagramas aparecen en forma explicita los propagadores vestidos de los quarks, que se

determinan en forma independiente por medio del uso de la ecuacion de Schwinger-Dyson.

Como se puede notar de la Figura (3.2) las ecuaciones que describen a T5 y Ty estan
acopladas. Sin embargo si escribimos las ecuaciones de Bethe-Salpeter respecto de las ampli-
tudes A, A, O y Q2 definidas previamente en (3.5) y (3.6) notaremos que estas ecuaciones estén
desacopladas. Esta situacién estd en concordancia con el hecho de que los estados definidos
en (3.3) y (3.4) no se mezclan. La demostracién de que efectivamente las ecuaciones de Bethe-
Salpeter para las amplitudes (3.3) y (3.4) estdan desacopladas esta desarrollada en extenso

en el Apéndice B, donde también aparecen escritas en forma explicita dichas ecuaciones.

Luego la ecuacién de Bethe-Salpeter que satisfacen las amplitudes de scattering ©(q, ¢’; p)

v Q(q, ¢'; p) son las siguientes:

S} = 1 + o (3.11)

9) = 1 + 0 (3.12)

Podemos notar que estas ecuaciones son similares a la ecuacién de Bethe-Salpeter que
satisfacen las amplitudes de scattering en QCDsy [31]. La tunica diferencia radica en los
propagadores vestidos de los quarks que en principio son diferentes a los de QC' D5 debido a

su dependencia en M?2.
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CAPITULO 3. MESONES

La ecuacién de Bethe-Salpeter que satisface la amplitud de scattering A(q,¢’;p) es la

siguiente:

A = 3 + + A +2 A (3.13)

A =1 - + A -2 A (3.14)

P—q p—¢ p—k p—k

Hemos escrito explicitamente los indices de espinoriales de A(g, ¢’;p) de modo de hacer

mas clara la interpretacién de la forma explicita de esta ecuacién:

aByé 2 P 2 ad By
. _ . 9 ad By . g 03 03
A ) /a - —1 — — - - ; 315
(0 d50) oA T A (P v I
A2k I np,vé VA A P
. . ae ) A(k.d': ; v
+ 1/7(2702 (ig72) [Sk—p) A(k,q'sp) Stky | (ig727) EDE
. nB,vé U
[ %k [Sk-p) A(k,q'sp) Sty |

2 G 098 Sy ag 0,

Podemos notar que la ecuacién (3.15) en una generalizacién de la ecuacién encontrada
en [31] para el caso de QCDs.

Por el momento dejaremos el problema de resolver la ecuacién inhomogénea de Bethe-
Salpeter hasta este nivel y nos concentraremos en resolver la ecuacién homogénea de Bethe-
Salpeter. Para esto, primero debemos determinar el valor de los propagadores vestidos de los

quarks lo que realizaremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Propagador Vestido de los
Quarks

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, parte de los diagramas que contribuyen
a las matrices de scattering de nuestro interés, al ser sumados contribuyen a generar el
propagador vestido de los quarks, de modo que para incluir estos diagramas en forma au-
toconsistente en la ecuacion de Bethe-Salpeter debemos reemplazar los propagadores libres
de los quarks por los propagadores vestidos de estos. Por esta razén en este capitulo encon-

traremos dichos propagadores mediante el uso de la ecuaciéon de Schwinger-Dyson.

4.1. Autoenergia de los Quarks

Procederemos en esta seccién a determinar el propagador vestido de los quarks por medio
de la ecuacién de Schwinger-Dyson. Con este objetivo escribiremos los propagadores vesti-
dos en funcién de los diagramas de la auto-energia de los quarks x(p) que son 1PI, ver
Figura (4.1):

o= (Y= P+ + 94 p— — m —ix(p)] 0 )

Para determinar x(p) debemos, en principio, sumar todos los diagramas 1PI que con-
tribuyen a la auto-energia de los quarks; sin embargo si trabajamos a primer orden en
la expansién 1/N, entonces sélo diagramas tipo arco iris y tipo arco iris con correcciones

planares a los vértices y al propagador del gluén contribuyen.
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CAPITULO 4. PROPAGADOR VESTIDO DE LOS QUARKS

Figura 4.1: EI propagador para los quarks escrito en funcion de los diagramas 1PI, donde se ha
definido ¥ = ix.

Diagramas como los que siguen no son de primer orden en la expansién 1/N, y no serdn

considerados:

o

’

\

Los diagramas que contienen correcciones a los vértices o al propagador del gluén y que
son planares necesariamente contiene intercambio de particulas ¢; y por lo tanto serian de
orden mayor en la expansién en 1/M?. Las contribuciones de estos diagramas seran estimadas
mas adelante.

Luego los diagramas que contribuyen a la auto-energia de los quarks en nuestra aproxi-

macién son de la siguiente forma:

En virtud de considerar a estos diagramas es que podemos escribir una ecuacién integral
de autoconsistencia que satisface la auto-energia x(p) (la ecuacién de Schwinger-Dyson) y

que mostramos en forma gréfica a continuacion:

N1 RN )
\

4@7: m + l/;.;\l + l/;.;l

Para resolver esta ecuacion integral primero descompondremos la estructura espinorial

de x(p) de la siguiente manera:

X=X+7-+ X7+ +xoll, (4.2)

donde x4, x— ¥ Xo son funciones que pueden depender del momentum p.
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4.2. SOLUCION PERTURBATIVA DE x(P)

Entonces el propagador vestido en funcion de estas variables toma la siguiente forma:

V- (p—ix)y + 7+ (p—ix)_ + m+ixo

S [2(p — ix)+(p — ix)— — (m +1ix0)? + ic] (4.3)
Luego la ecuacién integral que satisface x(p) escrita en componentes (4.2) es:
x+(p) = 2¢° / il 1= -
(27)? [2(g—ix), (g—ix)_ — (m+ ixo)’ +ie] (p—a)
(4.4)
Lo / d2q 1 (¢ —ix) .
(2m)? [(p— q)? — M? + i€] [2(q—ix), (g—ix)_ — (m+ ixo)? + el

o (p) = 2g2/ d%q 1 (g —ix)_
- (2m)% [(p—q)? — M2 +ie] [2(q—ix), (¢ —ix)_ — (m+ixo)” + i] (' :
45

o2 [ % —1 (m +ixo)
Xo(p) =2g /(27[_)2 [(p 7 q)z — M2+ ie] [2 [q B Z‘XLF [q - iXL _ (m n iXO)Q n Z_d . (4.6)

Podemos notar que la ecuacién de Schwinger-Dyson que satisface x(p) corresponde a tres
ecuaciones integrales acopladas respecto de las funciones definidas en (4.2). Procederemos a

resolver estas ecuaciones considerando el limite M? — oo, esto es para |p| < M.

4.2. Solucién Perturbativa de x(p)

En una primera aproximacién al problema podemos notar que si tomamos estrictamente

el limite M — oo entonces obtenemos que:

x-(p) =0, Xo(p) =0, (4.7)

v X+ (p) satisface la siguiente ecuacién:

0.2 dQ‘] q— P
x+(p) =29 /(277)2 [2(q—ix), - —m2+ie] (p—q)?2~ (48)

Integrando primero en la coordenada ¢4 podemos resolver esta ecuacion:
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CAPITULO 4. PROPAGADOR VESTIDO DE LOS QUARKS

X+(p) = —irg? / (ZZ_P sgn(q—)(p_Pq)g = i ;]7 : (4.9)

Esta es la solucién encontrada por 't Hooft en [30] para el caso de QC'Ds.

Luego el propagador vestido respecto a esta solucién de x(p) toma la siguiente forma:

2
- [p+ + 257] + 94 p-+m

S(p) =i (4.10)

P2 —m?2 + % + i€

Este es el propagador vestido de los quarks encontrado para QCDs en [31, 32, 52].
Podemos notar que si m es pequena entonces el polo del propagador es negativo lo que
implica que los quarks son taquiénicos.

Por otro lado si reemplazamos esta solucién para el propagador vestido en las ecuaciones
de Bethe-Salpeter que satisfacen las amplitudes A y A notaremos que ésta genera masas
imaginarias para alguno de los estados ligados una vez que se considera la contribucion de
los campos escalares ¢;, como se demostrard mas adelante. De hecho veremos que cualquier
tipo de solucién a x(p) que sea perturbativa respecto de la expansién 1/M?, esto es, que
tienda a la solucién encontrada por 't Hooft para x(p), (4.7) y (4.9), en el limite M? — oo
conducird a un espectro de mesones que contenga, en el limite quiral, estados con masa

imaginaria.

4.3. Solucién No-Perturbativa de x(p)

En esta seccion exploraremos la posibilidad de que exista una soluciéon no-perturbativa,
respecto de 1/M? a la ecuacién para x(p). Con este objetivo comenzaremos constatando el
hecho de que si examinamos la ecuacién (4.6) es posible intuir que cuando m = 0 (limite
quiral) una solucién diferente de cero para g = ixo puede existir, incluso en el caso en que
consideramos el limite M? — oco.

Para explorar esta posibilidad resolveremos estas ecuaciones comenzando con la solucién
X— = 0 y suponiendo una valor constante (independiente de p) pero no cero para xo. Valor
que serd determinado a continuacién al resolver las ecuaciones.

Para encontrar Y (p) resolvemos a orden cero en la expansion 1/M? obteniendo la solu-
cién de 't Hooft:

(o) = = L. (4.11)

Reemplazamos esta solucién en la ecuacién para xo y resolvemos en el limite quiral.
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4.3. SOLUCION NO-PERTURBATIVA DE x(P)

Luego considerando el limite de momentum bajo (M? > p?) obtenemos la siguiente

ecuacién que determina el valor yo:

d?q —1 1 g° 1 M?
1=2¢° =2 —— _ In|— 4.12
g /(27T)2 [¢? — M? +i€] [¢> —m3%+ie] 21 M?—m? n<m3> ’ (4.12)

donde hemos definido m? = £ — %.

Si asumimos que M? > m? entonces es posible resolver analiticamente esta ecuacién y

encontrar g:

2 2 4

g 2 21 oy Y
YW~ M M)~
0 T + exp( 92 ) T + A2

Podemos notar que en virtud de la ecuacién (2.13) en este limite Xy no tiende a cero sino

9, (4.13)
T

A—oo

a una constante % la cual compensa completamente la contribucién taquidnica a la masa de
los quarks encontrada por 't Hooft [30]. También podemos notar que la solucién Eq.(4.13)
justifica plenamente el haber asumido que M?2 > mz. Luego, en nuestra aproximacién te-
nemos que mg =0 en el limite quiral.

El propagador vestido de los quarks, toma la siguiente forma respecto a estas soluciones:

2
St - [p+ + Qﬁpj +74+p- + o
p) =1 .

4.14
p? —m3 +ie (4.14)

Notemos que la masa dindmica (polo del propagador) ahora es real. Nosotros no tenemos
quarks taquiénicos como sucede en [30]. La existencia de masas taquionicas para los quarks

fue interpretada como una senial de confinamiento, pero esto es incorrecto como ha sido
senalado en [31, 32, 52].
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CAPITULO 4. PROPAGADOR VESTIDO DE LOS QUARKS
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Capitulo 5

Ecuaciéon Homogénea de

Bethe-Salpeter para A(q; p)

Una vez obtenido el propagador vestido de los quarks el primer paso que debemos rea-
lizar para poder resolver la ecuacién de Bethe-Salpeter (3.15) y determinar la amplitud de
scattering A(q, ¢’;p) es solucionar la versién homogénea de esta ecuacién. En este capitulo
abordaremos este problema y resolveremos la ecuacién homogénea de Bethe-Salpeter que sa-
tisface A(q; p). También haremos notar que de esta ecuacién es posible identificar lo que serfa
el vértice propio quark-antiquark-mesén, interpretacién que sera plenamente confirmada en
el Capitulo 7 cuando resolvamos la ecuacién inhomogénea de Bethe-Salpeter y determinemos
la amplitud A(q, ¢’;p).

También en este capitulo veremos que es posible transformar la ecuacién homogénea de
Bethe-Salpeter que satisface A(g;p) en una ecuacién integral, cuyos autovalores serdn los

polos en la amplitud de scattering A(q, ¢’; p), es decir las masas de los estados ligados.

5.1. Ecuacion de Bethe-Salpeter homogénea para A

Como ha sido sefialado y es demostrado en el Apéndice B la amplitud A(g; p) satisface la

siguiente ecuacién homogénea de Bethe-Salpeter:

Aa(&éi“) = /(;lﬁl; (ig’Yge) [SS&—P) Aﬂ’@’%p) S?’i\)] (ig’yiv) (q Pk>2_
m 5 VA
[ A%k wey [SG=p) A(ksp) Sy ] 5,
2 075 i 67 o

Esta ecuacién se puede ver escrita en forma grafica en la Figura (5.1).
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CAPITULO 5. ECUACION HOMOGENEA DE BETHE-SALPETER PARA
A(Q; P)

Il
|
O

— —

p—q p—Fk p—k

Figura 5.1: Ecuacién para el vértice propio

La funcién A(g;p) se puede identificar como el vértice propio que describe por ejemplo,
ver Figura (5.1), la amplitud de encontrar un quark y un antiquark formando un estado |S)
en un mesén mass-shell.

Definimos:

_a,B3 « wv v3
Ag;p) = [S G- A (ksp) S(h) ] (5.2)
Luego tenemos que:
2k, - , P
Agip) = /W (igv-) Ak:ip) (igy-) CEaE (5.3)

[Pk (93) Alkip) (903)
’ / (2m)? [(q—k)> — M? +ie]

Si multiplicamos a la ecuacién (5.3) por la izquierda por S(g — p) y por la derecha por

S(q) obtenemos la siguiente ecuacién integral matricial que satisface A(g; p):

2
Ma) = i8G@-n ) [ [Grmae M0 G0 S@  5)

P’k A(k; p)
(2m)? | [(k —q)? — M? + i€

— 2iS(q—p) (gag)/ (go3) S(q)-

Para solucionar esta ecuacién descomponemos a la matriz A(g; p) de la siguiente manera:

AMgp) =A v  + A -+ AT Ty o + A oy, (5.5)

La ecuacién homogénea entonces queda:

Ty Aig*(p—q)-q- [ d%k P i
M =G [ [ 050 >0
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5.1. ECUACION DE BETHE-SALPETER HOMOGENEA PARA A

2ig? / d*k [2(19 —q)—q-A" +2¢_So At —2%5(p—q)_ A+ —ZZA+

"D gDl ) @2 [(k — q)2 — M2 + ie]
TN 2ig2 32 d’k P . )
At =+ b [ ey [ A7) 7

L 2 / d*k | 2[p— qllg]AT +2[q) S At — 28 [p— gJAtT - EZZA-
Dlp —q] Dlg] J (2m)? [(k — q)? = M? + ]
TIPS 2ig% Yo (p—q)— d’k P T
=k ] o)
L 2 / @k | —2(p—q)-[gJA"" = [g) B AT + S0 (p—q) A~ + BFAT
Dlp—q| Dlg]J (2m)? [(k — q)2 — M2 + ]
- 2ig° Yo q_ d*k P -
A an) =+ gty | e [ ) )
N 2ig? / P’k | —2p—qlqg- AT —q_So AT +Xg[p—gJAT +ZZAT
Dl[p—q|Dlq]J (2m)? [(k — q)? — M2 + i] ’

donde hemos definido las siguientes cantidades:

2
Dlq] = ¢* — mj + ie,, = g4 + L (P) (5.10)

Con el objetivo de tener control en nuestra expansiéon en 1/M? introducimos las siguientes

variables:

A(gp) = —2@5%_(1_ A (g;p) + A (g3p) (5.11)
A (gp) = —2;;0 A (g;p) + A (g5p) s (5.12)
it = 250 ) + A ). (5.13)

Si escribimos las ecuaciones integrales respecto a estas variables, notaremos que en el
limite M? grande las ecuaciones para estas nuevas variables sélo contienen términos superfi-

cialmente proporcionales a 1/M?. En cambio la ecuacién para AT (g;p) contiene al operador
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CAPITULO 5. ECUACION HOMOGENEA DE BETHE-SALPETER PARA
A(Q; P)

de ’t Hooft, que es de orden cero en 1/M? junto con términos proporcionales a 1/M? en
los cuales las nuevas variables y A*(g; p) aparecen. Como la idea es resolver estas ecuaciones
a primer orden en 1/M? entonces en la ecuacién para AT (q;p) sélo retendremos términos

donde AT (q;p) aparezca. Luego la ecuacién que determina a AT (g;p) es la siguiente:

At (o) = 9502 P=D-a- [ o [k P o,

Kt =2 g |2 e g K + o1y
2/ d*k 1 At (k;p) - %3 /dzk At (k;p)
) @r2p—k)—k- [(k—q)2 - M2+i] (p—a)-q- ) 2m)2 [(k—q)> — M2+ ic]

»2 / Pk 1 At (ks p) 23/ Pkl At (k;p)
p—a)- ) @m)2k_ [(k—q)2—M2+ie]  q- ) @m)2(p—k)— [(k—q)? — M2 + i

Como en el vértice propio la dependencia en A=, AT~ y A= es en un término que ya
es superficialmente de orden 1/M? es que consideraremos soluciones para A=, AT~ y A~
de orden cero en la expansion 1/M?2. A este orden estas funciones quedan determinadas
exclusivamente por la solucién de A*.

De modo que aproximaremos las ecuaciones que determinan a las funciones A=, AT~ y
A=, que no son relevantes a este orden en la determinacién del espectro de masa, como

sigue:

A (g;p) ~ —ﬁ A (gp), (5.15)
At (q;p) ~ +227(i A (g;p), (5.16)
AT (gp) ~ —Q(ffoq)_ A (g;p). (5.17)

Ahora procederemos a solucionar la ecuacién (5.14), para esto como es convencional

definimos la funcién de onda:

o(q_) = / dgs A(g;p) (5.18)

luego en la regién (k — q)? < M? podemos integrar respecto de g, a ambos lados de la
ecuacién (5.14) obteniendo la siguiente ecuacién de autovalores que satisface la funcién de
onda ¢:
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5.2. EL VERTICE PROPIO

2 2 2 1
it LC I e 2 19
22 ely) X o)
A5t || AT |

E(2) ! 2 ! (;S(y)
A [(1—x>x]1—ﬁ/o dy 9ly) + A% / YTy g7

Donde hemos introducido las siguientes variables adimensionales:

q- =zp_, k- =yp_, (5.20)

2
. 7 2 g 1
junto con el pardmetro de expansion A = §— 11

definido previamente.

La ecuacién integral (5.19) es una ecuacién de autovalores cuyos autovalores p?, como
veremos en el Capitulo 7, corresponden a las masas de los mesones, estados ligados ¢ con
nimeros cudnticos de |S) y las autofunciones corresponden a las funciones de onda de estos
estados, donde x representa a la fraccién del momentum total del mesén que es llevada por
el quark. Esta ecuacion posee un nicleo simétrico que garantiza que los autovalores sean
reales. También es simétrica bajo la transformacién @ — (1 — x) encontrada por 't Hooft en
[30].

A primer orden en la expansién en A del cdlculo directo desde (5.14) obtenemos 3 = 0 en
(5.19), pere este nicleo genera una ecuacién integral demasiado singular. Luego las singula-
ridades que aparecen deben ser suavizadas mediante una resumacion de la serie considerando
singularidades similares, pero de orden superior en A, que aparecen del calculo a ordenes
siguientes. De manera de simular esta resumacién es que hemos introducido la constante 3
que efectivamente regulariza la ecuacion integral. El coeficiente 8 gobierna el comportamiento
de las soluciones de (5.19) cerca de los puntos extremos (0 y 1). Fijaremos el valor de este
coeficiente al imponer autoconsistencia de las soluciones cerca de los bordes. Se vera que el
parametro 3 es pequeno y de hecho desaparece cuando A — 0. Su presencia garantiza que
el espectro de (5.19) sea positivo, ver Capitulo 6.

En el siguiente capitulo trabajaremos en las soluciones de esta ecuacién integral, que como
veremos nos dard un espectro discreto de autovalores para p?. Por el momento supondremos

que su solucién es conocida y seguiremos trabajando en determinar el vértice propio.

5.2. El Vértice Propio

Una vez que se conoce la solucién para ¢(z) podemos determinar el valor del vértice

propio en virtud de la ecuacién (5.3). Usando las siguientes relaciones:
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CAPITULO 5. ECUACION HOMOGENEA DE BETHE-SALPETER PARA
A(Q; P)

v--Mgp)-v- = +2v-A(gp), (5.21)

os-Magsp) o5 = —Agp) v — A (gp)v—+ AT (@p) v47- (5.22)
+A (g p) -4,

y considerando la regién (k — ¢)? < M? podemos escribir:

Mgp) = —2ig°~y- V(;l”]; ﬁf\*(k;p) + ]\;z/(;}; /_\_(k;p)] (5.23)

2ig? / 42k
+
M2 | (27)2

— A (kip) v+ + AT (kip) v4v— + A (ks p) v—%] :

Luego usando las ecuaciones (5.15), (5.16), (5.17) obtenemos el vértice propio en funcién

de las autofunciones de (5.19):

7 = 7ii L P - Ly onw) | e
An( ap) - 2p_ w2 [ /O dy (aj — y)2 ¢n(y) A /() dy (1 - y)y] e

/0 dy ¢n(y) /0 dy‘ﬁ”y(y)] (747-)*7 (5.24)

, L oaly) ary
- A P l/o dy (1_y)] (v=v4)""-

9

3
2

. P— .
- {A— e A
7 - QA 5
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Capitulo 6

Ecuacion de Autovalores Para

()

En este capitulo se estudiard la ecuacién integral de autovalores que satisface ¢(z). Los
autovalores de esta ecuaciéon corresponden a las masas en unidades de % de los estados
ligados S, los polos en la matriz de scattering A(q, ¢';p).

Se encontrara una solucién no-perturbativa de masa cero que como veremos en el Capi-
tulo 8 corresponde al pién de nuestro modelo y el resto del espectro se estimard en forma

perturbativa a partir de la solucién de ’t Hooft.

6.1. Funciones pares y Funciones Impares

En este capitulo se estudiara la ecuacién integral de autovalores:

B w2 [ )
Axl—ﬁ/o Wiy 4 (1—x>1-ﬁ/o W=

E(2) ! 2 ! ¢(y)
(0= 2) 2P / dy 9lu) + A% / YTy 7

Esta ecuacion fue derivada a partir de la ecuacion homogénea de Bethe-Salpeter que

+ A

satisface A(g;p). Exploraremos soluciones a esta ecuacién considerando valores pequenos

pare el coeficiente de expansién A; esto nos permitird asumir que:

mi =0, == (6.2)
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CAPITULO 6. ECUACION DE AUTOVALORES PARA ¢(X)

Antes de comenzar el estudio de la ecuacién (6.1), esto es de las condiciones de borde que
las soluciones de (6.1) deben satisfacer y del espectro de autovalores que la ecuacién genera,
realizaremos un desplazamiento de la variable x en f% en order de apreciar de una mejor
manera las simetrias de la funcién de onda, que en estas nuevas variables corresponderan a
realizar x — —z. En virtud de esta simetria las autofunciones de la ecuacién integral serdn
funciones pares o impares respecto del cambio de signo en z.

Luego si se escribe la ecuacion (6.1) referida a las funciones pares ¢(x) = ¢(—=z) tenemos

que esta corresponde a:

o= - [ G o0 - o [ s ©9
= i e [

Del mismo modo la ecuacién (5.19) referida a las funciones impares ¢(z) = —¢(—x)

corresponde a la ecuacion:

1 1

2 2 P 324z / 2 yo(y)

=— dy ——— —_— dy ———— . 6.4
Donde hemos introducido el autovalor adimensional u? = mp?/g°.

Siguiendo los trabajos de Harada [56] se consideran funciones pares de la siguiente forma:

$la) =Y a; (1 —4a?)*H (6.5)
n=0

y funciones impares de la siguiente forma:

6.2. Condiciones de Borde y Espectro Positivo

Comenzaremos esta seccién estudiando las condiciones de borde que deben satisfacer las
soluciones de (6.1). Estas condiciones se fijardn al imponer que las divergencias principales
que aparecen cuando r — j:% en (6.1) se cancelen. En este proceso también quedard de-
terminado el valor del coeficiente (3, coeficiente que como veremos en la segunda parte de
esta seccion garantiza que el espectro sea positivo definido. Para dar una idea de cual es
el procedimiento consideraremos en forma explicita el caso de las funciones pares; para las
funciones impares el procedimiento es similar y el resultado para (3 es el mismo.

Trabajando en el limite A pequeno consideraremos funciones que en los bordes se com-

porten de la siguiente forma (1—422)%. De manera que para fijar el valor de 3 reemplazaremos
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6.2. CONDICIONES DE BORDE Y ESPECTRO POSITIVO

esta funcién (6.3) y fijaremos el coeficiente 3 al imponer que se cancelen las divergencias prin-
cipales (1 — 422)%~! que aparecen cuando x est4 cerca de los extremos. Si reemplazamos la

funcién (1 — 422)” en (6.3) obtendremos:

201 _ 422)8 — L(B+1) r 1 22 4T A I'(28)
PR = WA FOg =)~ ey Tl e
274 T(1+5) reg)
e s TG ) o0

La funcién F(a,b;c; z) corresponde a la funcién hipergeométrica de Gauss [54]:

. Tl =T@a+n)l(b+n) 2"
F (“’b”’z)_r(a)r(b); Tletn) ol (6:8)

En la deduccién de (6.7) hemos utilizado los resultados de [55] para la integral en el
ntcleo de 't Hooft. Por el momento estamos interesados sélo en los términos de (6.7) que
divergen cuando z — +1. Luego los términos proporcionales a (1 —4z%)°~! en (6.7) son los

siguientes:

e ] r(2) T(1+5)
0 = 47 8 cot|r ] 4fA( 25 27 A ERTR

En el limite en que A y (8 son pequenos podemos aproximar esta ecuacién obteniendo la

(6.9)

siguiente expresion que relaciona a A y [

0=4—2%+O(A,ﬂ) (6.10)

Luego para eliminar las divergencias principales a orden cero en el limite A — 0 tenemos
que [ debe ser igual a:
b= g . (6.11)
Ahora procederemos a probar que el espectro de (6.1) es positivo definido. Para esto
utilizaremos el hecho de que sabemos que el estado fundamental debe ser una funcién par.
Ademds sabemos que para cualquier funcién que vaya a cero mds rapido que (1 — 41‘2)%
cuando © — +1/2 podemos considerar a los términos proporcionales a A en (6.3) como
perturbaciones al término de 't Hooft, el cual es positivo definido. Luego sélo funciones de
prueba que sean cercanas a funciones constantes podran generar autovalores p? negativos en

(6.3). Exploraremos esta posibilidad considerando funciones de la siguiente forma:

Fla) = (1— 422y, (6.12)
donde 7 es una constante de valor pequeno pero arbitrario. Luego multiplicamos a la ecuacién

(6.3) por f(z) a ambos lados e integramos respecto de z. Obtenemos (ver apéndice de la

referencia [56]):
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Tyt Ty + 4
TP AT T e

Ply+ BIT[1 + 4]

2 _ ody—2
P @) = 2772 T AT

. (6.13)

Si asumimos que tanto A como v = aA son coeficientes pequenos entonces tenemos que
sélo los dos primeros términos de la parte derecha de la ecuacién (6.13) serdn relevantes.

Luego la parte divergente de la ecuacién (6.13) es:

fuuwu»~§@—@f%4=ib—&jiyy (6.14)

Podemos ver que para cualquier valor del coeficiente «v la expresién entre brackets es
evidentemente positiva. Notemos que la existencia de un 8 no nulo garantiza que el espectro

sea positivo cuando v va a cero y A es pequeno pero no nulo.

6.3. El Espectro de Autovalores

Una vez que se ha determinado el coeficiente  procedemos a examinar el espectro de
autovalores de las ecuaciones (6.3) y (6.4). El estado fundamental debe ser una funcién par,
luego cuando examinamos la ecuacién (6.3) considerando el comportamiento asintético en

los extremos obtenemos la siguiente funcién como estado fundamental en el limite A — 0:

bo(z) = (1 — 422)2 %(1 — 42?)3 (6.15)

Este es basicamente un resultado no-perturbativo que difiere de la solucion de 't Hooft en
el limite A — 0 obteniendo p = 0, como nosotros esperdbamos del rompimiento espontaneo
de la simetria quiral en 4D. Podemos notar que el segundo término en (6.15) es la contribucién
principal en la solucién para el estado fundamental de la ecuacién de 't Hooft para el caso
en que m? = % [30], y el primer término compensa potencias de A cuando insertamos a
¢o(x) en (6.3) y tomamos el limite A — 0. El resultado final es un corrimiento del estado
fundamental sin perturbar p? = 7,25 (autovalor del estado fundamental de 't Hooft cuando
m? = %) hacfa la solucién no-perturbativa y? = 0 en el limite A — 0.

Para los restantes estados masivos nos es imposible encontrar soluciones analiticas, como
sucede también con la ecuacién de 't Hooft. Sin embargo podemos estimar estas soluciones
trabajando con los elementos de matriz del Hamiltoniano p?(¢, ¢) = (¢, H$) y usando teorfa
de perturbaciones usual, comenzando de las soluciones de 't Hooft (caso A = 0).

Con este objetivo escribimos la ecuacién (6.3) de la siguiente manera:

w2ow) = [ aytie) o) = [ dy[Hole) + Am@p)] o) (610)

1 1
2 2

Donde hemos definido:
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Ho(z,y) = - (x_Py)g (6.17)
3 1 1
a7 (a7

Hi(a,y) = (6.18)
4 4

R GV e A R e

Siguiendo los trabajos [55, 56] referidos a soluciones de la ecuacién de 't Hooft, expandi-

mos las funciones de onda pares e impares de la siguiente manera:

N 1 . N .

D a;(1—42%)2" =3 a; f()

n=0 n=0

$(x) = (6.19)
N 1 . N .

Y b a(1- 4 = 3 by g7 ()

n=0 n=0

La idea es considerar que N — oo pero en términos practicos no consideraremos valores
de N mayores que 7, que por lo demds estd en acuerdo con la precisién de este método (ver
[55]).

Si multiplicamos a ambos lados de la ecuacién (6.16) por fi(x) e integramos respecto de

x obtenemos:

W’Na=Ha, a=[ag,a1, - ,an_1]". (6.20)

Donde hemos definido:

HY = HY + AHY (6.21)

En virtud de los célculos que aparecen en el apéndice de [56] tenemos que:

Hy = /jdﬂf /i dy fi(z) Ho(z,y) f(y) (6.22)
o(1+i+7) (3 +)G+9) PG +)T(5 +7)
(I+i+yj) TA+2)T(1+25)"

1
2

ademads tenemos que:

N — dy fily) fily) = g m ) (6.23)

Por otro lado los nuevos términos son:
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= / Car [ dy fiw) By Fy) (6.24)

Fe+dlG+s) TGe+dlG+y)  TE+ING+7)
- : 0 - : m - — .
T+ +7) L(1+4)T(2+7) T2+ +7)
Estimaremos el espectro masivo en forma perturbativa a partir de la solucién de 't Hooft
A = 0. Para esto determinaremos en forma numérica dicha solucion. El problema que debe-

mos resolver es el siguiente:

piNa=Hya. (6.25)

La matriz de norma N aparece debido a que la base de funciones que estamos utilizando
no es ortonormal. Para transformar esta ecuacién en una ecuaciéon de autovalores normal
seguimos el procedimiento descrito en [55, 56]. Luego debemos resolver el problema de au-

tovalores de la matriz de norma antes de continuar:

N& =\ 0. (6.26)
Una vez resuelto este problema introducimos la siguiente matriz de transformacion:

W_ 61 77n
lolvVAT el VAL

Luego podemos transformar la ecuacién (6.26) en un problema usual de autovalores:

(6.27)

pd b =W*Hy Wb, a=Wb. (6.28)

Resolvimos numéricamente esta ecuacién considerando n = 5, los resultados para pu3
aparecen el Cuadro 6.1.

Luego con los resultados de la ecuacién de 't Hooft procedemos a evaluar las correcciones

del espectro a orden A por medio del uso de la teoria de perturbaciones usual. Con este

objetivo consideramos la siguiente expansion:

PP =g+ Api - (6.29)

luego tenemos que la correccién al autovalor p? a orden A es:

/ S de / " dy %) Hy(z,y) %)
pi= :

1
2

(6.30)

Wl | NI

/ dz ¢%(x) ¢°(x)

_1
2

Si escribimos las soluciones de la ecuacién de 't Hooft respecto de la base (6.19):
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6.4. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DEL ESPECTRO

't Hooft Perturbacién

13 It
17.30 18.20
27.12 ~17.96
37.02 18.93
46.92 -20.14
56.93 21.84
71.05 24.13
83.96 28.09

Cuadro 6.1: Espectro de masa y correcciones para los estados excitados de ¢(z).

$Aw) = a) f'(x), (6.31)
n=0

y usamos las definiciones que aparecen en (6.23), (6.24) y (6.28) obtenemos que:

0 0
= —— (6.32)
i J

Se evaluaron estas correcciones para cada nivel, los resultados aparecen en el Cuadro 6.1
donde también se han incluido los resultados para las funciones impares. Las soluciones im-
pares son obtenidas siguiendo un procedimiento similar al aqui expuesto para las funciones
pares. El espectro de soluciones para ¢(x) se compone de soluciones pares e impares inter-
caladas. Como en el Cuadro 6.1 el espectro de masas mostrado corresponde sélo al de las
soluciones excitadas tenemos que el primer autovalor corresponde al de una soluciéon impar,

luego el siguiente correspondera a una solucién par y asi en lo sucesivo.

6.4. Comportamiento Asintético del Espectro

Terminaremos este capitulo describiendo algunas caracteristicas generales del espectro de
autovalores de (6.1), en particular su comportamiento asintético. Con este objetivo consi-
deraremos una aproximacion algo simple para las autofunciones y autovalores pero que nos
permitira estimar el comportamiento del espectro de masa para valores grandes de estos. En

este punto seguiremos el procedimiento utilizado por 't Hooft en [30].
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CAPITULO 6. ECUACION DE AUTOVALORES PARA ¢(X)

Comenzaremos con la ecuacién para ¢(x) como fue escrita en primera instancia, esto es

definida en el intervalo [0, 1]:

2 mg __my [
Pt o) = L [aT s o) (6.33)
A () 3 o)
- AT AT,

DX ! ' ¢(y)
+ A70/ dy o(y) + AX3 / dy ——————.
(L= =z)2]7 Jg “Jo T —y)yltr
Luego siguiendo [30] consideramos soluciones que sean periddicas y que se anulen en los
bordes. Para el término de > Hooft obtenemos:
1

P
— | dy ——— €™ =7 |w|e™?, 6.34
0 (z—y)? mhele ( )

donde hemos considerado que la integral (6.34) recibe su mayor contribucién cuando y es cer-
cano a x. Considerando la expresién anterior para ¢(x) reemplazamos a esta en los restantes
términos y consideramos su parte imaginaria. Luego en el limite en que w es grande obten-

€mos:

2 zwy
Im<—A—-— %5
(1—30)1

2t etwy ASE w4
Im{_Axl—ﬁ/O 5} =~ (6.36)

- s (6.35)

22
Im{+A[(1x) i ,8 dye

1 Wy
m{+asi [a e}
{ 0 0 y(l—y)y

Podemos apreciar que al igual que en QC D3 si w es grande y A ~ 0 tenemos que las

2

= TP w

cosw, (6.37)

+ A2 7w, (6.38)

autofunciones pueden aproximarse por:

On(x) =~ sin(nmx), n=123,..., (6.39)

con autovalores:

p2~min. (6.40)

Esto es una trayectoria de Regge recta sin estados continuos, tal y como sucede en QC Ds.

Dado que las aproximaciones que se han realizado son validas para valores grandes de n,
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tenemos que la ecuacién (6.40) determina la forma asintética del espectro de autovalores,
en particular determina la forma asintética de la trayectoria de Regge. Desviaciones de esta
trayectoria son esperados para autovalores mas pequenos debido a los términos que se han

despreciado.
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Capitulo 7

Matrices de Scattering

En este capitulo se resolverdn la ecuaciones inhomogéneas de Bethe-Salpeter a partir de
las soluciones conocidas de las ecuaciones homogéneas. Con este resultado se determinaran los
valores de las matrices de scattering. Veremos como éstas pueden ser descritas en funcion de
los vértices propios, previamente definidos y determinados en el Capitulo 5 y su Apéndice C.
Se podra apreciar que los autovalores de las ecuaciones para las funciones de onda definidas
en el Capitulo 5 y su Apéndice C corresponden a los polos de las matrices de scattering.
En este capitulo mostraremos el célculo explicito para el caso de la amplitud de scattering

A(q,q';p) v se dardn los resultados para las demds amplitudes.

7.1. Ecuacion de Bethe-Salpeter inhomogénea para A

En esta seccién se resolvera la ecuacién de Bethe-Salpeter inhomogénea para A(q,¢’;p).
De los resultados obtenidos en el Capitulo 3 y su apéndice B tenemos que la amplitud de

scattering A(q, ¢’; p) satisface la siguiente ecuacién integral:

afB,ys 2 P 2 ad By
. g S By . g 03 03
A(q,q; = — ————* Y — == 7.1
(a.4'5p) "N, (g—¢)2 7 "N [la— )= M2 1] (7.1)
d2k en niB,vé U\ 5 P
) i ae o) Ak o' ; 2l
+ Z/(%)2 (ig7y*) [Sk—p) A(k,q'sp) Stk) | (ig72") TR
€L up,ve U
[ &Pk [S ) Ak,d'sp) S0 ] (s

QZ/W (90';’,16) [(q—k)2—M2—|—Z'€} (g 3 )

Como hemos mencionado esta ecuacion es una generalizacién de la ecuaciones que satis-
facen las amplitudes de scattering en QC'Ds. Sin embargo a diferencia de lo que sucede alli la

estructura espinorial de nuestra ecuacion no es trivial, de modo que no es posible factorizar
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CAPITULO 7. MATRICES DE SCATTERING

la dependencia espinorial de (7.1) como sucede en QC' D5y donde todo finalmente resulta ser

proporcional a y7 fyf s [31]. En nuestro caso esto no es asi y debemos trabajar un poco més

con la estructura espinorial de la ecuaciéon antes de poder resolverla. Usando las relaciones
que aparecen en el Apéndice E (E.17) y (E.20) podemos reescribir la ecuacién (7.1) de la

siguiente manera:

aB,yd 2 P
. g 5
Mg, dsp) = — i =77

2Nc (q - q/)

) 5
0 1))+ () (o) — 298792 — 2979

AN, [(q—q')? — M? + ie]
R WeVS A g P
n z/w (ig72€) [S k- A(k,q'sp) S ] (ig7r™) vEDE (7.2)

o I ,uﬁ,ué/ VA
22,/ 42k (908) (S (h—p) A(k,q';p) S(h) ] (90)7)
o ) Tamwp a0

Luego si escribimos la dependencia en los indices espinoriales de A(q, ¢’; p) como sigue:

a,@,’yé/ ay, / 36 a, / 86
A(g.dsp) = ATq,dsp) v +A57(q,d'5p) 7 (7.3)

+ AD(q ) (v )+ ASa,dp) (o)

obtenemos estructuras espinoriales similares en (7.2) tanto para los términos que dependen
de A(q,¢';p) como para los otros dos términos haciendo més f4cil trabajar con la ecuacién.
De esta manera la ecuacién (7.2) aunque menos compacta resulta de utilidad en el momento
de ser resuelta por medio de utilizar la solucién de la ecuacién homogénea.

En principio para obtener la matriz de scattering A(q,¢’;p) debemos determinar todas
las componentes de ella definidas en (7.3), sin embargo notaremos que basta con conocer
AJ" para fijar las restantes componentes.

La ecuacién inhomogénea que satisface A]7 es:

¢ P v o

AOC"{ /. — _ . = ary 4
L) N (a-¢2 " T 2N [(a—q')* — M? + ie] "
d2k . ae €M v N . P
* /W (ig72) [Stk-p) A(k,q'sp) S0 ] (i9727) CEE
21/d2k ( O_ae) [Se&fp) Allw(kaq/;p) Sl(/g) } ( 0_)\,7) (7 5)
R (P gy vEm R |

Siguiendo el procedimiento estandar definimos:
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Te €M v VA
AMa,q'sp) = [Sk-p) A{"(q.q';p) St | (7.6)
Luego podemos escribir la componente de la amplitud de scattering Ay(q, ¢'; p) en funcién

de la nueva variable A;(q,q’;p) de la siguiente manera:

2_ P 2
g~ _1_2.9 Y+

"N, (a—q)F " "2N, [(q— ') — M? + ie]

Mg, ¢5p) = — (7.7)

>PE . - /. . P
/W (ZQ’Y—) Ay (k,q'5p) (19’7—) m

[k (go3) Ai(k,q'sp) (gos)
2 /(27r)2 [(qg— k)2 — M2 +ie]

Multiplicamos la ecuacién (7.7) por la izquierda por S(q — p) y por la derecha por S(q)

de modo de obtener la siguiente ecuacién inhomogénea que satisface la matriz Ay(q, ¢’; p):

A / . 2 P . 2 S _ S
Madin) = = i g S 0180+ i PR
+ S(g—p) (igV—)/(;lﬂk);z [(q _Pk)g_ Ai(k,q'sp)| (igy-) S(q) (7.8)

: d*k Ai(k. q'sp)
SR e T COL TR

Para resolver esta ecuacién descomponemos a la matriz Ay(q, ¢’; p) de la siguiente manera:

Mg, q'sp) = A vy + AT y— + AT o + AT Ty (7.9)

Trabajando a primer orden en la expansiéon 1/M? se resolvieron las ecuaciones integrales
acopladas que satisfacen las componentes de Ay(q, ¢';p) definidas en (7.9). Estos calculos se
encuentran resumidos en el Apéndice D. Con estos resultados se determiné Aq(q, ¢’; p) hasta
orden 1/M? por medio del uso de la ecuacién (7.7). El resultado se puede expresar de la

siguiente manera:

2 2
gy P g Y+
A ) /; = - —_— 4
(g.45p) TaN. (a—a)% " "2N. [(g—q)% — M2+ ie]

(7.10)

{
+ o [A0 (@,p) 74 + A (@ p) -+

+ AT (zp) v v AL (@ p) v v | AL (2 ).
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CAPITULO 7. MATRICES DE SCATTERING

Donde hemos introducido las variables adimensionales:

q- =xp—, k- =yp_, (7.11)
¢ =a'p_, (7.12)
y hemos hecho uso de las definiciones que aparecen en el Apéndice D:
2 1 1
_ g p Pn(y)
A (2,p) = e [/ dy —— duly —A/ dy (113
D= Tmma L Y e W A S Mg

27 !
Af(z,p) = Ay —=p_ | dyon(y), 7.14
fen) = Ao [ o) (714)
1

g Pn(y)

+— -

An (xvp) - *42]\[C o dy yl_ﬁ ) (715)
A, T (z,p) = A J 1dy¢n7(y) (7.16)
no 2Ne Jo T (L=y)t=7 '

2
2= L. (7.17)

Podemos notar que la expresién definida en (7.17) posee unidades de masa y que corre-
sponde precisamente a la masa del estado ligado generado en el scattering A, esto es a un
estado ligado con ndmeros cudnticos de |P).

Una vez determinada As(q,¢’;p) de la ecuacién (7.3) recordamos que esta matriz corres-
ponde a una de las componentes de la amplitud de scattering A(q, ¢’; p); en particular a la

. 36 . ’.
componente proporcional a v~° luego es posible percatarse de que lo que vemos en Ay(q, ¢'; p)

es uno de los términos que resulta del producto de dos vértices propios de la forma:

a,’y. B 92 i 1 P _ ! (bn(y) ary
Anlwip) - = ,ﬁzwzvcp_l/od%—y)? onlw) A/ody[u—y)y]l—ﬂ]” (15)

21 ! o g L only) oy
+ A Ncp—l ; dy%(?;)]vﬁ - A\/m [A dy 15 (V+7-)

! bY) ay
+ A\/Qchl/o dy(l(y)lﬁ](’Y%r) )

cuando retenemos términos hasta orden 1/M? en este producto. Notemos que este vértice

corresponde, salvo una constante global:

C=iy/—m2, (7.19)
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al vértice encontrado al resolver la ecuacion homogénea de Bethe-Salpeter que satisface

Ag;p).

Escribiendo en forma explicita el resultado para la amplitud de scattering A(q, ¢’;p)

podemos notar que efectivamente los autovalores de la ecuacién (5.19) corresponde a los

polos de esta amplitud de scattering:

Aaﬁﬁél, _ . 92 P ad By -92 0?6 O,éi’y
(,4ip) = - ——5 77 — i 5 o
2N, (¢—¢')2 Ne [(q—¢q')? — M? + ie]
i ayy 8,6
+ ———~ An(g—;p) Au(d ;D)
zn: (»? - i3)

Esta ecuacion se puede interpretar como el siguiente diagramas:

q q q q

Donde la suma sobre el indice n esta implicita en el diagrama.

7.2. Amplitudes de Scattering A, © y

(7.20)

(7.21)

El calculo de las amplitudes de scattering restantes es similar al aqui desarrollado para

A(q,q';p) y en esta seccién nos limitaremos sélo a dar los resultados de estos.

Para la amplitud de scattering A(q,¢’; p) obtenemos:

q q q q

Donde el diagrama (7.22) representa a la siguiente ecuacion:

af,ys 2 P 2 ad By
. _ . g as By - g 03" 03
Alq,q; = — —— YYD + i ,
(- d5p) N =2 " T N g - M
7 ayy 8,6
+ ) 5 Anlg-;p) An(d:p)

— (p*—02)

(7.22)

(7.23)
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El vértice propio A, (g—;p) y las masas de los estados ligados que se propagan i, estdn
determinados en el Apéndice B en las ecuaciones (C.9) y (C.8) respectivamente. Notemos
que el estado ligado que se propaga en (7.22) y que posee masa i, tiene nimeros cudnticos
asociados al estado |S), ver (3.3).

Para la amplitud de scattering ©(q, ¢'; p) obtenemos:
q q q q

) ~1 + e, e, (7.24)

Donde el diagrama corresponde a la ecuacién:

af,vd ] 2 P i a,y 3,6
O(¢.dp) = i g 1202 + > () ©n(q-;p) Onld sp) . (7.25)

QNC (qiql) p2 _wn
El vértice propio ©,,(q—;p) y los masas de los estados ligados que se propagan en este
caso corresponden a los valores de QC Dy y estan determinados por las ecuaciones (C.3) y
(C.2) respectivamente. En este caso el estado ligado que se propaga en (7.24) de masa w,
tiene nimeros cudnticos asociados al estado |V'), ver (3.4).

La amplitud de scattering €(q, ¢’; p) queda determinada por la siguiente expresion:
q q q q

Q =1 + Q Q (7.26)

Donde el diagrama corresponde a la siguiente ecuacién:

afB,é 2 ; a, )0
Q(Z?q’;p) = —ingVc (q_Pq,)gvi“; V2T + Zn: (102_27@%) 0 (a-3p) Qi(q’_;p) - (7.27)
Al igual que en el caso de ©(q,¢’; p) los vértices propios (C.5) y las masas de los estados
ligados (C.6) corresponde a los valores que se obtienen de QCDs. Luego los polos para las
amplitudes de scattering O(q, ¢’;p) v (g, ¢';p) son iguales y ademds coinciden con los que
se obtienen de QC Dy cuando la masa de los quark en el Lagrangiano de QCD; es m? = %.
En este caso el estado ligado que se propaga en (7.26) y cuya masa es w, tiene nimeros

cudnticos asociados al estado |A), ver (3.3).
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7.3. Amplitudes de Scattering T'

Una vez que se han determinado todas las amplitudes de scattering que satisfacen ecua-
ciones desacopladas de Bethe-Salpeter podemos volver a las amplitudes originales por medio

del uso de las ecuaciones (3.5) y (3.6). De este modo obtenemos los siguientes resultados:

Soluciones Amplitudes T y T}

q q, q q/ q ql
g > > > | n n
— — I — — — —
P—q p—d P—q p—q P—q p—d

Figura 7.1: Solucién para la amplitud de scattering 7.

af,yd 2 ad By 2 ay (36
RN Gue (8 . g 03 O3y
T oy 97 9 7.28
1(q:4";p) N (q—q’)Q_ﬂNc [(q—q’)Q—MQJrie]—i_ (7.28)
7 a,y 3,6 i a,y 3,6
+ ———~ Anl(g—;p) An(qsp) + v Mlg—;p) Quldsp) -
zn: (p* — 2) zn: (p? —w2)
q q q q q q
g g - n n
p—q p—dq P—q p—q¢ pP—4q p—d

Figura 7.2: Solucién para la amplitud de scattering 7.

aB,yd 2 ay (36
.9 93 03
Ty(q,q;p) =i
4 (Q7q 7p) Z]\]—C [(q_ q/)g — M2 +ZE]+

(7.29)

; a,y 3,0 ; a,y 5,9
+y (202_17[%) An(g-;p) Anldlip) = ) s Q(g-3p) il )

. (P -oh)

Podemos notar que no hay estados continuos en la amplitud de scattering quark-
antiquark, sélo estados ligados en p? = [i2 y p? = @2, cuyos residuos determinan las funciones
de onda A, (q,p) vy 2,(g, p). Como se ha mencionado y se demostrard en el siguiente capitulo
alguno de los estados ligados poseen una interpretacién directa en términos de los bilineales
de Dirac de QCD,. En particular veremos que los estados ligados definidos por A, (q,p)

estan relacionados con los estados ligados escalares de QC'D en 4D.
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Soluciones Amplitudes T5 y Ty

q q q q q q
| n n
T5 - -+ :d)Q + @n +
— — I — — — —
P—q p—d P—q p—¢ pP—4q p—q

Figura 7.3: Solucién para la amplitud de scattering T5.

aB,yé 2 Lad A BY 2 ay 36
9= ;9 93 93 n (7.30)

T ’. R A e e
5(a,45p) ZNC G—q)2 ZNC (¢ — ¢)2 — M2 +ic]

1 a,y 3,6 , 7 a,y 8,6 ,
+>° ooz Onlemp) Onldlip) + > o) Mnlaip) Andsp)

n

q K - q
n
Tg - I¢1 + }[
— - -
pP—q p—dq p— q p— q p—d

Figura 7.4: Solucién para la amplitud de scattering 7Tx.

af,yo 2 ay B0
7 03 03

g
Ts(¢,4';p) =i~

N (a—q)? - M +id (7.31)

a,y 3,6 7 o,y 3,6
+ Z On(q—:p) Onldip) — Y =) An(g-;p) Anldsp) -

n n

De igual modo como sucede con T y Ty podemos notar que en estas amplitudes de
scattering no hay estados continuos,sino sélo estados ligados en p? = ji2 y p? = &2, cuyos
residuos determinan las funciones de onda A, (q,p) y ©,(g,p). Como se ha mencionado los
estados ligados definidos por A, (g, p) estan relacionados con los estados pseudoescalares de

QCD en 4D.
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Capitulo 8

Resultados e Interpretacion del
Modelo

En este capitulo se hard una recapitulacién de los principales resultados obtenidos al
estudiar el modelo extendido de QC Dy y se dard una prescripcién para interpretar estos

resultados respeto de la fisica de los hadrones en 4D.

8.1. Estados Ligados 2D

En esta tesis se ha probado que en el modelo extendido de QCDsy (1.20) existen cua-
tro clases de estados ligados ¢¢ (mesones) con contenidos de quarks determinados por las

ecuaciones (3.3) y (3.4). Estos son los mesones tipos S:

1 - _
S = \ﬁ(d’l Y1+ Paiha) . (8.1)

Las masas de estos mesones estan determinadas por la ecuacion:

~ 2 1 ~
i@ = L [ ar=s ) (32)

5[0 o(y) %3 Looy)
- Aty [t A [

Z% ! 7 2 ! ¢(y)
()i / dy oly) + A% / BTy

Como ha sido mencionado en el apéndice C esta ecuacién es similar a (5.19) siendo la

+ A

unica diferencia el cambio en el signo en los términos proporcionales a A. Sin embargo esta

ecuacién a diferencia de (5.19) no admite soluciones no-perturbativas. Se estimé el espectro
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Mesones S Mesones Ay V: | Mesones P:

fiig it w? 145 T
7.27 10.60 7.27 0 -
17.30 -18.20 17.30 17.30 18.20
27.12 17.96 27.12 27.12 -17.96
37.02 -18.93 37.02 37.02 18.93
46.92 20.14 46.92 46.92 -20.14
56.93 -21.84 56.93 56.93 21.84
71.05 24.13 71.01 71.05 -24.13
83.96 -28.09 83.96 83.96 28.09

Cuadro 8.1: Espectro de masas y correcciones para los diferentes mesones 2D en unidades de g2 /7.

de (8.2) usando teoria de perturbaciones usual siguiendo el esquema que fue utilizado en el
Capfitulo 5 para determinar los estados excitados de (5.19). En el Cuadro 8.1 son mostrados
los resultados para el espectro de masas de esta ecuacion.

También tenemos los mesones tipos A:

1 - _
A= — — . 8.3
NG (V191 — o 1o) (8.3)
Las masas de estos mesones estan determinadas por la ecuacion:
2 2 2 1

o myg my g P
_ _ =-Z dy ——— ) 8.4
o - — (1_1,)]60(%) . /O U w(y) (8.4)

Podemos notar que la ecuacién que determina la funciéon de onda y el espectro de estos
mesones corresponde a la ecuacién de 't Hooft que se obtiene del estudio de los estados
ligados de QC D, cuando la masa de los quarks en el Lagrangiano de QCDs es m? = g% /7.
El espectro de masas de estos mesones es mostrada en el Cuadro 8.1.

Tenemos los mesones tipo V:

1 - _
V= ﬁ(% Py + Paty). (8.5)
Las masas de estos mesones estan determinadas por la ecuacién:

2

oomi o omg Qo gt [, P
. o =-C [ E o). (5.5

™ r—y)?

Estos mesones poseen el mismo espectro y funciéon de onda que los mesones A.

Los mesones tipo P estan definidos de la siguiente forma:

P = %(1/_)1 Yy — Path1). (8.7)
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La ecuacion que determina la funcién de onda y el espectro de este meson es la que hemos
desarrollado con més detalle en esta tesis ya que este estado ha sido tomado como ejemplo

al resolver las ecuaciones de Bethe-Salpeter. La ecuacion es:

2 2 B _ﬁ 1 P
g2 la ox) = —~ /Odyi(x_y)2 3(y) (8.8)

%[ ¢(y) Y bosy)
- Ay [t A [,

Ay, wow 4% [

En el Cuadro 8.1 aparece el espectro de masas de esta ecuaciéon donde se ha incluido la

solucién no-perturbativa de masa cero, que corresponde al estado fundamental de (8.8).

8.2. Interpretacion del Modelo

Como hemos mencionado en los capitulos anteriores los estados S y P soportan una
interpretaciéon respecto de la teoria en 4D, esto debido a que las densidades bilineales escalares
y pseudoescalares en 4D corresponden precisamente al tipo de combinaciones entre quarks
1 y Yo en 2D que definen a los estados S'y P.

La densidad escalar en 4D viene dada por:
S =0V, (8.9)
donde ¥ es el espinor en 4D. Esta cantidad se puede escribir respecto de las variables en 2D

como sigue:

VW =y + P2, (8.10)
luego la densidad escalar en 4D corresponde a una densidad escalar en 2D con ntimeros de
simetria internos asociados a un estado |S), ver (3.3).

Del mismo modo el bilineal de pseudoescalar de Dirac en 4D es:
P =900, (8.11)

Esta expresion escrita respecto a las variables en 2D queda:

U0 = i1 P — 2757 ¢1) - (8.12)

Podemos notar que la densidad pseudoescalar en 4D corresponde a una densidad pseu-

doescalar en 2D con nimeros de simetria internos de un estado |P), ver (3.4).
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Pseudoescalar Escalar
0 974
1286 1531
1741 1929
2166 2356

Cuadro 8.2: Algunos valores para las masas de los mesones en [MeV], donde hemos considerado
g*//m = 267[MeV]y A =022

De este modo tenemos que los estados ligados qq pseudoescalares en 4D, esto es los
mesones pseudoescalares en 4D, corresponden a los mesones del tipo P pseudoescalares de
nuestro modelo en 2D. Estos ultimos definidos por las soluciones pares de ¢(x) en (8.8). Del
mismo modo los mesones escalares en 4D corresponden a los mesones del tipo S escalares
de nuestro modelo, estos definidos por las soluciones impares de ¢(x) en (8.1).

Podemos notar que los espectros de masas predichos por nuestro modelo avalan esta
interpretacién ya que como vemos el espectro de los mesones pseudoescalares 4D predicho
por él posee un estado con masa cero que corresponde al pién de nuestro modelo, el cual al
estar trabajado en el limite quiral debe ser con masa cero debido al rompimiento espontaneo
de la simetria quiral, como fue comentado en el Capitulo 1. Por otro lado el espectro de los
mesones escalares en 4D predicho por el modelo es un espectro masivo en concordancia con
lo que se espera de QC'D en 4D y de lo que se observa en la naturaleza.

En el Cuadro 8.2 son mostrados algunos valores del espectro predicho por el modelo para
las masas de los escalares y pseudoescalares, donde hemos considerado ¢2//7 = 267[MeV|
y A=0,22.
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Capitulo 9

Conclusiones

En esta tesis se abordd el problema de estudiar la estructura de los hadrones desde
sus grados de libertad fundamentales, quarks y gluones. Con este objetivo se estudié un
modelo efectivo de QC'D en 2D, modelo que es obtenido de QC'D en 4D al compactificar
dos dimensiones espaciales en un 2-Toro y despreciar los modos masivos de K-K. Se ha
estimado que este modelo en 2D es mas realista que sélo considerar QC Dy debido a que el
modelo incluye de una manera no trivial los grados de libertad fisicos (transversales) de los
gluones en 4D que estan ausentes en QC Ds.

Se tratd este modelo trabajando en el esquema de cuantizacién a tiempos iguales usando
ecuaciones de Schwinger-Dyson en vez de usar cuantizacién Hamiltoniana. Se demostrd que
los campos escalares en la representaciéon adjunta del grupo SU(N.) del modelo en 2D,
que representan a los grados de libertad fisicos de los gluones en 4D adquieren en forma
dindmica un valor para sus masas diferente de cero y que estas crecen cuando el radio de
compactificacién se hace pequeno. Se realizé un andlisis explicito de los estados ligados gq
del modelo por medio del uso de la ecuaciéon de Bethe-Salpeter que fue resuelta para los
diferentes canales en la aproximacion en que las masas de los campos escalares es grande.
También se encontré una prescripcion para interpretar estos estados ligados en 2D respecto
de los estados ligados de QCD en 4D.

Se encontré que el modelo posee dos regimenes clasificados por las soluciones a la au-
toenergia de los quarks. En uno de ellos, el perturbativo, tenemos quarks con propiedades
taquidnicas en el limite quiral tal y como sucede en QC D5 [30]. Luego nuestro modelo puede
ser interpretado como una perturbacion de los que seria QC D5 en el limite quiral. Sin em-
bargo no es posible considerar esta posibilidad debido a que en este régimen el espectro de
masa para los estados G posee estados con masas imaginarias. Esto significa que la solucién
quiral de 't Hooft no es una correcta soluciéon para comenzar una perturbacién a QC Do
que incluya grados de libertad transversales. También se puede notar que en este régimen

las ecuaciones que describen el espectro de masa de los estados escalares y pseudoescalares
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respecto de 4D son iguales, lo que es una clara senal de que se estd perdiendo informacién.
Por otro lado la solucién no-perturbativa a la autoenergia de los quarks soporta en forma
consistente quarks no taquiénicos cuyas masas dindmicas en el limite quiral van a cero y un

espectro con masas reales para los mesones.

Se focalisé el trabajo en el estudio de estados ligados quark-antiquark con este objetivo
se estudiaron las amplitudes de scattering qq para los diferentes canales. Estas amplitudes
fueron determinadas al solucionar las ecuaciones de Bethe-Salpeter que ellas satisfacen. De
este modo se determiné que el modelo en 2D posee cuatro clases de estados ligados. Para
cada uno de estos estados ligados se determiné su espectro de masa al transformar la ecuacién
homogénea de Bethe-Salpeter que cada amplitud satisface en una ecuacién de autovalores.
Se demostré que estos autovalores corresponden a los polos de las amplitudes de scattering
probando de este modo que los autovalores corresponden a las masas de los estados ligados ¢q.
Durante este proceso también se determinaron los vértices propios quark-antiquark-mesoén y

las funciones de onda de estos estados ligados.

Se demostro que dos de las clases de estados ligados del modelo en 2D poseen una inter-
pretacién respecto de sus propiedades bajo transformaciones de Lorentz inherentes de 4D.
En particular se identificaron dichos estados con los mesones escalares y pseudoescalares de
la teoria en 4D. Se identificaron los espectros de masa referentes a estos estados comprobéan-
dose que el estado fundamental pseudoescalar (respecto de 4D) es de masa cero, luego este
estado fue identificado como el pién del modelo. Para los estados escalares (respecto de 4D)

se encontré un espectro masivo.

Respecto al pion de nuestro modelo esperamos que éste retenga mas propiedades fisicas de
la teorfa en 4D que la solucién pseudoescalar de masa cero que es obtenida de QC Do, el cual
como ha sido probado [46] se encuentra completamente desacoplado del resto de los estados.
Esto tltimo debido a que la corriente vectorial U(1) J# = ¢%yHah® + pbyH4h? en QC Dy es
conservada, luego podemos escribir J* = *70,¢(x). Debido a la relacién v, vs = €,,7"
que se satisface en 2D tenemos que podemos escribir la corriente U(1) axial de la siguiente
manera JE = 0, ¢(x), luego si la corriente axial es también conservada tenemos que se cumple
0"0,,¢ = 0. Este resultado, desde el punto de vista de la versién bosonizada de (QC Do, implica
la existencia de un campo escalar de masa cero y desacoplado de la teoria. Este estado es
identificado con la solucién pseudoescalar de masa cero ¢g(x) = 1 obtenida por 't Hooft para

QCD, [30].

En nuestro modelo la situacién es diferente debido a que la simetria U(1) axial esta
explicitamente rota debido a los términos de interaccién entre los espinores y los campos
escalares, como fue senalado en el Capitulo 1. Pero nuestro modelo posee otra simetria interna
0(2), que como fue explicado en el Capitulo 1, corresponde a la proyeccién de la simetria
de Lorentz en 4D SO(1,3) a la simetria SO(1,1) x O(2) en 2D. Las corrientes vectoriales y

axiales de la simetria O(2) son conservadas en nuestro modelo. La simetria axial O(2) en 2D
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corresponde precisamente a la proyeccién de la simetria axial U(1) de QCDy (en el limite
quiral) a nuestro modelo en 2D. Nuestro mesén pseudoescalar con masa cero esta relacionado
con las corrientes O(2) luego podemos esperar un comportamiento diferente para él respecto
del pién de 't Hooft, en particular se espera que nuestro pion esté acoplado al resto de los
estados debido a que no existe una restriccion para que esto ocurra. Con la ayuda de los

vértices propios determinados en esta tesis se estd trabajando sobre este punto.
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Apéndice A
Reglas de Feynman

A.1. Reglas de Feynman en Notacion Doble Linea

Propagador de los campos de gauge
q

a ¢ . P a gc 1 a sc
A Ay = i {501 % — 30 54 : (A1)
La prescripcién del valor principal para el propagador del Ay aparece debido a que

estamos utilizando el cutoff regular para el campo de gauge [32, 52].

Propagador de los campos escalares

a ¢ 261 a sc 1 a sc

El indice ¢ = 1, 2 identifica a los dos tipos de campos escalares del modelo.

Propagador de los fermiones

_i(y-pr 4P +m)
[p* —m + ie]

(g ¥jp) = 58 85 . (A.3)

El indice i = 1,2 identifica a las dos variedades de espinores que el modelo en 2D posee.
Se ha omitido escribir explicitamente los indices espinoriales inherentes de las matrices ~.
Vértice (QZ A, z/J):
&i a
1

59 55 — — 48 55} 5 (A.4)

g
N, [
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APENDICE A. REGLAS DE FEYNMAN

Este vértice es el usual de QC D5 en el gauge cono de luz y fue el que utilizé 't Hooft en
[30]. Debido a que en QC D4 éste es el tinico vértice resulta que la estructura de Lorenz es
trivial ya que todos los diagramas son proporcionales a v_ de este modo es posible olvidarse
de la estructura espinorial en QCDsy. Esto no ocurre en nuestro modelo donde la estructura
espinorial es relevante.

Vértice (15 b1 w):

P2,

1
T —— (RWﬁ—Nﬁﬂ. (A.5)

Eh

Wl
2
Podemos notar que este vértice produce el intercambio entre las dos variedades de es-
pinores en 2D.
Vértice (1/; o) 1/)):
Vi,

b o g a sc 1 a cc
¥,

Este vértice es similar al anterior, pero no mezcla a las dos variedades de espinores.
Vértice (A, ¢; ¢;):

®i%, r

¢ 1
Ay =i 9 (g—r)_ [6?(55624—0(]\/_)]61»]», (A7)
¢j 6f q
A diferencia de QC D5 el campo de gauge no sélo interactua con los espinores sino también

con los campos escalares, como se ve de este vértice.
P 2
Vértice (¢1 ¢2)°:

¢2 ef ¢2gh

2

s}

=1

1
&xgg-g&g&+o@vﬂ. (A.8)

=

(&
1%, 14
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A.2. REGLAS DE FEYNMAN EN NOTACION ADJUNTA NORMAL

A diferencia del campo de gauge los campos escalares pueden auto-interactuar.

Los términos 1/N,. de los ultimos dos vértices han sido omitidos debido a que no seran
necesarios en nuestros calculos debido a que trabajaremos siempre al mayor orden posible
en la expansién 1/N.. De igual modo los términos 1/N. de los propagadores y vértices
restantes también no seran relevantes en nuestros cédlculos y han sido incluidos sélo como

una referencia.

A.2. Reglas de Feynman en Notacion Adjunta Normal

Propagador de los campos de gauge

q

A4 AB _ iq£2 GAB (A.9)

Propagador de los campos escalares

q
5
” L |
J (2 — M2 +id] g (A.10)
Vértice (zE A, w):

bi

Af :zviﬁaij N TA (A.11)
¥

Vértice (12 01 w):

Vs
o1 - \/SJ,\TC o3 TA. (A.12)
v
Vértice (1; 102 1/)):
7
¢y = \/‘]’Tcag TA, (A.13)
b

61



APENDICE A. REGLAS DE FEYNMAN

Vértice (AM ¢i ¢j):

¢ r
A g CABC
AJF = WT((]_T)— 6ija (A14)
6§
Vértice ((bl ¢2)2:
o o5
92 oY
= —iy CABC oA BC (A.15)
o1 o1
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Apéndice B

Notas del Capitulo 3

En este apéndice trabajaremos en méas detalle las ecuaciones de Bethe-Salpeter que
satisfacen las amplitudes de scattering T. Se verda que efectivamente estas ecuaciones es-
tan acopladas. Demostraremos que definiendo nuevas amplitudes de scattering es posible

desacoplar estas ecuaciones.

B.1. Ecuacion de Bethe-Salpeter Amplitudes T} y T}

Comenzaremos estudiando las amplitudes de scattering 17 y T}. Estas amplitudes satis-

facen las siguientes relaciones (ver Figura (3.14) respecto de la notacién):

q q
H,T g fgﬁ+j;1+f§"irf+f$'LTI+}'é'irf
171 1911 %11 T G e T SR !
L @ L@ L@
—» —
p—q¢ p—¢
q q
. ke . e o
2 i 2 1 2% ST oot It
T = i1+ Ty|lo 4+ 2 2Ty +- 1 |1
2 1 201 28 2 2 g2 2
— —
p—qa p—¢

Que representan a las siguientes ecuaciones inhomogéneas de Bethe-Salpeter:
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aBy6 2 P 2 Ua5 Oﬂ’Y
T, /. - _ i - By gi 3 B.1
I(Q7qap) ZN (q q)2 ry 77 + ZNC [(q—q) M2+’L€:| ( )
Pk, . whwo, A P
d2k S 7 (o) S ]
_ vy [l Ty (R, q'sp) Sy Ay
+ /(27_(_)2 ( 3 ) [( B k) o M2 +'L€} ( 03 )
p ey VA
. / A2k ( Uae) [S (I;C*P) T (k>q/7p) S(k) ] ( o_)\'y)
GrE Y7 g kE a7
aB,ys 2 ad By
Ti(q.dip) = +i% o (B:2)

N, [(q—q’)2 —M2+ie}

2k HEw :
+ Z/W (ig~v>) [S(k -p) Ty (k,q';p) S(k) ] <297i7>

uB,vé
a2k S p) Ty (k, S
‘/(zﬂ)z (QU?E) [ EIZ —)k:) (_ Lfllg)] ( U?:W)

€L l“ﬁ’ual VA
+ / ko ( ae) [S(k_P) Tl (k7(1 ,p) S(k) ] ( o_)\"}/)
(2m)2 97 [(q— k)% — M? + ie] 3
Podemos notar que las ecuaciones de Bethe-Salpeter para estas amplitudes estan

acopladas. Podemos desacoplar las ecuaciones definiendo las siguientes amplitudes:

1 1
Azi(Tl +1y), Qii(TlfTO- (B.3)

Luego tenemos que las nuevas amplitudes satisfacen las siguientes ecuaciones:

e 92 P 92 0’045 g[j’)’
K . L P By Y 3 3 B.4
(¢.4;p) "IN, (4—¢)2 2T+ "N, [(g—q)? — M? + ic] .
Pk, Eoip) SO ] (igy™) —
+ i [ g (a7 [Ston Alhasn) SO ] (97)
&k (5% &lng'ip) S
. —p yd 5D A
2 v Qe B M
+ 2 f oy (078 (T R
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B.2. ECUACION DE BETHE-SALPETER AMPLITUDES 75 Y Ty

afB,yd 2 P
.9
Q(q,q5p) = —i

as B
AR e

B N 7 N e P
+ Z/W (ig7>) [St—p) Qk,qsp) Sk) | (igy>7) e

Que como hemos mencionado en el capitulo 3 representan a los siguientes diagramas:

B.2. Ecuacion de Bethe-Salpeter Amplitudes 75 y 1%

Las amplitudes T5 y Ty satisfacen las siguientes relaciones:

q q
1 Tgt T . T T
o Tola T o8 oty P25, oB5ly T 192 oI5|y Ty 101 [Ts)
;> ; e el e - - e YO - e NO | -
P—q p—q
q !
> > > — O — O >
i 21 2 2 2
sl Ty ¢12+1§ ?Tgé+11¢2?Tgé+1 1¢1;T5
;> - - - e RO ] - —a e -
p—q¢ p—¢

Que representan a las siguientes ecuaciones integrales:
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aByé
15 (q,4'5p)

afB,ys
Ts (q,4';p)

ad By
03 03

7M2+Z.6]

92 P ad By i

= iy 12—
Ne (q—¢)% Ne [(¢—¢')?
pﬂ,ué P

" z/(;’il; (ig72<) [Slk-p T5 (k,q'sp) S0 ] (ig7™")

- 1 G o)

d*k

+ i s (o)

BV5
[SGe-p) T5 (k,q';p) S(k)]

[(q — k)2 — M2 + ie]

(9o37)

€ up,ve 172N
[S (l;vfp) T (k,q';p) S(k) | ( 0/\7)
[(q = k) = M? + ie] C

2 ad By
9 ik M T (B.7)
Nc [(q —q ) - M + ZE}

+ z/(;i];
- i/(;l:;z(ga?e)

d*k
« G 078

- -

uB,vé P
(ig72) [Sh—p) Ts(k,q';p) S(k)] (ig72")

uﬁwé v
[S(k » Ts(k,q';p) 5(1/6\)] (902)
[(g— k)2 — M2 + ] ’

€ uB,vé v
[SGe-p) T5 (k,q';p) Sk ]
[(q — k)2 — M2 + ie]

(9o37) .

Para desacoplar estas ecuaciones definimos las siguientes amplitudes:

Lo —my.

1
= — (T: T A=
S) 2(5+ 8), 5

Estas amplitudes satisfacen las siguientes ecuaciones integrales:

aByé
A(q,q'5p)

66

ad By
03 03

M2+ie]

. 92 p ,Yaé ,yﬁ’v _ Zi
2 - Ne [(¢—¢q')% -

—ZQN 7((1 — ) (B.9)

PR, Gl 97)
* Z/W (i972) [$-n Alk.'ip) S ] (i) (g—h)2

2
o s

,V§
(S () A(k q;p) S(k)}

[(q—k) —M2+Z]

(9937)




B.2. ECUACION DE BETHE-SALPETER AMPLITUDES 75 Y Ty

af,é 2 P
g
O(q,q¢ip) = —i

as B
A TETIE i

nB,vdé

. ko . € 2N i
+ Z/W (ig7>) [S(Hk'—p) O (k,q'sp) Sk ] (igy)

Estas ecuaciones corresponden a los siguientes diagramas:
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Apéndice C
Notas Capitulo 5

En el capitulo 5 se desarrollf la ecuacién homogénea de Bethe-Salpeter que satisface A(g;p).
En este apéndice trabajaremos con las restantes ecuaciones homogéneas que satisfacen los

vértices propios O(g;p), Qagip) v Alg;p).

C.1. Vértice Propio O(q,p)

Consideramos la ecuaciéon homogénea que satisface ©:

Que representa a la ecuacion para el vértice propio quark-antiquark -Mesén en un estado

|[V). La forma explicita de esta ecuacion es la siguiente:

oy d*k e v VA A P
O (q; = —— (igv¥°) | S (k—p) O (k;p) Sk gy ) ———— C.1
(¢;p) /(%)2 (igv™) [Sk-p) © (k;p) S(k) | (igr2Y) EDE (C.1)
Podemos notar que esta ecuacion es similar a la ecuacién que satisface el vértice propio
en QQCD,, luego y siguiendo el mismo procedimiento que en QC'Dy podemos obtener la

ecuacién de autovalores que determina al espectro de masas de los estados ligados |V):

m m B g* [t P
p2 - MM ]e)(m)/ody(x_wa(y), (©2)

™
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donde la tinica dependencia en M? se encuentra en la solucién para el propagador vestido de
los quarks que en esta ecuacién se refleja en el valor de m?. El vértice propio queda entonces

determinado en funcién de 6(z) de la siguiente manera:

onrp) =i Y ./ddyf’f9<y>wa” (C3)
n( 22 Jo Wiy W=

C.2. Vértice Propio Q(q,p)

La ecuacién homogénea que satisface (g, p) es similar a la ecuacién para ©(g,p):

q
p
—»
pP—q
,y A2k C ae € oV VA i P
Q (¢;p) :/W (2977 ) [S(l;vfp) Q (k;p) S ] (297&) W (C4)

Luego la ecuacién de autovalores que determina las masas de los mesones |A) es

[_?—Jiﬂ :-f/ (). (€5)

El vértice propio queda determinado en funcién de w(x) como sigue:

o 1
Qn’(wx;p) = *iig / dy % wn(y) 7" (C.6)
2p—7* Jy (x —y)

C.3. Vértice propio A(q,p)

Consideramos al vértice propio A(p, ¢), que satisface la siguiente ecuacién homogénea de
Bethe-Salpeter:

La forma explicita de la ecuacién es la siguiente:

70



C.3. VERTICE PROPIO A(Q, P)

v

o,y ko . € VA .
Al(gp) = /(27)2 (ig7°) [STe-p) A (ksp) ST | (ig72)

(q—Fk)?2

€ M,V 1N
Bk, oo [STen Alkp) SB]
w2 [ (o (oo S Ty (o).

(C.7)

Podemos notar que esta ecuacion es similar a la ecuacién que satisface A(g;p) siendo la
unica diferencia el signo del término que contiene al propagador del campo escalar. De similar
manera que A(g; p) la expresion A(g, p) corresponde al vértice propio quark-antiquark-mesén
en el estado |.9).

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso del vértice propio A(g;p) podemos

encontrar la siguiente ecuacién de autovalores que determina las masas de los mesones |S):

- B _ﬁ L P
e COREE e ) (©8)

%! oy) 53 booy)
A5 W AT,

E% ! 7 2 ! (l;(y)
A —l’)l’]kﬁ/o dy oly) + A% / WA= yyyra

Notamos que ésta es una ecuacién similar a (5.19) salvo por el cambio de signo en el

término perturbativo (i.e. A — —A), sin embargo a diferencia de ésta la ecuacién (C.8)
no admite una solucién no-perturbativas al estilo de (6.15). Solucionamos esta ecuacién en
forma perturbativa, obteniendo un espectro masivo para estos estados que es mostrado en el
Capitulo 6.

Una vez determinado gZ;(x) tenemos que el vértice propio es:

Y ) . . g2 ! P 7 ! én(y) ay
Ap(z;p) = _Z2p_ ) [/0 dym ¢n(y)+A/0 dy(l—y)y} V=
sl [ dy&@)] v =il [y ‘Z’(j)] (47" (©9)

+ A

! é(y) ary
23 [/0 Y —y)l e
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Apéndice D

Notas del Capitulo 7

En este apéndice se desarrollard en extenso la solucion a la ecuaciéon inhomogénea que
satisface la componente de la amplitud de scattering A;(q,¢’;p) y cuyos resultados fueron
utilizados en el Capitulo 7, para determinar tanto al vértice propio A(g; p) como a la amplitud

de scattering A(q,q’; p).

D.1. Solucién Ecuacién Inhomogénea para A;(q,¢'; p)

Comenzaremos con la ecuaciéon inhomogénea de Bethe-Salpeter que satisface la amplitud

de scattering A(q, ¢'; p):

af,ys 2 P
. g ay _B6
Mg, qsp) = — it ——5 722
( ) 2Nc (q_q/)Q_ 7
« o [ 5 o 4
_ 8 1)) 4+ (7)™ (o) — 298792 — 29278
4N, [(q—q")% — M? + ie]
d2k en npB,vé A N P
| —— (ig~y*) | S (k—p) A(k,q";p) S gy ) ———— D.1
+ l/(%)g (ig7*) [Sh—p) Ak,q;p) Stk) | (ig72") EDE (D.1)

5 " “67”5, VA
_ Qi/ﬁ( 05¢) [S(k=p) A(k,q'sp) S(k) ] (9o)
(2m)2 V73 [(q — k)2 — M2 +ie] s

Donde ya hemos utilizado las relaciones (E.17) y (E.20) para separar las matrices .
Siguiendo el procedimiento del Capitulo 7 expandimos la amplitud A(q, ¢’; p) de la siguiente

manera:
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aﬂ,’yé/ ay, ’ BS avy / 35
A(g.dsp) = ATNq,qsp) v2° +A5(q, 4" p) 7Y (D.2)

+ A0 d5p) () + AT g ) (o)

luego al reemplazar (D.2) en (D.1) obtenemos estructuras espinoriales similares en (D.1) tanto
para los términos que dependen de A(q, ¢’; p) como para los otros dos términos haciendo més
facil trabajar con la ecuacién. De esta manera la ecuacién (D.1) aunque menos compacta
resulta de utilidad en el momento de ser resuelta por medio de utilizar la solucién de la
ecuacién homogénea.

En principio para obtener la matriz de scattering A(q,¢’;p) debemos determinar todas
las componentes de ella definidas en (D.2), sin embargo notaremos que basta con conocer
A7" para fijar las restantes componentes.

La ecuacién inhomogénea que satisface A]7 es:

2 2 ay
A, q5p) = — izivc ﬁﬁ” + i2i\fc = q,)gt T (D.3)
+ / (3:;2 (ig72) [STi-n) Ak, q:p) ST ] (i97™) ﬁ
. dk wer [STh=p) Ak, ' p) St 1
Z/W (903 ) [(qfk)2fM2+ie} (03 ) (D.4)
Siguiendo el procedimiento estandar definimos:
RMa.q'ip) = [Sn A¥a,q'3p) SB ] (D.5)

Luego podemos escribir la componente de la amplitud de scattering Ay(q, ¢’; p) en funcién

de la nueva variable A;(q,q’;p) de la siguiente manera:

2 P 2

A /. - [
a,45p) ¢ ON. (¢—¢')2 2N, [(q —q)%— M2+ z’e]

&2 o P
+ /W (igv-) Ai(k.qip) (igy-) TEDE

_ Qi/ d*k (gos) Mi(k,q';p) (903)
@2m)2  [(q— k)2 — M2 +ie]

Multiplicamos la ecuacién (D.6) por la izquierda por S(g — p) y por la derecha por S(q)

de modo de obtener la siguiente ecuacién inhomogénea que satisface la matriz Ay(q, ¢; p):
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e Sla =) S() + i [(f(qq/—)f)v&g(i)ﬂ

Madip) = - gy (a—d)2
2
e (ig%)/(gﬂl; [(q_Pk)z— Av(k,q'sp)| (igr-) S(a) (D.7)
a2k Al(k,q/;P) (ga’g) S(Q) .

— 2i8(q — o
(g —p) (g 3)/(27T)2 [(q — k)2 — M2+ ie]
Para resolver esta ecuacién descomponemos a la matriz Ay(q, ¢'; p) de la siguiente manera:

Mg, qsp) = A ve + AT v— + AT Ty v— + AT Ty g (D.8)

Luego la ecuacién (D.7) escrita en componentes (D.8) corresponde al siguiente conjunto

de ecuaciones integrales acopladas:

oy = 9 P—a)-a P
M@ d5p) == D= Dl -2 (D-9)

s %6 1 Aig*(p—q)-q- [ d’k P,
Dip — q] Dlq] /(27r)2 [(kq)Q_ M (kvq»p)}

“'3N, Dlp— ] Dl [(a—¢)2 - M2 + id]

2(p— q)—q-Ay +2¢_So AT —2%0(p—q)_A; T — AT

2ig® d’k
+D[P_Q]D[‘I}/(27T)2 l [(k—q)? — M? + ie]

_ 2 »2 P
AT (g, qsp) = +i2 o + D.10
1 (@45p) "2N. Dlp—q| Dlg] (4— )2 (D-10)

g p—d[-d w [ K

s
Ne Dlp—q]Dlg] [(¢—¢')? — M? +ie]  D[p—q] Dlq|

[Q[p — qllgA T 42| Do ATt — 25 [p— g]AT T — X2AT

2ig> Ak
" D[P—q]D[q}/(%)2 [(k —q)? — M2 + ie]

A (adop) — 9 Dop—a)- P
M5 = =N Dl —q Dl (-0 (B-1)
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g’ %o [—d] 2ig* S0 (p—q)- / d’k [ P

S
2N. Dp—q] Dlq] [(¢ — ¢')? — M? + i€ DIp — q] D|[q] (2m)2 [ (k—q)% A (kg ,p)}

N 2ig* / Pk | —2(p—q)-[q AT T = [g) So AT + o (p — q) AT + S5 AT~
Dlp—q] D[q]/ (2m)? [(k —q)2 — M2 +ie]
A—+ o) = 4 92 Yo q- P
M) = N D —a Dl -0 (B-12)
; g° o [p— ¢ 2ig° Yo q_ A2k P — .
"'oN, Dlp— Dl [(4— ) = M*+ie] ' Dlp— 4] Dlg] /(277)2 [(k — gz Mk ’pﬂ

L 2’ / k| —2lp—qlg-A" —q-So Ay + B0 [p— glAF + ¥FAT
( .

Dl[p—q] Dlq] ] (27)? [(k —q)% — M2 +ie]

Estas ecuaciones son las versiones inhomogéneas de las ecuaciones que satisfacen las
componentes de A(g; p) estudiadas en el Capitulo 5.

Debido a que en la amplitud de scattering A1(q, ¢'; p) la dependencia en las componentes
AL (q,45p), A (q,¢;p) vy Ay T(q,¢';p) es ya de orden 1/M? es que consideraremos solu-
ciones sélo a orden cero en la expansién 1/M? para estas componentes. Respecto a la com-
ponente A (q,q¢'; p) consideraremos soluciones hasta primer orden en la expansién 1/M?2.

Luego siguiendo un procedimiento similar al utilizado en el Capitulo 5 para determinar

AT obtenemos la siguiente ecuacién que determina a A (q,¢';p)

A 2 —4)-4q- 1 P
A (q,4'sp) = 2ig W [ o (D.13)
_ E% 1 1 B A2k P - .
AN: (p—q)-q- [(¢— ¢')* — M? +ie] 2/(%)2 =g AT (k,dsp) +
_22/ A’k 1 ]\T(kﬂ]/;p) B Z% / A2k Af(k,q';p)
0) @r)2(p—k)—k- [(k—q)?—M2+ie] (p—q)-q-J) @2m)% [(k—q)2 — M2 + i

»2 / Pk 1 A (kd5p) E%/ k1 AT (k. ¢'sp)
(p—a)- ) @m)2k- [(k—q)?—M?>+ie] q- ) 2m)2(p—Fk)- [(k—q)? — M? + i
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Definimos:

of = /dq+ Af(g,dsp)- (D.14)

Luego en la regién donde se cumple que (¢ — ¢')?> < M? y (k — ¢)> < M? podemos
integrar respecto de ¢4 a ambos lados de la ecuacién (D.13) obteniendo la siguiente ecuacién

; +.
que satisface ®7:

2 2

my 4 , g°m P
_ cp) — s
(1-—2)x 1 (@a%5p) p_ N. (x —a')?

p* @f (z,2';p)

|
+

(D.15)

2 2 1
g°m 1 g P N
A - —
B A G el /0 W (x—y)2 ! @)

=0 Jo T (L =y)tth (L—x)'=F Jo 7 y'=F

Z% ! + 2 ! @f(y)
[<1—x>x}1—ﬁ/0 By y) + AN / YT =gy

Donde hemos introducido el coeficiente (8 definido en el Capitulo 5 y las siguientes va-

+ A

riables adimensionales:

q- =xp—, k- =yp_, (D.16)
¢ =2'p_. (D.17)

Podemos notar que la ecuacién (D.15) es la versién inhomogénea de la ecuacién (5.19),

luego podemos resolverla en funcién de las soluciones de la ecuacién homogénea obteniendo:

2 1 1
of (z,2"sp) = — Z(pf_%mp_/odyén(x)ﬂéi(y)x (D.18)
A

) Ly —Pxf>2 T —y)y]l—ﬂ] '

Donde se ha utilizado la relacion:

Y dal@) ¢r(y) =@ —y), (D.19)

y se han definido lo que seran las masas de los estados ligados en funcién de los autovalores
de (5.19):

5 g
fin = == piiy . (D-20)
™
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Las restantes componentes de A; son trabajadas a cero orden en la expansién 1/M?, luego
estas quedan completamente determinadas en funcién de la solucién para A} . Por ejemplo

la componente A] satisface:

(g = - = | _ g (p-ag-a- P
— 4ig? (P—q)-q- A2k P o
dig D[p—q]D[q]_/(zﬂ-V gz M kD)

Definimos la siguiente expresion que sera de utilidad en el momento de determinar la

amplitud de scattering A(q, ¢’;p)

o) = /ch+ Ay (a,d5p)- (D.22)
En virtud de (D.21) tenemos que:

b2

7¢>+(0) " p). D.23
2(17%)%]92_ 1 (Jc,x,p) ( )

O (z,2;p) = —

Donde hemos definido:

2 1 ! P
o+ z, 2’ p) = — R / dy () o5 (y) ——— - D.24
1 ) Z,,;(p2_ﬂ%)Ncp— ; (x) ()(y_m,)2 (D.24)
Procediendo de manera similar obtenemos para las restantes componentes de A;:
S o ig> (p—q)-q- P
A (adp) = + | -+ + D.25
i ladi) 2| ~ N. D~ Dldl (h—a)? 2]
5 (P—a)-q- / kP
- dig® Af(k.q'sp)| -
D~ q Dlal | o kg7 TP
Luego tenemos que:
Pt T — 20 (IJ+(O) /. D.26
1 (%xap)—m 1 (z2'p), (D.26)
donde se ha definido:
o = /dq+ A (a,45p) - (D.27)

78



D.1. SOLUCION ECUACION INHOMOGENEA PARA A,(Q,Q’; P)

La componente A] T satisface:

. ) ig> (p—q)-q- P
A + : /; _ . 0 —+ D28
i) 2(p—q) [ Ne Dlp—q] Dlg] (k- q)2 (029

—¢)_q. [ &k P

g2 P Q)Q/ A (k"
S Dp—qD ) ErR gz MR
Luego tenemos que:

Otz ap) = —— 20 ot Oy D.29
1 (SC,ZE,p) 2(1_37)1?7 1 (f,ﬁﬁ,p). ( . )

Ahora debemos reemplazar estas soluciones en la ecuacién (D.6) y determinar Ay (g, ¢'; p).
Para dar una idea de cual es el procedimiento consideraremos el calculo explicito de la
componente de Ay(q,¢’;p) que es proporcional a v_. Esta componente queda determinada

por la siguiente ecuacién, en la regién (k — q)? < M?:

g2 P ig? 1 !
i —— — Y
2N. (¢—¢')?  2n%2p_ )y “(x—y)?

A(q,q'5p) = — o (y,2";p)  (D.30)

z';p),

donde hemos usado las variables adimensionales definidas en (D.16) y (D.17). Notemos que
si bien las funciones ®] (z,2';p) y ® (y,2;p) slo estdn definidas cuando se satisface que
x € [0,1] la amplitud Aj(z,2’;p) no estd sometida a este requerimiento por lo que en (D.30)
x y «’ pueden no pertenecer a [0, 1]. Si reemplazamos las soluciones de las ecuaciones inho-

mogéneas en (D.30) obtenemos:

9 P
2N, (¢ —q')2

A(q.q5p) = — (D.31)

4

A AP i [P A "y
+27TNcp2, /Ody(y/_$/)2¢n(y)z (p27’a%) /Ody |:(y/_x/)2 [(1_ Ny }1 8 o, )

n

4 1 1
g 1 / Z,l 2 : / / P .
2r Nep p- Jo T —y)y=? (P* =) Jo Yy —a)? )

Luego podemos escribir a Aj(q,¢’;p) de la siguiente manera:

2
A, dip) = =i ———+ > A, As (z') + O(A2). D.32
1(a,45p) N, (4= ) Z 7 —un) (2') + O(A%) (D.32)
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Donde hemos definido:

A;(x):V%cPL[/()ldy( P 2¢n /dy 1_ } : (D.33)

que como veremos es una de las componentes del vértice propio.

Si repetimos este procedimiento para las restantes componentes de A1(q, ¢'; p) obtenemos

para la componente proporcional a v

2 1 1

oy, 9 —(
AT(%Q >p) o 2N, [(q — q’)2 — M2 -l—’L'E} + ; AI(I) m/\n (IE) . (D34)

Donde hemos definido:

2 !
AT(z) = A/ B W (y) D.
o (z) = NCP /Ody¢ (v) (D.35)

que es la componente proporcional a v del vértice propio. Para la componente proporcional

a v+ v— de Ay(q, ¢'; p) obtenemos:

i o
A (a,dsp) +ZA+ o )An(x). (D.36)

Donde se ha definido:

o g L nly)
N(@) = —Age - / ay 5 (D.37)

que corresponde a la componente v4 v_ del vértice propio. La componente proporcional a

~v— v+ de Ay(q,q';p) queda determinada por la siguiente expresion:

A (q.4sp) +ZA + A () (D.38)

Donde hemos definido:

_ /O dy(lf";)yl)ﬂ. (D.39)
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De este modo y siguiendo el procedimiento descrito en el Capitulo 7 podemos leer las

distintas componentes del vértice propio que sera:

a,y . B g2 1 1 P
Ap(xsp) = \/mp[/o dy( ME bn(y /d ] o (D.40)

+ A ]2\771197 [/0 dy<bn(y)]wﬁi7 - A 2ch p- [/0 dy (b”;y)] (v
g ! ¢(y) ay
+ A v P [/0 dy (1_y)] (v=7r+)""
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Apéndice E
Notacion y convenciones

E.1. Relaciones Utiles

(T4, TP =iCcaP 17, (E.1)

donde A=1,--- N2 —1.

Normalizacién:

tr(TATP) = 648 | (E.2)

Las matrices de Pauli son:

(0 (0 i) s_(1 0
0_<1 0)’ (z 0) <0—1>' (E:3)

La funcién hipergeométrica de Gauss:

oo

o T I(a+n)(b+n) 2"
Fla,bi¢12) = 575 ; Tern (E.4)
Fla,bie;z) = + MF(a,b;cﬂ—b—c—&—l;l—z) (E.5)

I(c—a)l'(c—10)

Te)T(a+b—c)

+ (1—z)ee? Flc—a,c—bjc—a—-b+1;1-2)

L(a)I'(b)
La funcién T'(z2) satisface:
1 w2 2
NZ)~ - — —+-2)7 7%). E.
(2)~ 5 5+ (5 + )z 4 0(22) (E.6)
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E.2. Notacién y Convenciones en 4D

Un vector en el espacio-tiempo 4D tiene componentes (z°, 2!, 22, 23) donde la métrica
del espacio tiempo es g, = {+,—, —, —}.

Representacion para las matrices v de Dirac:

[ o 0 B 109 0 _ 0 ioj
Yo 0 o y M1 0 oy )y V2 ios 0 s
10 0 0 —io
V3 = ’ 3 , V5 = . ’ 5 (E7)
0 —1103 103 0

donde o', 02 y o3 son las matrices de Pauli.

Las matrices ~y satisfacen:

vy =2g". (E.8)

E.3. Notacion y Convenciones en 2D

Un vector en el espacio-tiempo 2D tiene componentes (z°,z') donde la métrica del

espacio-tiempo es g, = {+,—}.
Representacion de la matrices v en 2D:
E.4. Coordenadas Cono de Luz
(2 +2). (E.10)

w(10) (B

En virtud de este tensor métrico las coordenadas cono de luz satisfacen que ¥ = z_ y

El tensor métrico:

x~ = z4. El producto punto entre dos vectores en estas coordenadas es:

ry,=aty taTy =a oy, taiy . (E.12)
La norma al cuadrado de un vector arbitrario V en coordenadas cono de luz es:
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VRV, =2V, V. =2Vt V. (E.13)

Matrices v en coordenadas cono de luz:

= % (" +"). (E.14)

Las matrices v en coordenadas cono de luz satisfacen:
{ytrv =2 (E.15)

(") =(") =o0. (E.16)

Las siguientes relaciones que satisfacen las matrices v nos serdn de utilidad en el

tratamiento de las ecuaciones de Bethe-Salpeter:

R Gt PV (E.17)
(47-)2° ()" = (=) (=)
(7)) = (=) (=) (E.18)
(472) (=) = 295747,
(Y=74)° (r47-)P7 = 27270
0§03 = % (7)™ = (e )] [ 7)™ = (=)™ (E.19)

Usando las identidades (E.18) podemos escribir a (E.19) de la siguiente manera:

1 o o
o5t al" = 1) ()" + ()™ (o) (E.20)
— 27 I Pl fyfé} )
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