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Resumen

En esta tesis se estudiaron propiedades de los mesones a partir de sus grados de liber-

tad fundamentales (quarks y gluones) cuyas propiedades están determinadas por la Cromo-

dinámica Cuántica (QCD). Con este propósito se generó un modelo efectivo de QCD en dos

dimensiones, esto al considerar QCD en 4D y luego compactificar dos dimensiones espaciales

en dos ćırculos de radios R pequeños y proyectar en el subespacio de los modos cero de K-K

(Kaluza-Klein). El modelo que se obtiene es más simple que QCD4 pero retiene propiedades

importantes de él en orden de describir estados ligados de quarks.

Se demostró que este sistema induce una masa dinámica para los campos gluónicos

transversales, campos escalares en la representación adjunta del grupo de color y se probó

que esta masa diverge cuando el radio de compactificación R se hace pequeño.

Se encontró el propagador completo de los quarks, en ĺımite quiral, demostrándose que

el polo de estos es real. En este modelo los quarks no poseen propiedades taquiónicas, a

diferencia de lo que ocurre en QCD2.

Se estudiaron estados ligados de quark-antiquark v́ıa resolver la ecuación de Bethe-

Salpeter. Con este objetivo se analizaron las amplitudes de scattering para los diferentes

canales del modelo determinándose que el modelo posee cuatro clases de estados ligados.

Para cada clase de estado ligado se determinó su espectro de masas y su vértice propio

quark-antiquark-mesón.

Usando una adecuada representación de las matrices γ en 4D se pudo determinar la

relación entre los espinores en 2D y 4D. Esta relación nos permitió entender nuestros estados

ligados en 2D en función de su manera de transformar respecto a Lorentz en dimensión 4D.

De esta manera se analizaron los mesones escalares y pseudoescalares 4D que nuestro modelo

predice determinándose el espectro de masa en ambos casos. En particular se determinó que

en el ĺımite quiral el estado fundamental pseudoescalar es sin masa en concordancia con el

rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral de QCD4. Por otro lado el espectro de masas

de los estados escalares es masivo en concordancia con la evidencia experimental.
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5.2. El Vértice Propio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6. Ecuación de Autovalores Para φ(x) 33

6.1. Funciones pares y Funciones Impares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6.2. Condiciones de Borde y Espectro Positivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

6.3. El Espectro de Autovalores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introducción

Si observamos a la naturaleza veremos que en ella habitan un sinnúmero de objetos de

diferentes formas, tamaños y propiedades y que estos a su vez interactúan entre si de muy

diversas maneras. Ha sido una constante de la humanidad tratar de determinar relaciones

entre los diversos fenómenos que la naturaleza nos presenta, tratando gradualmente de or-

ganizar las cosas, enlazando fenómenos que en principio lucen diferentes con la esperanza de

poder de este modo entenderlos mejor.

Siguiendo este modo de pensar surge en forma natural la pregunta de si acaso es posible

que los multiples objetos que a diario vemos no sean el resultado de la union de un número

reducido de objetos más fundamentales, especies de ladrillos básicos, que aunque siendo

pocos al combinarlos en diferentes cantidades y de diferentes maneras generan la totalidad

de objetos que vemos en la naturaleza. Surge de esta forma el concepto de lo que es una

part́ıcula elemental. Esto es, un objeto sin estructura interna, ladrillo fundamental de la

naturaleza.

De igual manera nos podemos preguntar si las diversas fuerzas que a diario vemos en

nuestra experiencia común, como lo son por ejemplo la fuerza de gravedad, la resistencia que

pone el viento al movimiento de un objeto, las fuerzas electroestáticas, la fuerza entre imanes,

los diferentes tipos de fuerzas de roce, las fuerzas de contacto, no son acaso el resultado de la

combinación de fuerzas más fundamentales y por lo mismo más simples. La respuesta a esta

pregunta es śı. En la naturaleza se han determinado que existen cuatro fuerzas fundamentales

de las cuales las restantes pueden, en principio, ser derivadas. Estas fuerzas son: La fuerza

de gravedad, la fuerza electromagnética, la fuerza nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte. De

estas fuerzas nosotros sólo tenemos experiencia más o menos directa de las primeras dos, las

restantes son fuerzas que actúan en el interior de los núcleos atómicos.

Respecto a la primera pregunta la respuesta en este momento también es afirmativa,

aunque habŕıa que agregar que se tardó en determinar cuales son estos ladrillos fundamen-

tales, y de algún modo hasta hoy se puede argumentar que tal vez si miramos a mayor

enerǵıa, lo que implica observar con mayor resolución, tal vez lo que hoy consideramos una

part́ıcula fundamental revela poseer una subestructura.

El primer miembro de estos ladrillos fundamentales en ser descubierto fue el electrón, des-
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cubierto por J.J. Thomson en 1887. Las siguientes part́ıculas subatómicas en ser descubiertas

fueron el Protón (1919) y el Neutrón (1932) dando sustento a esta idea de la existencia de

un número reducido de ladrillos fundamentales constituyentes de la materia. Sin embargo

pronto se descubrió que la naturaleza no es tan simple y comenzaron a aparecer muchas

más part́ıculas que en principio también tendŕıan derecho a ser llamadas fundamentales. De

este modo tenemos que en 1931 la primera de las denominadas antipart́ıculas, el positrón es

descubierto. Luego mientras la comunidad cient́ıfica buscaba a las part́ıculas mediadoras de

la interacción fuerte predichas por H. Yukawa, los piones, aparece (1937) otra part́ıcula con

una masa similar a la de las part́ıculas de Yukawa pero que no siente la interacción fuerte.

A esta part́ıcula se le denominó mesón µ o muón (el nombre mesón viene del hecho de que

los valores de las masas de los mesones están entre los valores de las masas del electrón y

del protón). Los piones de Yukawa, que son tres π−, π0 π+, fueron finalmente encontrados

en 1946. Luego aparecieron los Kaones que son part́ıculas bastantes parecidas a los piones

pero con masas mayores. Finalmente con la ayuda de los primeros aceleradores de part́ıculas

fueron apareciendo más y más part́ıculas hadrónicas1 hasta llegar a la década de los años

60’s donde se conoćıan alrededor de cien part́ıculas de este tipo.

De este modo tenemos que el panorama para los f́ısicos de part́ıculas a comienzos de

los años sesenta parećıa ya no ser tan prometedor. La idea original de que con número

reducido de ladrillos fundamentales estaba construido nuestro mundo parećıa derrumbarse

ante la ploriferación de estas part́ıculas hadrónicas. ¿Como pod́ıan ser elementales más de

cien part́ıculas , que además no parećıan tener una relación clara unas con otras? Se dice

que el famoso f́ısico Italiano Enrico Fermi habŕıa dicho: “si llego a adivinar esto me hubiera

dedicado a la botánica”.

Para resolver este problema primero hab́ıa que clasificar a los hadrones de una manera

astuta. Murray Gell-Mann y el f́ısico Israeĺı Yuval Ne’eman a comienzos de los años sesenta

[1], [2] y [3] se convirtieron en los Dimitri Mendeleev de la era moderna al encontrar lo

que seŕıa el análogo de la tabla periódica de los elementos qúımicos, pero para la f́ısica de

part́ıculas, en particular para la f́ısica hadrónica, en lo que seŕıa llamado el modelo del camino

óctuple (nombre dado por M. Gell-Mann al modelo inspirandose en el Budismo).

En la formulación final del camino óctuple, dada por el mismo M. Gell-Mann e indepen-

dientemente por G. Zweig en 1964, se postula que los hadrones no son part́ıculas elementales,

en cambio son part́ıculas compuestas, estados ligados de otras part́ıculas más pequeñas que

en principio śı seŕıan elementales y que M. Gell-Mann denominó quarks, nombre sacado de

la enigmática frase ”¡Tres quarks para Muster Mark!”del libro de James Joyce Feynnegan’s

Wake. Esto porque en el modelo original hab́ıan tres variedades (sabores) de quarks; el quark

up, el down y el strange.

1Los hadrones son las part́ıculas que siente la interacción fuerte.
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En la formulación del camino óctuple los hadrones se pueden ordenar en octetos y decu-

pletes de part́ıculas del mismo esṕın y paridad. De este modo tenemos que los mesones2 se

ordenan en singletes y octetos, de la siguiente manera:

3

Y

K +

−2

−1

0

1

−1 −1/2−3/2 0 1/2 1 3/2

J P=

K0

π− π π0 +

Κ Κ− 0

0
−

I

En cambio los bariones3 se ordenan en singletes, octetos y decupletes, de la siguiente

manera:

3

Y

Σ Σ

Ξ Ξ

−2

−1

0

1

−1 −1/2−3/2 0 1/2 1 3/2

J P= +

pn

Σ 0 +−

− 0

1/2

I 3

N*− N* 0

Y

N* + N*++

Σ*− Σ* 0 Σ*+

Ξ*− Ξ* 0

Ω−
−2

−1

0

1

−1 −1/2−3/2 0 1/2 1 3/2

J P=3/2
+

I

Estas formas de ordenarse pueden ser naturalmente explicadas si se considera que los ba-

riones y los mesones no son part́ıculas elementales sino que son objetos compuestos. En par-

ticular los bariones son objetos compuestos por combinaciones de tres quarks y los mesones

por combinaciones de un quark y un antiquark.

Con el formalismos del camino óctuple se logra explicar por qué los mesones y bariones se

agrupan y ordenan de esta manera tan peculiar, además se da un orden al zoo de part́ıculas

hadrónicas, unido al hecho de que ya no se tienen más de cien part́ıculas elementales, ya

que los hadrones no son elementales ahora son los quarks que son muchos menos (seis en el

modelo estándar) y además están de algún modo relacionados entre ellos formando familias.

Un hecho importante que ayudó a la consolidación del modelo de quarks fue el descubri-

miento del barión Ω−. En el tiempo en que M. Gell-Mann postuló la existencia de los quarks

y ordenó los mesones y bariones en multipletes sólo se conoćıan nueve bariones, la décima
2Los mesones son part́ıculas hadrónicas de esṕın entero. Ejemplo los piones.
3Los bariones son part́ıculas hadrónicas de esṕın semientero. Ejemplo el protón.
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part́ıcula (en la parte más baja del decuplete) de carga −1 y extrañeza −3 no se conoćıa.

M. Gellman predijo la existencia de este décimo barión y determinó su masa, también re-

conoció que la vida media de esta part́ıcula deb́ıa ser mayor respecto de sus compañeros

del decuplete esto porque Ω− se desintegra debido a interacciones débiles. De este modo

Gell-Mann les dijo a los f́ısicos experimentales que exist́ıa un nuevo barión y les mostró

donde deb́ıan buscarlo. Naturalmente el Ω− fue encontrado en 1964 [4] con exactamente las

propiedades que Gell-Mann hab́ıa predicho.

Sin embargo faltaba explicar algunas cosas, en particular cual es la dinámica de estos

quarks, es decir faltaba una teoŕıa que diera una explicación a como interactúan los quarks

entre si para formas los hadrones. Además exist́ıa el problema de que los quarks como part́ıcu-

las independientes no aparećıan en los experimentos. La solución a estos problemas vino de

promover a la invariancia global de color de la teoŕıa de quarks a una invariancia local de

gauge. Los primeros en poner de manifiesto que las teoŕıas de Yang-Mills eran ideales para

describir las interacciones entre los quarks fueron M. Gell-Mann, H. Fritzsch y Y. Nambu. Por

su parte la comunidad cient́ıfica fue aceptando en forma gradual que ésta era la solución para

el problema de las interacciones fuertes hasta que finalmente esta idea fue completamente

aceptada con el advenimiento de la libertad asintótica y el descubrimiento de la part́ıcula

J/Ψ en 1974.

La invarianza global de color fue originalmente implementada por O. Greenberg en 1964

[6] para solucionar un problema del modelo de quarks que consist́ıa en que a pesar de que

los quarks tiene esṕın 1/2 no parećıan comportarse como fermiones. En un decuplete, por

ejemplo, el Ω− contiene tres quarks idénticos con esṕın rotando en la misma dirección. Esto

deb́ıa estar prohibido por el principio de exclusion de Pauli. Sin embargo en la nueva teoŕıa,

cada uno de los quarks en el interior de una part́ıcula tal como el Ω− tienen un color diferente

y, por lo tanto, uno puede demostrar matemáticamente que ellos tienen que formar decupletes

y octetos exactamente igual que los bariones.

De este modo nace la Cromodinámica Cuántica (QCD) por sus siglas en inglés al in-

troducir el color como una invariancia local a la teoŕıa de los quarks. Como los colores son

tres entonces la teoŕıa es invariante local SU(3) donde los campos de materia son los quarks

y los campos de gauge mediadores de las interacciones entre los quarks son ocho campos

vectoriales sin masa denominados gluones.

Fuerza Entre Quarks

Como hemos mencionado QCD [7] describe en forma correcta los fenómenos más en-

ergéticos que ocurren en el interior de los hadrones en particular el fenómeno de la libertad

asintótica. ¿Pero que sucede respecto de la hipótesis del confinamiento? ¿Es posible demostrar

trabajando de primeros principios desde QCD el confinamiento del color? O dicho de otra
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manera, trabajando con QCD ¿Es posible obtener el potencial entre los quarks? y de obten-

erse ¿Es este potencial confinante? Lamentablemente el confinamiento es un fenómeno que

está fuera del rango de validez de la teoŕıa de perturbaciones de QCD. Como consecuencia

de esto no existe una expresión anaĺıtica para las fuerzas que mantiene unidos a los quarks

en el interior de los hadrones que se pueda derivar de primeros principios usando QCD.

Veamos porque un análisis perturbativo falla. Para esto estudiaremos un estado qq̄

(mesón) y determinaremos el potencial entre los quarks en un ĺımite no-relativista. Para

esto trataremos los estados ligados con la ayuda de la ecuación de Schrödinger:

H Ψ = E Ψ , H = m1 + m2 +
p2

2µ
+ V (r). (1)

En esta aproximación el mayor desaf́ıo es determinar V (r). Considerando el scattering

elástico de las part́ıculas constituyentes la parte del potencial que es asequible en forma

perturbativa se puede determinar siguiendo los siguientes pasos [5]:

i) Calcular la amplitud de scattering Tfi:

Sfi = 〈f, out|i, in〉 = δfi + i(2π)4δ(4)(Pf − Pi)Tfi , (2)

al menor orden no trivial en teoŕıa de perturbaciones.

ii) Realizar el ĺımite no-relativista.

iii) Obtener el potencial V (r) como la transformada de Fourier de Tfi

V (r) = −(2π)3
∫

d3k e−ik·r Tfi(k) . (3)

Luego en el caso de un estado qq̄ debemos calcular el scattering:

qi(p1, σ1) + q̄j(p2, σ2) → qk(q1, τ1) + q̄l(q2, τ2) , (4)

donde los ı́ndices i, j, · · · = 1, 2, 3 representan al color. Como los estados f́ısicos son singletes

de color introducimos la función de color de los mesones (1/
√

3)δij . Los diagramas que

debemos calcular son los siguientes:

p1

T

p2

q1

q2

= +

Debido a a que la amplitud T está en el singlete de color tenemos que sólo el primero de

los diagramas contribuirá. De este modo obtenemos la siguiente expresión para el potencial:

V (r) = −4
3

αs

r
. (5)
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Podemos notar que éste es un potencial tipo Coulomb, el cual no es confinante. De

este modo podemos apreciar que por cálculos perturbativos sólo podemos determinar la

parte del potencial que es relevante a pequeñas distancias; si queremos determinar la forma

del potencial para valores grandes de r se deben considerar cálculos no-perturbativos. En

particular para determinar el potencial entre los constituyentes de los mesones, se debe de

determinar, en principio, a todo orden la matriz de scattering qq̄.

Una manera de realizar esto es con la denominada ecuación de Bethe-Salpeter [8], ver

también [21]-[24]. En esta formulación la idea es determinar a todo orden la matriz de scatte-

ring T no al considerar la suma infinita de todos los diagramas de Feynman que contribuyen

a ella, sino que encontrando una ecuación para la amplitud T que represente dicha suma

infinita de diagramas. De este modo cambiamos el problema de sumar infinitos diagramas

por el problema de resolver una ecuación integral. Por ejemplo los diagramas que contribuyen

a la amplitud T en QCD son de la siguiente forma:

r − p

T

p

r − p′

p′

= + + + + · · ·

Luego si de estos diagramas sólo consideramos los diagramas tipo escalera tendremos que

la amplitud T satisface la siguiente ecuación:

q

T

p− q

q′

p− q′

= + T

Donde como es usual en este tipo de aproximación hemos reemplazado los propagadores

libres de los quarks por los propagadores vestidos, los cuales deben ser determinados en forma

independiente. Esta es la ecuación de Bethe-Salpeter que satisface la amplitud T la cual al

ser resuelta nos permite determinar las propiedades de la amplitud de scattering más allá

de la teoŕıa de perturbaciones. En particular los estados ligados pueden identificarse en este

esquema a través de la aparición de polos en T . Con la ayuda de la ecuación homogénea

de Bethe-Salpeter, la cual en esta aproximación puede asumir la forma de un problema de

autovalores, es posible determinar las masas de los estados ligados y las funciones de onda

de estos. Desde luego que se debe justificar de algún modo el hecho de haber considerado

sólo los diagramas tipo escalera, pero esto es un punto que discutiremos luego.

De este modo tenemos que si deseamos estudiar estados ligados en una formulación rela-

tivista usando teoŕıa cuántica de campos éste es el esquema que debemos utilizar. La ecuación
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de Bethe-Salpeter es una ecuación formalmente exacta para el problema de los estados li-

gados de dos cuerpos, que provee un formalismo covariante para el estudio cuantitativo de

estos estados.

Sin embargo debemos decir que en términos prácticos este tipo de esquema no siempre

es aplicable. En particular la ecuación de Bethe-Salpeter generalmente no puede ser resuelta

y por otro lado el núcleo de interacción que aparece en esta ecuación no puede ser derivado

directamente desde QCD. Sin embargo existen algunos modelos [14]-[20] donde este esquema

puede ser desarrollado y por otro lado es posible considerar algunas aproximaciones para esta

ecuación (no siempre muy bien justificadas) de modo de aplicar este esquema a QCD [10]-

[13], en particular es común considerar la aproximación de retener sólo las contribución de

los diagramas tipo escalera a T y reemplazar los propagadores libres de los quarks por los

propagadores vestidos, todo esto unido en muchos casos a la aproximación de considerar que

el núcleo de interacción es instantáneo, aproximación que es denominada solución estática.

Para una revisión de este tema en el contexto de QCD ver [25].

En este contexto es que QCD en 2D (QCD2) [30] en el Ĺımite Nc
4 grande [29] aparece

como un modelo donde la aproximación de considerar sólo los diagramas tipo escalera para

la amplitud T está completamente justificada. Esto unido al hecho de que el núcleo de la

interacción para un gauge particular denominado gauge cono de luz es instantáneo, hace que

este modelo sea un precioso laboratorio para estudiar estados ligados siguiendo el esquema

de la ecuación de Bethe-Salpeter. Este fue precisamente el trabajo de G. ’t Hooft [30] quien

en el ĺımite Nc grande estudia estados ligados qq̄ resolviendo la ecuación homogénea de

Bethe-Salpeter determinando de este modo el espectro de masa y las funciones de onda de

estos mesones en 2D. En particular de este trabajo se desprende que la teoŕıa es confinante

y que los estados ligados poseen un espectro de masa discreto, el cual sigue una trayectoria

de Regge aproximadamente lineal. Todas estas propiedades que se esperan que QCD en 4D

posea.

Durante los años QCD2 ha sido sujeto de innumerables investigaciones que cubren des-

de el estudio del confinamiento de los quarks, factores de forma hadrónicos, deep-inelastic

scattering [31, 32], hadron-hadron scattering [33], el rol de los instantones y solitones [34, 35],

estados de muchos sabores [36], condensados de quarks [37] y f́ısica de quark pesados [38].

Por otro lado la versión bosonizada de QCD2 ha sido utilizada para la descripción de los

espectros mesónicos y bariónicos [39, 40, 41] y para el estudio del rompimiento espontáneo

de la simetŕıa quiral [40, 42].

También se ha demostrado que QCD2 en el ĺımite Nc grande posee una interpretación en

términos de una teoŕıa de cuerdas [43] exhibiendo de este modo importantes propiedades que

se esperan encontrar a partir del verdadero QCD en cuatro dimensiones. Una interesante

revisión de QCD2 se puede encontrar en [44] también en [45], donde QCD2 aparece tratada

4Donde Nc es el número de colores.
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dentro del contexto de otros modelos en 2D.

Sin embargo QCD2 es demasiado simple para describir ciertos aspectos realistas de una

teoŕıa de gauge en dimensión mayor. Por ejemplo en una teoŕıa en dos dimensiones no

existen gluones f́ısicos y tanto el momentum angular como el esṕın están ausentes. Además

en QCD2 existe el problema de las propiedades taquiónicas de los quarks [30] y la ausencia

de una versión realista del rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral, situación que se

manifiesta en el desacoplamiento de los piones del resto de los estados [46]. Esto es una clara

señal de que necesitamos más información proveniente de las dimensiones extras en order de

obtener una mejor imagen de QCD mediante el uso de un modelo en dos dimensiones.

De este modo surge la pregunta natural de si es posible enriquecer a QCD2 de alguna

manera de modo de otorgarle más propiedades f́ısicas, pero esto sin volverlo un modelo

intratable. Dentro de este esquema es que ha sido sugerido que la introducción de campos

de materia en la representación adjunta del grupo de gauge [47, 48] provee la información

de los grados de libertad transversales del gluón, caracteŕısticos de una teoŕıa de gauge en

dimensión mayor, otorgando de este modo una imagen más adecuada de las interacciones

fuertes.

En esta tesis se estudió un modelo en 2D que es una versión extendida de QCD2. Este

modelo es obtenido de QCD en 4D al compactificar dos dimensiones espaciales en un 2-toro y

no considerar los modos pesados de K-K (Kaluza-Klein) [50]. Como consecuencia obtenemos

un modelo en dos dimensiones que se asemeja a la teoŕıa real en dimensión mayor, esto debido

a que hemos introducido en forma natural campos de materia en la representación adjunta a

QCD2. Estos nuevos campos son escalares respecto de la teoŕıa en 2D y reproducen los efectos

transversales de los gluones f́ısicos. Además este modelo posee una estructura espinorial más

rica que QCD2 otorgando una mejor resolución de los estados escalares y vectoriales mismos

que pueden ser clasificados por sus propiedades bajo las transformaciones de Lorentz en 4D.

Este modelo es analizado en el gauge cono de luz y usando la aproximación Nc grande.

Las contribuciones de las dimensiones extras están controladas por las masas, radiativamente

inducidas, de los campos gluónicos escalares. Esto debido a que la información respecto de

la existencia de las dimensiones transversales está representada por la presencia de estos

campos escalares. En nuestras aproximaciones consideraremos el ĺımite en que estas masas

son grandes.

Veremos que este modelo otorga una aproximación más razonable al régimen del

rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral en QCD4; en particular veremos que la sola

inclusión de los modos más livianos de K-K cataliza la generación de una masa dinámica

para los quarks que permite solucionar el problema de tener quarks taquiónicos como sucede

en QCD2.
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También veremos que en el ĺımite quiral del modelo existe un estado ligado qq̄ pseu-

doescalar respecto de 4D de masa cero, el cual no está sometido a una restricción que

le proh́ıba interactuar con los demás estados masivos del modelo, como de hecho ocurre

en QCD2.

Esta tesis está escrita de la siguiente manera, en el Caṕıtulo 1 es derivado el modelo

extendido de QCD2 al compactificar dos dimensiones espaciales en un 2-Toro y proyectar en

el sub-espacio de los modos cero de K-K. También se describen las principales propiedades a

nivel clásico que el modelo posee. En el Caṕıtulo 2 se comienzan a estudiar las propiedades

cuánticas del modelo, en particular se determinan las reglas de Feynman y se demuestra

que los campos escalares del modelo efectivamente adquieren masa en forma dinámica. En

el Caṕıtulo 3 se comienzan a estudiar los mesones del modelo. Con este objetivo se estudian

las amplitudes de scattering qq̄ para los diferentes canales y se determinan las ecuaciones

de Bethe-Salpeter que estas amplitudes satisfacen. En el Caṕıtulo 4 se determina el propa-

gador vestido de los quarks por medio de solucionar la ecuación de Schwinger-Dyson para

la autoenerǵıa de los quarks. Veremos que existen dos tipos de soluciones a esta ecuación y

demostraremos que al considerar la solución no-perturbativa se obtienen quarks con masas

reales. En el Caṕıtulo 5 se resuelve la ecuación homogénea de Bethe-Salpeter que satisface una

de las amplitudes de scattering y se determina uno de los vértices propios quark-antiquark-

mesón junto con la ecuación integral de autovalores que determina las masas de los estados

ligados de ese canal, ecuación que es estudiada y resuelta en el Caṕıtulo 6. Con estos resul-

tados en el Caṕıtulo 7 son determinadas las amplitude de scattering del modelo, justificando

la interpretación del vértice propio y del espectro de masa determinados en los Caṕıtulos

anteriores.

En el Caṕıtulo 8 se da un resumen de los principales resultados respecto de las amplitudes

de scattering y espectros de masa del modelo en 2D. También se da una prescripción para

interpretar estos resultados respecto de la teoŕıa en 4D. En particular se identifican los

estados ligados escalares y pseudoescalares en 4D respecto de los estados ligados de nuestro

modelo en 2D. En el Caṕıtulo 9 son presentadas las conclusiones del trabajo.
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Notación y Convenciones

El grupo de simetŕıa interno local de QCD aśı como de nuestro modelo en 2D es SU(Nc)

de color, donde Nc es el número de colores. Los generadores de este grupo TA y las constantes

de estructura CAB
C satisfacen la siguiente relación:

[
TA, TB

]
= i CAB

C TC , (6)

donde A = 1, · · · , N2
c − 1. Para las constantes de estructura se escogió la siguiente normal-

ización:

tr(TA TB) = δAB , (7)

que resulta de utilidad en el tratamiento del ĺımite Nc grande.

Las matrices de Pauli se definen de la manera usual:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (8)

0.1. Notación y Convenciones en 4D

Un vector en el espacio-tiempo 4D tiene componentes (x0, x1, x2, x3) donde la métrica

del espacio tiempo es gµν = {+,−,−,−}.
Se consideró la siguiente representación para las matrices γ de Dirac:

γ0 =

(
σ1 0

0 σ1

)
, γ1 =

(
iσ2 0

0 iσ2

)
, γ2 =

(
0 iσ3

iσ3 0

)
,

γ3 =

(
iσ3 0

0 −iσ3

)
, γ5 =

(
0 −iσ3

iσ3 0

)
, (9)

donde σ1, σ2 y σ3 son las matrices de Pauli.

Las matrices γ satisfacen:

{γµ, γν} = 2 gµν . (10)
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Esta representación para las matrices γ será de utilidad para los propósitos de realizar la

reducción de Kaluza-Klein.

0.2. Notación y Convenciones en 2D

Un vector en el espacio-tiempo 2D tiene componentes (x0, x1) donde la métrica del

espacio-tiempo es gµν = {+,−}.
En 2D consideramos la siguiente representación para las matrices de Dirac, inherente de

(9):

γ0 = σ1 , γ1 = iσ2 , γ5 = −σ3 . (11)

En dimensión 2D es conveniente trabajar en coordenadas cono de luz (x±), que se definen

a partir de la coordenadas usuales de la siguiente manera:

x± =
1√
2

(
x0 ± x1

)
. (12)

El tensor métrico en estas coordenadas es:

g+− =

(
0 1

1 0

)
. (13)

En virtud de este tensor métrico las coordenadas cono de luz satisfacen que x+ = x− y

x− = x+. El producto punto entre dos vectores en estas coordenadas es:

xµ yµ = x+ y+ + x− y− = x− y+ + x+ y− . (14)

La norma al cuadrado de un vector arbitrario ~V en coordenadas cono de luz es:

V µ Vµ = 2V+ V− = 2V + V − . (15)

También es conveniente escribir las matrices γ en estas coordenadas, que se definen de la

siguiente manera:

γ± =
1√
2

(
γ0 ± γ1

)
. (16)

Las matrices γ en coordenadas cono de luz satisfacen:

{
γ+, γ−

}
= 2 (17)

(
γ+

)2 =
(
γ−

)2 = 0 . (18)

Una resumen más detallado de nuestras notaciones y definiciones aśı como un compendio

de algunas relaciones útiles se encuentra en el apéndice E
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Caṕıtulo 1

Presentación del Modelo en 2D

En este caṕıtulo se derivará el modelo extendido de QCD en 2D y se demostrarán algunas

propiedades generales de éste. En particular se realizará una derivación formal del modelo a

partir de la acción de la Cromodinámica Cuántica en 4D al compactificar dos dimensiones

espaciales en un 2-Toro. También se estudiarán las simetŕıas que el modelo posee a nivel

clásico.

1.1. Compactificación de QCD4 y Obtención

del Modelo en 2D

Comenzamos con la acción de QCD en dimensión 3+1 considerando un sabor de quarks.

La acción es la siguente:

SQCD =
∫

d4x

[
− 1

4g̃2
tr(G2

µν) + Ψ̄ (iγµ Dµ −m) Ψ
]

, (1.1)

donde la traza es respecto a los ı́ndices de simetŕıa internos.

Esta acción es invariante local de gauge respecto del grupo de simetŕıa SU(Nc) de color.

En esta acción los campos de gauge Gµ están en la representación adjunta de SU(Nc):

Gµ = GA
µ TA = GA

µ

(
TA

)a

b
, (1.2)

donde a = 1 · · ·Nc es un ı́ndice de la representación fundamental del grupo. Los fermiones

(quarks) Ψ están el la representación fundamental del grupo de color SU(Nc).

El tensor de campo Gµν y la derivada covariante Dµ se definen de la manera usual:

Gµ ν = ∂µGν − ∂νGµ − i [Gµ, Gν ] , (1.3)

1



CAPÍTULO 1. PRESENTACIÓN DEL MODELO EN 2D

Dµ Ψ = (∂µ − iGµ)Ψ . (1.4)

Con la ayuda del proyector:

P1,2 =
1
2

(
1± γ2 γ5

)
, (1.5)

y de la representación de las matrices γ en 4D, el espinor de cuatro componentes Ψ puede

ser descompuesto de la siguiente manera:

Ψ =

(
ψ1

ψ2

)
. (1.6)

En este momento procederemos a realizar una derivación formal de nuestro modelo en

2D. Para esto consideraremos que dos de las dimensiones espaciales, a saber, x2 y x3 están

compactificadas en un 2-Toro:

0 ≤ x2 ≤ L = 2 π R , (1.7)

0 ≤ x3 ≤ L = 2 π R . (1.8)

Luego asumiremos que L es suficientemente pequeño en orden de obtener un modelo

efectivo en 2D [50]. Siguiendo este esquema consideraremos que todos los campos en (1.1)

son periódicos en el intervalo 0 ≤ x1,2 ≤ L. Luego expandimos los campos en modos de

Fourier respecto de las dimensiones compactificadas:

Gµ(x0, x1, x2, x3) =
∞∑

n,m=−∞
exp

{
2πi

L
[nx2 + mx3]

}
G(n m)

µ (x0, x1), (1.9)

Ψ(x0, x1, x2, x3) =
+∞∑

n,m=−∞
exp

{
2iπ

L
(nx2 + mx3)

}
Ψ(n m)(x0, x1) . (1.10)

Asumimos el ĺımite de bajas enerǵıas:

|p0,1| ¿ mn,m
KK =

2π

L

√
n2 + m2 . (1.11)

Luego si escogemos el cutoff de dos dimensiones Λ ' 1
R = 2π

L de modo que sea mayor que el

momentum t́ıpico p0,1 podremos despreciar los modos masivos de K-K. De esta manera en

adelante todos los campos relevantes en las dimensiones espacio-temporales que no han sido

compactificadas serán modos cero de Kaluza-Klein.

Luego al retener sólo los modos cero de K-K obtenemos la siguiente acción efectiva en

2D:

2
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S2 =
∫

d2x
L2

4g̃2
tr

[−F 2
µν + 2 (Dµφ1)2 + 2 (Dµφ2)2 + 2 [φ1, φ2]2

]

+ L2
[
ψ̄1 (iγµ Dµ −m)ψ1 + ψ̄2 (iγµ Dµ −m)ψ2 (1.12)

− i
(
ψ̄1 γ5 φ1 ψ2 + ψ̄2 γ5 φ1 ψ1

)− i
(
ψ̄1 γ5 φ2 ψ1 − ψ̄2 γ5 φ2 ψ2

)]
.

Es decir una acción en 2D donde aparecen un campo de gauge usual Aµ dos campos

escalares φ1 y φ2, campos de materia en la representación adjunta del grupo SU(Nc), y

dos espinores de dos componentes cada uno ψ1 y ψ2 en la representación fundamental de

SU(Nc). Los campos en (1.12) se definen a partir de los campos originales en (1.1) de la

siguiente manera:

Aµ(x0, x1) := G(0 0)
µ (x0, x1) µ = 0, 1 (1.13)

φ1(x0, x1) := G
(0 0)
2 (x0, x1) (1.14)

φ2(x0, x1) := G
(0 0)
3 (x0, x1) (1.15)

ψ1,2 := P1,2 Ψ(0 0) . (1.16)

Las matrices γ que aparecen en (1.12) corresponden a las matrices γ en 2D, cuya repre-

sentación fue definida previamente en (11).

Escalamos los campos de la siguiente forma:

L

g̃2
Aµ −→ Aµ , (1.17)

Lψ −→ ψ , (1.18)

de manera de obtener que en los vértices de (1.12) aparezca la expresión g̃
L . Luego definimos

la constante de acoplamiento g de nuestro modelo de la siguiente manera:

g̃

L
=

g√
Nc

. (1.19)

Se ha escogido que la constante de acoplamiento sea g en vez de g̃
L debido a que de-

seamos trabajar con una teoŕıa que posea un sensible (y no trivial) ĺımite Nc grande [26].

En particular en nuestras aproximaciones consideraremos los ĺımites Nc →∞ y L → 0 pero

manteniendo fijo el valor de g.

De este modo la acción para nuestro modelo en 2D será:

S2 =
∫

d2x tr

[
−1

4
F 2

µν +
1
2
(Dµφ1)2 +

1
2
(Dµφ2)2

]
+ ψ̄1 (iγµ Dµ −m)ψ1

+ ψ̄2 (iγµ Dµ −m) ψ2 − i
g√
Nc

(
ψ̄1 γ5 φ1 ψ2 + ψ̄2 γ5 φ1 ψ1

)
(1.20)

− i
g√
Nc

(
ψ̄1 γ5 φ2 ψ1 − ψ̄2 γ5 φ2 ψ2

)
+

g2

2 Nc
tr[φ1, φ2]2 .
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El tensor de campo Fµν y la derivada covariante Dµ en 2D quedan definidos como sigue:

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ − i
g√
Nc

[Aµ, Aν ] , (1.21)

Dµ φ = ∂µ φ− i
g√
Nc

[Aµ, φ] , (1.22)

Dµ ψ =
(

∂µ − i
g√
Nc

Aµ

)
ψ . (1.23)

Como se puede apreciar en nuestro modelo Ec.(1.20) está incluido el Lagrangiano de QCD

en 2D (QCD2) además aparecen campos escalares de materia en la representación adjunta

del grupo SU(Nc) que corresponden a los grados de libertad transversales de los gluones en

4D y tenemos dos “tipos” (sabores) de quarks en 2D. En principio los campos escalares no

tienen masa, pero la simetŕıa local de gauge admite un término de masa para ellos, a diferencia

de lo que ocurre con el campo de gauge Aµ que se mantiene sin masa. Demostraremos que

los campos escalares efectivamente adquieren una masa y que ésta depende del radio de

compactificación R de modo que si R → 0 ella diverge pero siempre manteniéndose menor

que la masa de los estados masivos de K-K (mKK ∼ 1/R) lo que deviene en un desacoplo

rápido de los modos pesados de K-K, pero un desacoplo moderado de los campos escalares φi

en este ĺımite. Si los campos escalares se desacoplan de la teoŕıa entonces nuestro modelo se

aproxima simplemente a lo que seŕıa QCD2 con dos sabores de quarks, y se puede decir que

en este ĺımite (R → 0) nuestro modelo no nota las dimensiones extras, aunque como veremos

existen interesantes resultados no-perturbativos diferentes de los obtenidos con QCD2 que

persisten aunque R = 0.

1.2. Simetŕıas Globales del Modelo

En esta sección estudiaremos las simetŕıas globales y corrientes conservadas del modelo.

Estos resultados serán de utilidad cuando deseemos estudiar estados ligado de quarks ya que

nos permitirán clasificarlos.

1.2.1. Simetŕıas Globales en 4D

Comenzaremos con las simetŕıas globales de QCD para el caso de un sabor de quarks.

Podemos ver de (1.1) que este Lagrangiano es invariante bajo la siguiente transformación

global U(1):

Ψ −→ eiθ Ψ , (1.24)

donde θ es un parámetro que no depende de x. Ahora si m = 0 este Lagrangiano es invariante

bajo el siguiente par de transformaciones:

4



1.2. SIMETRÍAS GLOBALES DEL MODELO

ΨL −→ eiθ ΨL , (1.25)

ΨR −→ eiβ ΨR , (1.26)

Es decir bajo una transformaciones del tipo (1.24) pero donde los espinores izquierdos y

derechos pueden rotar en forma independientes. La transformación (1.24) se obtiene cuando

θ = β. Los espinores izquierdos y derechos se definen de la manera usual a partir de la matriz

γ5 en 4D:

ΨL,R =
1
2

[
1± γ5

]
Ψ . (1.27)

Es tradicional y conveniente definir la siguiente transformación:

Ψ −→ eiθγ5
Ψ , (1.28)

de modo de trabajar con las transformaciones (1.24) y (1.28) que dan cuenta de las mismas

simetŕıas que (1.25) y (1.26). Las corrientes asociadas a estas transformaciones son:

Jµ = Ψ̄ γµ Ψ , (1.29)

Jµ5 = Ψ̄ γµ γ5 Ψ . (1.30)

La corriente axial (a veces llamada quiral) Jµ5 es conservada sólo si m = 0, en cambio la

corriente vectorial Jµ es siempre conservada.

Si consideramos a QCD con todos sus sabores de quarks notaremos que debido al hecho

de que la masa de los quarks up y dow es muy pequeña QCD posee una simetŕıa quiral

U(1) × U(1) × SU(2) × SU(2) aproximada muy buena para estos dos sabores. Es decir

podemos multiplicar por una fase a los espinores o los podemos“rotar” respecto al plano (up,

down), pero ademas podemos hacer esto transformando en forma independiente los espinores

derechos e izquierdos y todo esto es una simetŕıa aproximada pero buena del modelo.

Ahora una de las propiedades más interesantes de QCD es que esta simetŕıa quiral debe

estar espontáneamente rota, de modo de dar una explicación al hecho de que la masa de los

piones sea tan pequeña en comparación con la masa de los demás hadrones, en particular

si se les compara con la masa del η′. Esto es debido a que los piones seŕıan los bosones

de Goldstone asociados al rompimiento espontáneo de la simetŕıa quiral SU(2) × SU(2)

de Isospin, que se rompe a su parte diagonal SU(2). En cambio el η′ esta asociado con la

corriente axial U(1) que no se conserva debido a la anomaĺıa. De este modo el η′ no es un

bosón de Goldstone y puede tener una masa grande.

Volviendo al caso de QCD con un solo sabor nosotros esperamos que la simetŕıa quiral

se rompa espontáneamente al considerar el ĺımite quiral (m → 0) dando lugar a la aparición

5



CAPÍTULO 1. PRESENTACIÓN DEL MODELO EN 2D

de un mesón pseudoescalar sin masa equivalente al pión. Esto puede ocurrir debido a que

nosotros trabajaremos en el ĺımite Nc grande donde el término de la anomaĺıa en la corriente

axial U(1) es irrelevante, su efecto sólo aparece en el siguiente orden en 1/Nc [27].

1.2.2. Simetŕıas Globales en 2D

Ahora estudiaremos las simetŕıas globales del modelo en 2D y como las simetŕıas de QCD

(1.1) se ven reflejadas en él.

Al igual que QCD2 el modelo (1.20) posee la siguiente simetŕıa U(1):

(
ψ1

ψ2

)
−→ eiθ

(
ψ1

ψ2

)
. (1.31)

La corriente conservada asociada a esta transformación U(1) es la siguiente:

Jµ = ψ̄1γ
µψ1 + ψ̄2γ

µψ2 . (1.32)

Sin embargo la versión quiral de esta transformación no es una simetŕıa del modelo, aún

si consideramos el ĺımite quiral, a diferencia de lo que ocurre en QCD2. Esto debido a que

los términos de interacción entre los fermiones y los campos escalares violan expĺıcitamente

la simetŕıa quiral U(1).

Nuestro modelo en 2D posee otra simetŕıa debido al rompimiento de la simetŕıa de

Lorentz en 4D SO(1, 3) a SO(1, 1)×O(2) en 2D, donde ahora O(2) es una simetŕıa interna

del modelo. Las transformaciones asociadas a esta simetŕıa son:

(
ψ1

ψ2

)
−→ eiθ T̂

(
ψ1

ψ2

)
, (1.33)

(
φ1

φ2

)
−→ e−2iθ T̂

(
φ1

φ2

)
, (1.34)

donde T̂ =

(
0 −i

i 0

)
.

La corriente conservada asociada a esta simetŕıa es:

J̃µ = i(ψ̄1γ
µψ2 − ψ̄2γ

µψ1) + tr [2 (∂µφ2 − i[Aµ, φ2]) φ1 − 2 (∂µφ1 − i[Aµ, φ1]) φ2] . (1.35)

En el ĺımite m = 0 la versión quiral de esta transformación O(2) es una simetŕıa del

modelo y de hecho corresponde a la proyección de la simetŕıa quiral U(1) de QCD en 4D a

nuestro modelo en 2D.
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1.2. SIMETRÍAS GLOBALES DEL MODELO

La transformación quiral O(2) es:

(
ψ1

ψ2

)
−→ eiθ T̂ γ5

(
ψ1

ψ2

)
, (1.36)

(
φ1

φ2

)
−→

(
φ1

φ2

)
. (1.37)

La corriente conservada asociada a esta simetŕıa es:

J̃µ 5 = i(ψ̄2γ
µ γ5ψ1 − ψ̄1γ

µ γ5ψ2) . (1.38)

Como hemos mencionado esta corriente está relacionada con la simetŕıa quiral U(1) de

QCD4. En particular podemos notar que la corriente (1.38) corresponde a la corriente quiral

U(1) de QCD4 (1.30) escrita respecto de los espinores y matrices γ de 2D.
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Caṕıtulo 2

Cuantización del modelo

En este caṕıtulo comenzaremos a estudiar las propiedades cuánticas del modelo. En par-

ticular determinaremos los propagadores libres de los campos de gauge y espinoriales y el

propagador de los campos escalares, dando una prescripción para determinar las masas, ra-

diativamente inducidas de estos campos escalares. Demostraremos que esta masa diverge

cuando el radio de compactificación se hace pequeño produciendo que los campos escalares

se desacoplen del resto de la teoŕıa. También en este caṕıtulo definiremos el parámetro de

expansión de nuestras futuras aproximaciones.

2.1. Coordenadas Cono de Luz y Fijación del Gauge

Como ha sido mencionado en la introducción, en 2D no existen campos de gauge f́ısicos.

Esto se debe a que no es posible satisfacer la condición de transversalidad del campo Aµ.

Esto significa que el campo Aµ en 2D no es una variable dinámica, sino una ligazón, y en

principio debe eliminarse de la teoŕıa antes de escribir a ésta en una forma canónica. Sin

embargo, antes de discutir este tema en más detalle escribiremos el modelo en coordenadas

cono de luz. También, aprovechando el hecho de que en 2D es posible escoger un gauge

tal que [Aµ, Aν ] se anule, simplificaremos el modelo eliminando la autointeracción entre los

gluónes.

Definimos las componentes del campo de gauge en coordenadas cono de luz de la siguiente

manera:

A± =
1√
2
(A0 ±A1) . (2.1)

Escogemos el gauge A− = A+ = 0, denominado gauge cono de luz. Este gauge tiene la

ventaja de que elimina la autointeracción del campo de gauge y además no requiere de la

introducción de campos fantasmas al ser una fijación de gauge lineal [31].
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CAPÍTULO 2. CUANTIZACIÓN DEL MODELO

Luego la acción se reduce a:

S =
∫

d2x tr

[
1
2

(∂−A+)2 + ∂−φ1∂+φ1 + ∂−φ2∂+φ2 +
g2

2 Nc
[φ1, φ2]2

− i
g√
Nc

A+[φ1, ∂−φ1]− i
g√
Nc

A+[φ2, ∂−φ2]
]

+ ψ̄1 (iγµ ∂µ −m)ψ1 (2.2)

+ ψ̄2 (iγµ ∂µ −m) ψ2 +
g√
Nc

ψ̄1 γ−A+ ψ1 +
g√
Nc

ψ̄2 γ−A+ ψ2

+ i
g√
Nc

(
ψ̄1 σ3 φ1 ψ2 + ψ̄2 σ3 φ1 ψ1 + ψ̄1 σ3 φ2 ψ1 − ψ̄2 σ3 φ2 ψ2

)
.

En coordenadas cono de luz se identifica a la coordenada x− como el tiempo y a x+ como

la coordenada espacial. Podemos notar que el campo de gauge no aparece derivado respecto

de x−, luego no es una variable dinámica sino que es una ligazón que puede ser eliminada del

Lagrangiano al usar su ecuación de movimiento. En esta tesis seguiremos el procedimiento

utilizado en [30, 31, 32, 52] y mantendremos el campo A+ reemplazando la interacción que

apareceŕıa entre los campos φ y ψ al reemplazar A+ por su solución clásica, por el intercambio

de un campo de gauge virtual cuyo propagador será determinado siguiendo el procedimento

denominado “cutoff regular” [32], procedimiento estándar en el tratamiento de QCD2 (ver

apéndice QCD2). De esta manera nuestro campo de gauge sólo vivirá dentro de loops.

Las reglas de Feynman se pueden obtenerse de manera directa de la acción en coordenadas

cono de luz (2.2). Usaremos estas reglas en la representación doble ĺınea [29, 30]. Esto es,

considerando a los campos Aµ y φi como matrices hermı́ticas de Nc ×Nc de traza cero, ver

(1.2). En el apéndice A aparecen expĺıcitamente las reglas de Feynman del modelo, tanto

en la representación doble linea, apta para trabajar en el ĺımite Nc grande, como en la

representación usual, es decir, donde los ı́ndices de los campos de gauge y escalares son los

de la representación adjunta.

Se puede notar que en el propagador de los campos φi se ha incluido un término de

masa M2 para estos. Este término aparece debido a correcciones radiativas y será calculado

a partir del propagador libre (i.e. con M2 = 0) en la siguiente sección

2.2. Determinación de las Masas de los Escalares

Como ha sido mencionado, nosotros esperamos la generación infra-roja de masa para

los campos escalares φ1 y φ2; esto debido a que no existe una simetŕıa que proteja a estas

masas de recibir correcciones cuánticas, como sucede en el caso de los campos de gauge, pero

también debido al teorema de Coleman [51].
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2.2. DETERMINACIÓN DE LAS MASAS DE LOS ESCALARES

= + χ + χ χ + . . .

Figura 2.1: El propagador de los campos escalares escrito en función de los diagramas 1PI y de la

autoenerǵıa.

Estimaremos el valor de estas masas a primer orden en teoŕıa de perturbaciones y a

primer orden en 1/Nc lo que nos permitirá no considerar la contribución de los fermiones a

este problema. Con este objetivo y aprovechando que la acción es cuadrática en el campo de

gauge integramos respecto de A+ obteniendo:

Sφ =
∫

d2x
1
2
tr

{
2∂−φ1∂+φ1 + 2∂−φ2∂+φ2 +

g2

Nc
[φ1, φ2]2 (2.3)

−
2∑

k=1

∫
d2y

g2

Nc

(
[φ1, ∂−φ1] + [φ2, ∂−φ2]

)
〈x|P.V.

1
∂2−
|y〉(φk∂−φk)

}
.

Aplicando el Background Field Method separamos φ = (φc + η), donde φc es un campo

de background constante. Luego la contribución a un loop viene dada por:

S(2) =
∫

d2x tr
{

∂−η1∂+η1 + ∂−η2∂+η2 +
g2

2Nc

(
[φ2c, η1]2 + [φ1c, η2]2

)
(2.4)

−
2∑

k=1

g2

2Nc

∫
d2y ∂−

(
[φkc, ηk(x)]

)〈x| 1
∂2−
|y〉∂−

(
[φkc, ηk(y)]

)

+
g2

Nc

(
[η1, η2][φ1c, φ2c] + [φ1c, η2][η1, φ2c]

)}
.

La contribución a la masa que viene de la parte cuadrática del potencial efectivo puede

ser calculada luego de integrar por partes:

S(2) =
∫

d2x tr
{
∂−η1∂+η1 + ∂−η2∂+η2 (2.5)

+
g2

2Nc

(
[φ1c, η1]2 + [φ2c, η1]2 + [φ1c, η2]2 + [φ2c, η2]2

)}
.

Luego las contribuciones que vienen dadas por el intercambio del gluon en 2D y el ”tad-

pole” coinciden. Para estimar la masa de los φi usamos la ecuación de Schwinger-Dyson como

una condición de autoconsistencia.

11



CAPÍTULO 2. CUANTIZACIÓN DEL MODELO

χ = +

Figura 2.2: La ecuación para χ.

Para resolver esta ecuación primero consideramos el propagador vestido de los campos

escalares. Propagador que está descrito en función de los diagramas de la auto-enerǵıa que

son una part́ıcula irreducible (1PI) como sigue, ver Figura (2.1):

=
i δij

[q2 − iχ(p) + iε]
δa
d δc

b , (2.6)

Parametrizamos la dependencia en el momentum de la auto-enerǵıa χ(p) de la siguiente

manera:

χ(p) = i
(
α p2 −M2

)
, (2.7)

donde α y M2 son constantes independientes del momentum y definimos la siguiente expre-

sión:

M̄2 :=
M2

(1 + α)
. (2.8)

Entonces la ecuación de Schwinger-Dyson que satisface χ(p), ver Figura (2.2), es:

χ(p) = −i
g2

π (1 + α)

[
log

Λ2 + M̄2

M̄2

]
. (2.9)

Donde Λ es el cutoff del modelo en 2D. Podemos notar que χ(p) no depende del momen-

tum, luego tenemos que α = 0. De este modo la constante M2, que será la masa del escalar

(el nuevo polo en el propagador), satisface la siguiente ecuación:

M2 =
g2

π
log

Λ2 + M2

M2
, (2.10)

Resolviendo esta ecuación para M2 en función de g y Λ encontramos el propagador de

los campos escalares:

q

φi
a
b φj

c
d =

i δij

[q2 −M2 + iε]
δa
d δc

b . (2.11)

Por simplicidad en la notación seguiremos representando en los diagramas de Feynman

al propagador de los campos escalares con una linea segmentada simple, pero teniendo en

cuenta que su valor es (2.11).
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2.3. EL RÉGIMEN DEL MODELO

2.3. El Régimen del Modelo

Podemos notar que la constante de acoplamiento del modelo g tiene unidades de masa y

de hecho gobierna la escala del espectro de masas de QCD2 [30] aśı también como de nuestro

modelo (como se verá más adelante), por lo que su valor puede ser asociado a la masa de

un mesón en particular, es decir se puede fijar. Por otro lado el cutoff Λ del modelo está

relacionado con el radio de compactificación que es el otro parámetro libre de la teoŕıa. De

este modo nuestro modelo posee dos parámetros libres g y Λ (esto sin contar las masas de

los quarks). Un parámetro se puede fijar con la ayuda de la masa de un mesón particular

y el otro define un parámetro de expansión respecto de las dimensiones compactificadas, es

decir, será una medida de la contribución de los grados de libertad transversales. Esto se ve

de la dependencia en Λ de M2, es decir si para un valor fijo (finito) de g2 hacemos tender

Λ → ∞ entonces la masa de los escalares M2, en virtud de (2.10), crecerá desacoplando

a estos campos del resto de la teoŕıa eliminando de este modo las contribuciones de las

dimensiones extras y acercando de este modo nuestro modelo a lo que seŕıa simplemente

QCD2. En resumen si R → 0 entonces Λ → ∞ lo que implica que M2 → ∞, de este modo

nuestro modelo no notaŕıa la existencia de las dimensiones extras.

Podemos notar sin embargo que la aproximación R → 0 soporta en forma consistente el

desacoplamiento rápido de los modos masivos de K-K y un desacoplamiento moderado de

estos campos escalares, esto debido a que se satisface la siguiente relación:

M2 << Λ ∼ 1
R
∼ mKK . (2.12)

El desacoplamiento moderado de los campos escalares genera una interacción efectiva de

cuatro-fermiones diferente a la encontrada en [53]. De todas formas se preferirá mantener

la masa de estos campos escalares finita, para luego derivar una expansión gradual en el

siguiente parámetro adimensional A:

A =
g2

2π M2
∼ 1

log Λ4

M4

, (2.13)

a partir de la ecuación de Bethe-Salpeter, debido a que para pequeños valores de A se

recuperan efectos infrarrojos no-anaĺıticos para la función de onda del estado fundamental.
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Caṕıtulo 3

Mesones

En este caṕıtulo comenzaremos la descripción de los mesones como objetos compuestos.

Con este objetivo nos acercaremos al problema v́ıa la ecuación de Bethe-Salpeter [8] que

proporciona un marco de trabajo relativista para analizar estados ligados de dos cuerpos.

En el estudio de estados ligados v́ıa la ecuación de Bethe-Salpeter la cantidad que se

debe determinar es la amplitud de scattering q q̄ en principio a todo orden en teoŕıa de

perturbaciones, y extraer la información sobre los estados ligados q q̄ del modelo (los mesones)

de los polos en el núcleo de dicha amplitud. Debido a que no es posible determinar a todo

orden en teoŕıa de perturbaciones la amplitud de scattering es que se hace necesario recurrir a

algunas aproximaciones las cuales normalmente son restringir los diagramas que contribuyen

a la amplitud de scattering a los diagramas tipo escalera y cambiar los propagadores libres

de los fermiones y bosones por los propagadores vestidos, calculados o estimados de alguna

forma.

En este caṕıtulo se abordará el problema de determinar las amplitudes de scattering q q̄

de nuestro modelo. Con este objetivo determinaremos las ecuaciones de Bethe-Salpeter que

éstas satisfacen y se presentará una expansión en 1/M2 que unida a la aproximación Nc

grande nos permitirá solucionar el problema.

3.1. Las Matrices de Scattering

Comenzaremos el estudio de los mesones como estados ligados qq̄ siguiendo el esquema

presentado en [31] y desarrollado también en el apéndice QCD2 para esto debemos calcular

la matriz de scattering qq̄, en principio a todo orden en teoŕıa de perturbaciones.
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q

1
T11

p− q

q′

1
1

p− q′

=
1
1

1
1

+ φ2

1
1

1
1

+ φ2

1
1

1
1

+ φ1 φ1

1
1

1
1

+ φ2

1
1

1
1

+ · · ·

Figura 3.1: Matriz de scattering T1. Notar que estamos en el singlete de color.

En virtud de las dos variedades de quarks (ψ1, ψ2) y de los vértices que el modelo posee

tenemos que las amplitudes que debemos determinar son las siguientes:

q

1
T1

1

p− q

q′

1

1

p− q′

q

T2

p− q

q′

1

1

2

2

p− q′

q

T3

p− q

q′

2

2

2

2

p− q′

q

T4

p− q

q′

2

2

1

1

p− q′

q

T5

p− q

q′

1

2

1

2

p− q′

q

T6

p− q

q′

1

2

2

1

p− q′

q

T7

p− q

q′

2

1

2

1

p− q′

q

T8

p− q

q′

2

1

1

2

p− q′

Donde la amplitud T1 representa a la amplitud de scattering del proceso quark 1 y

antiquark 1, estado |1, 1̄〉, propagándose al estado quark 1 y antiquark 1, estado |1, 1̄〉. Del

mismo modo la amplitud T6, por ejemplo, representa a la amplitud de scattering del proceso

quark 1 y antiquark 2 propagándose a quark 2 y antiquark 1 (|1, 2̄〉 → |2, 1̄〉).
En principio debemos determinar estas ocho amplitudes pero es fácil percatarse que sólo

cuatro de estas son independientes, esto es debido a que se satisface que:

T1 = T3 , T2 = T4 , (3.1)

T5 = T7 , T6 = T8 . (3.2)

Escogemos como amplitudes independientes a T1, T4, T5 y T8. Para determinar el valor

de estas amplitudes, por ejemplo T1, debemos sumar en principio infinitos diagramas de la

forma mostrada en la Figura (3.1). Sin embargo, en virtud de la aproximación Nc grande y

de la expansión en 1/M2 es posible despreciar algunos de estos diagramas y sumar en forma

consistente los restantes.

En particular lo que se realizará será cambiar la suma infinita que aparece en Figura (3.1)

por una ecuación integral de autoconsistencia que satisface T1 y que representa la misma

información que la suma infinita de diagramas al estilo de la ecuación de Schwinger-Dyson.

Esta ecuación integral que satisfacen las amplitudes de scattering es denominada ecuación

de Bethe-Salpeter [8].
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3.1. LAS MATRICES DE SCATTERING

q

T5

p− q

q′

1

2

1

2

p− q′

=
1

2

1

2
+ φ2

1

2

1

2
+ T5

1

2 2

1 1

2
+ φ2 T5

1

2 2

1 1

2
+ φ1 T8

1

2

2

1

1

2

q

T8

p− q

q′

2

1

1

2

p− q′

= φ1

2

1

1

2
+ T8

2

1

2

1

1

2
+ φ2 T8

2

1

2

1

1

2
+ φ1 T5

2

1

1

2

1

2

Figura 3.2: Ecuación de Bethe-Salpeter para T5 y T8, podemos apreciar que estas ecuaciones están

acopladas.

Sin embargo antes de proceder a escribir la ecuación de Bethe-Salpeter para estas am-

plitudes de scattering es importante notar las siguientes propiedades que ellas satisfacen, a

saber que existe una amplitud de scattering diferente de cero para que un estado inicial |1, 1̄〉
termine tanto en un estado final |1, 1̄〉 como en un estado final |2, 2̄〉; lo mismo ocurre por

ejemplo con un estado inicial |1, 2̄〉 que puede terminar en un estado final |1, 2̄〉 como en un

estado |2, 1̄〉 con amplitudes T5 y T6 describiendo estos procesos. Sin embargo también pode-

mos notar que de un estado |1, 1̄〉 es imposible llegar a un estado |1, 2̄〉 o |2, 1̄〉, por ejemplo.

En virtud de estos puntos es conveniente definir los siguientes estados que no se mezclan y

que harán más fácil su descripción en términos de la ecuación de Bethe-Salpeter:

|S〉 =
1
2

[|1, 1̄〉+ |2, 2̄〉] , |A〉 =
1
2

[|1, 1̄〉 − |2, 2̄〉] , (3.3)

|V 〉 =
1
2

[|1, 2̄〉+ |2, 1̄〉] , |P 〉 =
1
2

[|1, 2̄〉 − |2, 1̄〉] , (3.4)

y definir las siguientes amplitudes en función de las originales T :

∆ =
1
2

(T1 + T4) , Λ =
1
2

(T5 − T8) , (3.5)

Θ =
1
2

(T5 + T8) , Ω =
1
2

(T1 − T4) , (3.6)

que representan la amplitud de scattering de los siguientes procesos:

∆ = |S〉 → |S〉, Λ = |P 〉 → |P 〉, (3.7)

Θ = |V 〉 → |V 〉, Ω = |A〉 → |A〉. (3.8)
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Por definición de los estados (3.3) y (3.4) las amplitudes cruzadas entre ellos se anulan. En

la siguiente sección y en el Apéndice B se verá que las ecuaciones de Bethe-Salpeter definidas

para las amplitudes (3.5) y (3.6) son más fáciles de trabajar que las definidas respecto de las

amplitudes T .

Como se verá más adelante las combinaciones definidas en (3.3) y (3.4) poseen una

interpretación respecto de QCD en 4D, en particular veremos en el Caṕıtulo 8 que los

estados |S〉 y |P 〉 están relacionados con los mesones escalares y pseudoescalares en 4D.

3.2. Ecuación de Bethe-Salpeter

En esta sección escribiremos la ecuación de Bethe-Salpeter que satisfacen las amplitudes

de scattering qq̄. Trabajaremos estas amplitudes utilizando la aproximación Nc grande la cual

nos otorga la posibilidad de despreciar algunos de los diagramas de Feynman que contribuyen

a T . Por ejemplo el último de los diagramas que aparece en la ecuación para T1 Figura (3.1)

no es un diagrama de primer orden en la expansión 1/Nc y por lo tanto no es considerado.

También consideraremos la aproximación de retener sólo los diagramas tipo escalera (ladder

approximation) en las amplitudes de scattering, aproximación que en QCD2 es exacta si se

trabaja a primer orden en 1/Nc, pero que en nuestro caso no lo es ya que existen diagramas

que contribuyen a las amplitudes de scattering que no son del tipo escalera pero que si son

planares y que por lo tanto śı contribuyen a las amplitudes de scattering a primer orden en

la expansión 1/Nc. Estos diagramas contienen intercambio de part́ıculas φi y por lo tanto

seŕıan de mayor orden en la expansión 1/M2. Ellos principalmente contribuyen generando

correcciones a los vértices, como en los siguientes casos:

(3.9)

Las contribuciones de estos diagramas serán estimadas más adelante, por lo que por el

momento sólo consideraremos contribuciones a las matrices de scattering del tipo escalera,

del mismo modo sólo retendremos contribuciones a los propagadores vestidos de los quarks

que sean del tipo arco iris, como se explicará en el siguiente caṕıtulo.

Por otro lado diagramas de la siguiente forma:

(3.10)
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no serán considerados ya que estos, si bien son planares, contribuyen a las matrices de

scattering al menos a orden 1/M8 lo que está fuera de nuestro rango de interés.

En el Apéndice B escribimos en forma expĺıcita las ecuaciones de Bethe-Salpeter que

satisfacen las amplitudes de scattering T . En particular podemos ver en la Figura (3.2) a

las ecuaciones que satisfacen las amplitudes T5 y T8. Estas ecuaciones representan a la suma

de todos los diagramas tipo escalera y tipo arco iris que contribuyen a estas amplitudes. En

estos diagramas aparecen en forma expĺıcita los propagadores vestidos de los quarks, que se

determinan en forma independiente por medio del uso de la ecuación de Schwinger-Dyson.

Como se puede notar de la Figura (3.2) las ecuaciones que describen a T5 y T8 están

acopladas. Sin embargo si escribimos las ecuaciones de Bethe-Salpeter respecto de las ampli-

tudes ∆, Λ, Θ y Ω definidas previamente en (3.5) y (3.6) notaremos que estas ecuaciones están

desacopladas. Esta situación está en concordancia con el hecho de que los estados definidos

en (3.3) y (3.4) no se mezclan. La demostración de que efectivamente las ecuaciones de Bethe-

Salpeter para las amplitudes (3.3) y (3.4) están desacopladas esta desarrollada en extenso

en el Apéndice B, donde también aparecen escritas en forma expĺıcita dichas ecuaciones.

Luego la ecuación de Bethe-Salpeter que satisfacen las amplitudes de scattering Θ(q, q′; p)

y Ω(q, q′; p) son las siguientes:

q

Θ

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + Θ (3.11)

q

Ω

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + Ω (3.12)

Podemos notar que estas ecuaciones son similares a la ecuación de Bethe-Salpeter que

satisfacen las amplitudes de scattering en QCD2 [31]. La única diferencia radica en los

propagadores vestidos de los quarks que en principio son diferentes a los de QCD2 debido a

su dependencia en M2.

19
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La ecuación de Bethe-Salpeter que satisface la amplitud de scattering ∆(q, q′; p) es la

siguiente:

q

∆

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + + ∆ +2 ∆ (3.13)

La ecuación de Bethe-Salpeter que satisface Λ(q, q′; p) es:

q

Λ

γ

α

p− q

β

δ

q′

p− q′

= 1
2 − +

k

p− k

Λ − 2

k

p− k

Λ (3.14)

Hemos escrito expĺıcitamente los ı́ndices de espinoriales de Λ(q, q′; p) de modo de hacer

más clara la interpretación de la forma expĺıcita de esta ecuación:

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− − i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (3.15)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

Podemos notar que la ecuación (3.15) en una generalización de la ecuación encontrada

en [31] para el caso de QCD2.

Por el momento dejaremos el problema de resolver la ecuación inhomogénea de Bethe-

Salpeter hasta este nivel y nos concentraremos en resolver la ecuación homogénea de Bethe-

Salpeter. Para esto, primero debemos determinar el valor de los propagadores vestidos de los

quarks lo que realizaremos en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Propagador Vestido de los

Quarks

Como hemos mencionado en el caṕıtulo anterior, parte de los diagramas que contribuyen

a las matrices de scattering de nuestro interés, al ser sumados contribuyen a generar el

propagador vestido de los quarks, de modo que para incluir estos diagramas en forma au-

toconsistente en la ecuación de Bethe-Salpeter debemos reemplazar los propagadores libres

de los quarks por los propagadores vestidos de estos. Por esta razón en este caṕıtulo encon-

traremos dichos propagadores mediante el uso de la ecuación de Schwinger-Dyson.

4.1. Autoenerǵıa de los Quarks

Procederemos en esta sección a determinar el propagador vestido de los quarks por medio

de la ecuación de Schwinger-Dyson. Con este objetivo escribiremos los propagadores vesti-

dos en función de los diagramas de la auto-enerǵıa de los quarks χ(p) que son 1PI, ver

Figura (4.1):

S(p) =
i[

γ− p+ + γ+ p− −m− iχ(p)
] δa

b δij . (4.1)

Para determinar χ(p) debemos, en principio, sumar todos los diagramas 1PI que con-

tribuyen a la auto-enerǵıa de los quarks; sin embargo si trabajamos a primer orden en

la expansión 1/Nc entonces sólo diagramas tipo arco iris y tipo arco iris con correcciones

planares a los vértices y al propagador del gluón contribuyen.
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= + Σ + Σ Σ + . . .

Figura 4.1: El propagador para los quarks escrito en función de los diagramas 1PI, donde se ha

definido Σ = iχ.

Diagramas como los que siguen no son de primer orden en la expansión 1/Nc y no serán

considerados:

Los diagramas que contienen correcciones a los vértices o al propagador del gluón y que

son planares necesariamente contiene intercambio de part́ıculas φi y por lo tanto seŕıan de

orden mayor en la expansión en 1/M2. Las contribuciones de estos diagramas serán estimadas

más adelante.

Luego los diagramas que contribuyen a la auto-enerǵıa de los quarks en nuestra aproxi-

mación son de la siguiente forma:

Σ = + + + + · · ·

En virtud de considerar a estos diagramas es que podemos escribir una ecuación integral

de autoconsistencia que satisface la auto-enerǵıa χ(p) (la ecuación de Schwinger-Dyson) y

que mostramos en forma gráfica a continuación:

Σ = +

φ1

+

φ2

Para resolver esta ecuación integral primero descompondremos la estructura espinorial

de χ(p) de la siguiente manera:

χ = χ+ γ− + χ− γ+ + χ0 1l , (4.2)

donde χ+, χ− y χ0 son funciones que pueden depender del momentum p.
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Entonces el propagador vestido en función de estas variables toma la siguiente forma:

S(p) = i
γ− (p− iχ)+ + γ+ (p− iχ)− + m + iχ0[
2(p− iχ)+(p− iχ)− − (m + iχ0)2 + iε

] (4.3)

Luego la ecuación integral que satisface χ(p) escrita en componentes (4.2) es:

χ+(p) = 2g2

∫
d2q

(2π)2
(q − iχ)−[

2 (q − iχ)+ (q − iχ)− − (m + iχ0)
2 + iε

] P
(p− q)2−

(4.4)

+ 2g2

∫
d2q

(2π)2
1[

(p− q)2 −M2 + iε
] (q − iχ)+[

2 (q − iχ)+ (q − iχ)− − (m + iχ0)
2 + iε

] .

χ−(p) = 2g2

∫
d2q

(2π)2
1[

(p− q)2 −M2 + iε
] (q − iχ)−[

2 (q − iχ)+ (q − iχ)− − (m + iχ0)
2 + iε

] .

(4.5)

χ0(p) = 2g2

∫
d2q

(2π)2
−1[

(p− q)2 −M2 + iε
] (m + iχ0)[

2 [q − iχ]+ [q − iχ]− − (m + iχ0)
2 + iε

] . (4.6)

Podemos notar que la ecuación de Schwinger-Dyson que satisface χ(p) corresponde a tres

ecuaciones integrales acopladas respecto de las funciones definidas en (4.2). Procederemos a

resolver estas ecuaciones considerando el ĺımite M2 →∞, esto es para |p| ¿ M .

4.2. Solución Perturbativa de χ(p)

En una primera aproximación al problema podemos notar que si tomamos estrictamente

el ĺımite M →∞ entonces obtenemos que:

χ−(p) = 0 , χ0(p) = 0 , (4.7)

y χ+(p) satisface la siguiente ecuación:

χ+(p) = 2g2

∫
d2q

(2π)2
q−[

2 (q − iχ)+ q− −m2 + iε
] P

(p− q)2−
. (4.8)

Integrando primero en la coordenada q+ podemos resolver esta ecuación:
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χ+(p) = −iπg2

∫
dq−

(2π)2
sgn(q−)

P
(p− q)2−

=
i

2π

g2

p−
. (4.9)

Esta es la solución encontrada por ’t Hooft en [30] para el caso de QCD2.

Luego el propagador vestido respecto a esta solución de χ(p) toma la siguiente forma:

S(p) = i
γ−

[
p+ + g2

2πp−

]
+ γ+ p− + m

p2 −m2 + g2

π + iε
. (4.10)

Este es el propagador vestido de los quarks encontrado para QCD2 en [31, 32, 52].

Podemos notar que si m es pequeña entonces el polo del propagador es negativo lo que

implica que los quarks son taquiónicos.

Por otro lado si reemplazamos esta solución para el propagador vestido en las ecuaciones

de Bethe-Salpeter que satisfacen las amplitudes ∆ y Λ notaremos que ésta genera masas

imaginarias para alguno de los estados ligados una vez que se considera la contribución de

los campos escalares φi, como se demostrará más adelante. De hecho veremos que cualquier

tipo de solución a χ(p) que sea perturbativa respecto de la expansión 1/M2, esto es, que

tienda a la solución encontrada por ’t Hooft para χ(p), (4.7) y (4.9), en el ĺımite M2 → ∞
conducirá a un espectro de mesones que contenga, en el ĺımite quiral, estados con masa

imaginaria.

4.3. Solución No-Perturbativa de χ(p)

En esta sección exploraremos la posibilidad de que exista una solución no-perturbativa,

respecto de 1/M2 a la ecuación para χ(p). Con este objetivo comenzaremos constatando el

hecho de que si examinamos la ecuación (4.6) es posible intuir que cuando m = 0 (ĺımite

quiral) una solución diferente de cero para Σ0 = iχ0 puede existir, incluso en el caso en que

consideramos el ĺımite M2 →∞.

Para explorar esta posibilidad resolveremos estas ecuaciones comenzando con la solución

χ− = 0 y suponiendo una valor constante (independiente de p) pero no cero para χ0. Valor

que será determinado a continuación al resolver las ecuaciones.

Para encontrar χ+(p) resolvemos a orden cero en la expansion 1/M2 obteniendo la solu-

ción de ’t Hooft:

χ+(p) =
i

2π

g2

p−
. (4.11)

Reemplazamos esta solución en la ecuación para χ0 y resolvemos en el ĺımite quiral.
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Luego considerando el ĺımite de momentum bajo (M2 À p2) obtenemos la siguiente

ecuación que determina el valor χ0:

1 = 2g2

∫
d2q

(2π)2
−i

[q2 −M2 + iε]
1

[q2 −m2
d + iε]

=
g2

2π

1
M2 −m2

d

ln
(

M2

m2
d

)
, (4.12)

donde hemos definido m2
d = Σ0 − g2

π .

Si asumimos que M2 À m2
d entonces es posible resolver anaĺıticamente esta ecuación y

encontrar Σ0:

Σ2
0 '

g2

π
+ M2 exp(−2π

g2
M2) ' g2

π
+

M4

Λ2

∣∣∣∣
Λ→∞

−→ g2

π
. (4.13)

Podemos notar que en virtud de la ecuación (2.13) en este ĺımite Σ0 no tiende a cero sino

a una constante g2

π la cual compensa completamente la contribución taquiónica a la masa de

los quarks encontrada por ’t Hooft [30]. También podemos notar que la solución Eq.(4.13)

justifica plenamente el haber asumido que M2 À m2
d. Luego, en nuestra aproximación te-

nemos que m2
d = 0 en el ĺımite quiral.

El propagador vestido de los quarks, toma la siguiente forma respecto a estas soluciones:

S(p) = i
γ−

[
p+ + g2

2πp−

]
+ γ+ p− + Σ0

p2 −m2
d + iε

. (4.14)

Notemos que la masa dinámica (polo del propagador) ahora es real. Nosotros no tenemos

quarks taquiónicos como sucede en [30]. La existencia de masas taquionicas para los quarks

fue interpretada como una señal de confinamiento, pero esto es incorrecto como ha sido

señalado en [31, 32, 52].
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Caṕıtulo 5

Ecuación Homogénea de

Bethe-Salpeter para Λ(q; p)

Una vez obtenido el propagador vestido de los quarks el primer paso que debemos rea-

lizar para poder resolver la ecuación de Bethe-Salpeter (3.15) y determinar la amplitud de

scattering Λ(q, q′; p) es solucionar la versión homogénea de esta ecuación. En este caṕıtulo

abordaremos este problema y resolveremos la ecuación homogénea de Bethe-Salpeter que sa-

tisface Λ(q; p). También haremos notar que de esta ecuación es posible identificar lo que seŕıa

el vértice propio quark-antiquark-mesón, interpretación que será plenamente confirmada en

el Caṕıtulo 7 cuando resolvamos la ecuación inhomogénea de Bethe-Salpeter y determinemos

la amplitud Λ(q, q′; p).

También en este caṕıtulo veremos que es posible transformar la ecuación homogénea de

Bethe-Salpeter que satisface Λ(q; p) en una ecuación integral, cuyos autovalores serán los

polos en la amplitud de scattering Λ(q, q′; p), es decir las masas de los estados ligados.

5.1. Ecuación de Bethe-Salpeter homogénea para Λ

Como ha sido señalado y es demostrado en el Apéndice B la amplitud Λ(q; p) satisface la

siguiente ecuación homogénea de Bethe-Salpeter:

Λ
α,γ

(q; p) =
∫

d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λ

µ,ν

(k; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λ

µ,ν

(k; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
. (5.1)

Esta ecuación se puede ver escrita en forma gráfica en la Figura (5.1).
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Λ(Q; P )

q

p− q

Λ(q;p)

p
=

k

p− k

Λ(k;p)

p
− 2

k

p− k

Λ(k;p)

p

Figura 5.1: Ecuación para el vértice propio

La función Λ(q; p) se puede identificar como el vértice propio que describe por ejemplo,

ver Figura (5.1), la amplitud de encontrar un quark y un antiquark formando un estado |S〉
en un mesón mass-shell.

Definimos:

Λ̄
α,β

(q; p) =
[
S

αµ
(k−p) Λ

µ,ν

(k; p) S
νβ
(k)

]
(5.2)

Luego tenemos que:

Λ(q; p) =
∫

d2k

(2π)2
(
ig γ−

)
Λ̄(k; p)

(
igγ−

) P
(q − k)2−

(5.3)

− 2i

∫
d2k

(2π)2

(
g σ3

)
Λ̄(k; p)

(
gσ3

)
[
(q − k)2 −M2 + iε

] .

Si multiplicamos a la ecuación (5.3) por la izquierda por S(q − p) y por la derecha por

S(q) obtenemos la siguiente ecuación integral matricial que satisface Λ̄(q; p):

Λ̄(q; p) = iS(q − p) (igγ−)
∫

d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄(k; p)

]
(igγ−)S(q) (5.4)

− 2iS(q − p) (gσ3)
∫

d2k

(2π)2

[
Λ̄(k; p)[

(k − q)2 −M2 + iε
]
]

(gσ3)S(q) .

Para solucionar esta ecuación descomponemos a la matriz Λ(q; p) de la siguiente manera:

Λ̄(q; p) = Λ̄+ γ+ + Λ̄− γ− + Λ̄+− γ+ γ− + Λ̄−+ γ− γ+ , (5.5)

La ecuación homogénea entonces queda:

Λ̄+(q; p) = −4ig2(p− q)−q−
D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+(k; p)

]
(5.6)
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+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
2(p− q)−q−Λ̄− + 2q−Σ0 Λ̄+− − 2Σ0(p− q)−Λ̄−+ − Σ2

0 Λ̄+

[
(k − q)2 −M2 + iε

]
]

.

Λ̄−(q; p) = +
2ig2 Σ2

0

D[p− q]D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+(k; p)

]
(5.7)

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
2[p− q][q]Λ̄+ + 2[q] Σ0 Λ̄−+ − 2Σ0 [p− q]Λ̄+− − Σ2

0 Λ̄−[
(k − q)2 −M2 + iε

]
]

.

Λ̄+−(q; p) = −2ig2 Σ0 (p− q)−
D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+(k; p)

]
(5.8)

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
−2(p− q)−[q]Λ̄−+ − [q] Σ0 Λ̄+ + Σ0 (p− q)−Λ̄− + Σ2

0 Λ̄+−
[
(k − q)2 −M2 + iε

]
]

.

Λ̄−+(q; p) = +
2ig2 Σ0 q−

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+(k; p)

]
(5.9)

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
−2[p− q] q−Λ̄+− − q−Σ0 Λ̄− + Σ0 [p− q]Λ̄+ + Σ2

0 Λ̄−+

[
(k − q)2 −M2 + iε

]
]

,

donde hemos definido las siguientes cantidades:

D[q] = q2 −m2
d + iε , [q] = q+ +

g2

2π

(
P
q−

)
. (5.10)

Con el objetivo de tener control en nuestra expansión en 1/M2 introducimos las siguientes

variables:

Λ̃−(q; p) = −2
(p− q)− q−

Σ2
0

Λ̄−(q; p) + Λ̄+(q; p) , (5.11)

Λ̃+−(q; p) = −2
q−
Σ0

Λ̄+−(q; p) + Λ̄+(q; p) , (5.12)

Λ̃−+(q; p) = 2
(p− q)−

Σ0
Λ̄−+(q; p) + Λ̄+(q; p) . (5.13)

Si escribimos las ecuaciones integrales respecto a estas variables, notaremos que en el

ĺımite M2 grande las ecuaciones para estas nuevas variables sólo contienen términos superfi-

cialmente proporcionales a 1/M2. En cambio la ecuación para Λ̄+(q; p) contiene al operador
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CAPÍTULO 5. ECUACIÓN HOMOGÉNEA DE BETHE-SALPETER PARA
Λ(Q; P )

de ’t Hooft, que es de orden cero en 1/M2, junto con términos proporcionales a 1/M2 en

los cuales las nuevas variables y Λ̄+(q; p) aparecen. Como la idea es resolver estas ecuaciones

a primer orden en 1/M2 entonces en la ecuación para Λ̄+(q; p) sólo retendremos términos

donde Λ̄+(q; p) aparezca. Luego la ecuación que determina a Λ̄+(q; p) es la siguiente:

Λ̄+(q; p) = 2ig2 (p− q)− q−
D[p− q]D[q]

[
−2

∫
d2k

(2π)2
P

(k − q)2−
Λ̄+(k; p) + (5.14)

−Σ2
0

∫
d2k

(2π)2
1

(p− k)− k−

Λ̄+(k; p)[
(k − q)2 −M2 + iε

] − Σ2
0

(p− q)− q−

∫
d2k

(2π)2
Λ̄+(k; p)[

(k − q)2 −M2 + iε
]

+
Σ2

0

(p− q)−

∫
d2k

(2π)2
1

k−

Λ̄+(k; p)[
(k − q)2 −M2 + iε

] +
Σ2

0

q−

∫
d2k

(2π)2
1

(p− k)−
Λ̄+(k; p)[

(k − q)2 −M2 + iε
]
]

.

Como en el vértice propio la dependencia en Λ̄−, Λ̄+− y Λ̄−+ es en un término que ya

es superficialmente de orden 1/M2 es que consideraremos soluciones para Λ̄−, Λ̄+− y Λ̄−+

de orden cero en la expansión 1/M2. A este orden estas funciones quedan determinadas

exclusivamente por la solución de Λ̄+.

De modo que aproximaremos las ecuaciones que determinan a las funciones Λ̄−, Λ̄+− y

Λ̄−+, que no son relevantes a este orden en la determinación del espectro de masa, como

sigue:

Λ̄−(q; p) ∼ − Σ2
0

2 (p− q)− q−
Λ̄+(q; p) , (5.15)

Λ̄+−(q; p) ∼ +
Σ0

2 q−
Λ̄+(q; p) , (5.16)

Λ̃−+(q; p) ∼ − Σ0

2 (p− q)−
Λ̄+(q; p) . (5.17)

Ahora procederemos a solucionar la ecuación (5.14), para esto como es convencional

definimos la función de onda:

φ(q−) =
∫

dq+ Λ̄+(q; p) , (5.18)

luego en la región (k − q)2 ¿ M2 podemos integrar respecto de q+ a ambos lados de la

ecuación (5.14) obteniendo la siguiente ecuación de autovalores que satisface la función de

onda φ:
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[
p2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
φ(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ(y) (5.19)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)

(1− y)1−β
− A

Σ2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x)x]1−β

∫ 1

0

dy φ(y) + A Σ2
0

∫ 1

0

dy
φ(y)

[(1− y) y]1−β
.

Donde hemos introducido las siguientes variables adimensionales:

q− = xp− , k− = yp− , (5.20)

junto con el parámetro de expansión A = g2

2π
1

M2 definido previamente.

La ecuación integral (5.19) es una ecuación de autovalores cuyos autovalores p2, como

veremos en el Caṕıtulo 7, corresponden a las masas de los mesones, estados ligados qq̄ con

números cuánticos de |S〉 y las autofunciones corresponden a las funciones de onda de estos

estados, donde x representa a la fracción del momentum total del mesón que es llevada por

el quark. Esta ecuación posee un núcleo simétrico que garantiza que los autovalores sean

reales. También es simétrica bajo la transformación x → (1− x) encontrada por ’t Hooft en

[30].

A primer orden en la expansión en A del cálculo directo desde (5.14) obtenemos β = 0 en

(5.19), pere este núcleo genera una ecuación integral demasiado singular. Luego las singula-

ridades que aparecen deben ser suavizadas mediante una resumación de la serie considerando

singularidades similares, pero de orden superior en A, que aparecen del cálculo a ordenes

siguientes. De manera de simular esta resumación es que hemos introducido la constante β

que efectivamente regulariza la ecuación integral. El coeficiente β gobierna el comportamiento

de las soluciones de (5.19) cerca de los puntos extremos (0 y 1). Fijaremos el valor de este

coeficiente al imponer autoconsistencia de las soluciones cerca de los bordes. Se verá que el

parámetro β es pequeño y de hecho desaparece cuando A → 0. Su presencia garantiza que

el espectro de (5.19) sea positivo, ver Caṕıtulo 6.

En el siguiente caṕıtulo trabajaremos en las soluciones de esta ecuación integral, que como

veremos nos dará un espectro discreto de autovalores para p2. Por el momento supondremos

que su solución es conocida y seguiremos trabajando en determinar el vértice propio.

5.2. El Vértice Propio

Una vez que se conoce la solución para φ(x) podemos determinar el valor del vértice

propio en virtud de la ecuación (5.3). Usando las siguientes relaciones:
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γ− · Λ̄(q; p) · γ− = + 2 γ− Λ̄+(q; p) , (5.21)

σ3 · Λ̄(q; p) · σ3 = − Λ̄+(q; p) γ+ − Λ̄−(q; p) γ− + Λ̄+−(q; p) γ+γ− (5.22)

+ Λ̄−+(q; p) γ−γ+ ,

y considerando la región (k − q)2 ¿ M2 podemos escribir:

Λ(q; p) = −2ig2 γ−

[∫
d2k

(2π)2
P

(q − k)2−
Λ̄+(k; p) +

1
M2

∫
d2k

(2π)2
Λ̄−(k; p)

]
(5.23)

+
2ig2

M2

∫
d2k

(2π)2

[
− Λ̄+(k; p) γ+ + Λ̄+−(k; p) γ+γ− + Λ̄−+(k; p) γ−γ+

]
.

Luego usando las ecuaciones (5.15), (5.16), (5.17) obtenemos el vértice propio en función

de las autofunciones de (5.19):

Λn

α,γ

(x; p) = −i
g2

2p− π2

[ ∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φn(y)−A

∫ 1

0

dy
φn(y)

(1− y)y

]
γαγ
−

− iA
p−
π

[ ∫ 1

0

dy φn(y)

]
γαγ
+ + iA

g

2π
3
2

[ ∫ 1

0

dy
φn(y)

y

]
(γ+γ−)αγ (5.24)

− iA
g

2π
3
2

[ ∫ 1

0

dy
φn(y)
(1− y)

]
(γ−γ+)αγ

.
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Caṕıtulo 6

Ecuación de Autovalores Para

φ(x)

En este caṕıtulo se estudiará la ecuación integral de autovalores que satisface φ(x). Los

autovalores de esta ecuación corresponden a las masas en unidades de g2

π de los estados

ligados S, los polos en la matriz de scattering Λ(q, q′; p).

Se encontrará una solución no-perturbativa de masa cero que como veremos en el Caṕı-

tulo 8 corresponde al pión de nuestro modelo y el resto del espectro se estimará en forma

perturbativa a partir de la solución de ’t Hooft.

6.1. Funciones pares y Funciones Impares

En este caṕıtulo se estudiará la ecuación integral de autovalores:

[
p2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
φ(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ(y) (6.1)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)

(1− y)1−β
− A

Σ2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x)x]1−β

∫ 1

0

dy φ(y) + A Σ2
0

∫ 1

0

dy
φ(y)

[(1− y) y]1−β
.

Esta ecuación fue derivada a partir de la ecuación homogénea de Bethe-Salpeter que

satisface Λ(q; p). Exploraremos soluciones a esta ecuación considerando valores pequeños

pare el coeficiente de expansión A; esto nos permitirá asumir que:

m2
d = 0 , Σ2

0 =
g2

π
. (6.2)
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Antes de comenzar el estudio de la ecuación (6.1), esto es de las condiciones de borde que

las soluciones de (6.1) deben satisfacer y del espectro de autovalores que la ecuación genera,

realizaremos un desplazamiento de la variable x en − 1
2 en order de apreciar de una mejor

manera las simetŕıas de la función de onda, que en estas nuevas variables corresponderán a

realizar x → −x. En virtud de esta simetŕıa las autofunciones de la ecuación integral serán

funciones pares o impares respecto del cambio de signo en x.

Luego si se escribe la ecuación (6.1) referida a las funciones pares φ(x) = φ(−x) tenemos

que esta corresponde a:

µ2 φ(x) = −
∫ 1

2

− 1
2

dy
P

(x− y)2
φ(y) − 8A

(1− 4x2)1−β

∫ 1
2

− 1
2

dy
φ(y)

(1− 4y2)1−β
(6.3)

+
4A

(1− 4x2)1−β

∫ 1
2

− 1
2

dy φ(y) + 4 A

∫ 1
2

− 1
2

dy
φ(y)

(1− 4y2)1−β
.

Del mismo modo la ecuación (5.19) referida a las funciones impares φ(x) = −φ(−x)

corresponde a la ecuación:

µ2 φ(x) = −
∫ 1

2

− 1
2

dy
P

(x− y)2
φ(y) +

32A x

(1− 4x2)1−β

∫ 1
2

− 1
2

dy
y φ(y)

(1− 4y2)1−β
. (6.4)

Donde hemos introducido el autovalor adimensional µ2 = πp2/g2.

Siguiendo los trabajos de Harada [56] se consideran funciones pares de la siguiente forma:

φ(x) =
∞∑

n=0

aj (1− 4x2)α+j , (6.5)

y funciones impares de la siguiente forma:

φ(x) =
∞∑

j=0

bj x (1− 4x2)α+j . (6.6)

6.2. Condiciones de Borde y Espectro Positivo

Comenzaremos esta sección estudiando las condiciones de borde que deben satisfacer las

soluciones de (6.1). Estas condiciones se fijarán al imponer que las divergencias principales

que aparecen cuando x → ± 1
2 en (6.1) se cancelen. En este proceso también quedará de-

terminado el valor del coeficiente β, coeficiente que como veremos en la segunda parte de

esta sección garantiza que el espectro sea positivo definido. Para dar una idea de cual es

el procedimiento consideraremos en forma expĺıcita el caso de las funciones pares; para las

funciones impares el procedimiento es similar y el resultado para β es el mismo.

Trabajando en el ĺımite A pequeño consideraremos funciones que en los bordes se com-

porten de la siguiente forma (1−4x2)β . De manera que para fijar el valor de β reemplazaremos
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esta función (6.3) y fijaremos el coeficiente β al imponer que se cancelen las divergencias prin-

cipales (1− 4x2)β−1 que aparecen cuando x está cerca de los extremos. Si reemplazamos la

función (1− 4x2)β en (6.3) obtendremos:

µ2(1− 4x2)β = + 4
√

4
Γ(β + 1)
Γ(β + 1

2 )
F (1,

1
2
− β;

1
2
; 4x2) − 4

√
π A

(1− 4x2)1−β

Γ(2β)
Γ( 1

2 + 2β)

+
2
√

π A

(1− 4x2)1−β

Γ(1 + β)
Γ( 3

2 + β)
+ 2

√
π A

Γ(2β)
Γ( 1

2 + 2β)
. (6.7)

La función F (a, b; c; z) corresponde a la función hipergeométrica de Gauss [54]:

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(a + n)Γ(b + n)
Γ(c + n)

zn

n!
(6.8)

En la deducción de (6.7) hemos utilizado los resultados de [55] para la integral en el

núcleo de ’t Hooft. Por el momento estamos interesados sólo en los términos de (6.7) que

divergen cuando x → ± 1
2 . Luego los términos proporcionales a (1− 4x2)β−1 en (6.7) son los

siguientes:

0 = 4π β cot[π β] − 4
√

π A
Γ(2β)

Γ( 1
2 + 2β)

+ 2
√

π A
Γ(1 + β)
Γ( 3

2 + β)
. (6.9)

En el ĺımite en que A y β son pequeños podemos aproximar esta ecuación obteniendo la

siguiente expresión que relaciona a A y β:

0 = 4− 2
A

β
+O(A, β) (6.10)

Luego para eliminar las divergencias principales a orden cero en el ĺımite A → 0 tenemos

que β debe ser igual a:

β =
A

2
. (6.11)

Ahora procederemos a probar que el espectro de (6.1) es positivo definido. Para esto

utilizaremos el hecho de que sabemos que el estado fundamental debe ser una función par.

Además sabemos que para cualquier función que vaya a cero más rápido que (1 − 4x2)
1
2

cuando x → ±1/2 podemos considerar a los términos proporcionales a A en (6.3) como

perturbaciones al término de ’t Hooft, el cual es positivo definido. Luego sólo funciones de

prueba que sean cercanas a funciones constantes podrán generar autovalores µ2 negativos en

(6.3). Exploraremos esta posibilidad considerando funciones de la siguiente forma:

f(x) = (1− 4x2)γ , (6.12)

donde γ es una constante de valor pequeño pero arbitrario. Luego multiplicamos a la ecuación

(6.3) por f(x) a ambos lados e integramos respecto de x. Obtenemos (ver apéndice de la

referencia [56]):
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CAPÍTULO 6. ECUACIÓN DE AUTOVALORES PARA φ(X)

µ2〈f(x)|f(x)〉 = 24γ−2 γ
Γ[γ]4

Γ[2γ]2
− 2Aπ

Γ[γ + β]2

Γ[ 12 + γ + β]2
+ 2Aπ

Γ[γ + β] Γ[1 + γ]
Γ[ 12 + γ + β] Γ[ 32 + γ]

. (6.13)

Si asumimos que tanto A como γ = αA son coeficientes pequeños entonces tenemos que

sólo los dos primeros términos de la parte derecha de la ecuación (6.13) serán relevantes.

Luego la parte divergente de la ecuación (6.13) es:

µ2〈f(x)|f(x)〉 ∼ 1
γ

[
1− 2Aγ

(γ + β)2

]
=

1
γ

[
1− 2α

(α + 1
2 )2

]
. (6.14)

Podemos ver que para cualquier valor del coeficiente α la expresión entre brackets es

evidentemente positiva. Notemos que la existencia de un β no nulo garantiza que el espectro

sea positivo cuando γ va a cero y A es pequeño pero no nulo.

6.3. El Espectro de Autovalores

Una vez que se ha determinado el coeficiente β procedemos a examinar el espectro de

autovalores de las ecuaciones (6.3) y (6.4). El estado fundamental debe ser una función par,

luego cuando examinamos la ecuación (6.3) considerando el comportamiento asintótico en

los extremos obtenemos la siguiente función como estado fundamental en el ĺımite A → 0:

φ0(x) = (1− 4x2)
A
2 − 1

π
(1− 4x2)

1
2 (6.15)

Este es básicamente un resultado no-perturbativo que difiere de la solución de ’t Hooft en

el ĺımite A → 0 obteniendo µ = 0, como nosotros esperábamos del rompimiento espontáneo

de la simetŕıa quiral en 4D. Podemos notar que el segundo término en (6.15) es la contribución

principal en la solución para el estado fundamental de la ecuación de ’t Hooft para el caso

en que m2 = g2

π [30], y el primer término compensa potencias de A cuando insertamos a

φ0(x) en (6.3) y tomamos el ĺımite A → 0. El resultado final es un corrimiento del estado

fundamental sin perturbar µ2 = 7,25 (autovalor del estado fundamental de ’t Hooft cuando

m2 = g2

π ) haćıa la solución no-perturbativa µ2 = 0 en el ĺımite A → 0.

Para los restantes estados masivos nos es imposible encontrar soluciones anaĺıticas, como

sucede también con la ecuación de ’t Hooft. Sin embargo podemos estimar estas soluciones

trabajando con los elementos de matriz del Hamiltoniano µ2(φ, φ) = (φ,Hφ) y usando teoŕıa

de perturbaciones usual, comenzando de las soluciones de ’t Hooft (caso A = 0).

Con este objetivo escribimos la ecuación (6.3) de la siguiente manera:

µ2φ(x) =
∫ 1

2

− 1
2

dy H(x, y)φ(y) =
∫ 1

2

− 1
2

dy
[
H0(x, y) + AH1(x, y)

]
φ(y) (6.16)

Donde hemos definido:
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H0(x, y) = − P
(x− y)2

(6.17)

H1(x, y) = − 8
1

(1− 4x2)1−β

1
(1− 4y2)1−β

(6.18)

+
4

(1− 4x2)1−β
+

4
(1− 4y2)1−β

Siguiendo los trabajos [55, 56] referidos a soluciones de la ecuación de ’t Hooft, expandi-

mos las funciones de onda pares e impares de la siguiente manera:

φ(x) =





N∑
n=0

aj (1− 4x2)
1
2+j =

N∑
n=0

aj f j(x)

N∑
n=0

bn x (1− 4x2)
1
2+j =

N∑
n=0

bj gj(x)

(6.19)

La idea es considerar que N →∞ pero en términos prácticos no consideraremos valores

de N mayores que 7, que por lo demás está en acuerdo con la precisión de este método (ver

[55]).

Si multiplicamos a ambos lados de la ecuación (6.16) por f i(x) e integramos respecto de

x obtenemos:

µ2N̂ ~a = Ĥ~a , ~a = [a0, a1, · · · , an−1]t . (6.20)

Donde hemos definido:

Ĥij = Ĥij
0 + A Ĥij

1 (6.21)

En virtud de los cálculos que aparecen en el apéndice de [56] tenemos que:

Ĥij
0 =

∫ 1
2

− 1
2

dx

∫ 1
2

− 1
2

dy f i(x) H0(x, y) f j(y) (6.22)

= 2(1+i+j) ( 1
2 + j)( 1

2 + i)
(1 + i + j)

Γ2( 1
2 + i) Γ2(1

2 + j)
Γ(1 + 2i) Γ(1 + 2j)

,

además tenemos que:

N̂ ij =
∫ 1

2

− 1
2

dy f i(y) f j(y) =
√

π

2
Γ(2 + i + j)
Γ( 5

2 + i + j)
. (6.23)

Por otro lado los nuevos términos son:
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Ĥij
1 =

∫ 1
2

− 1
2

dx

∫ 1
2

− 1
2

dy f i(x) H1(x, y) f j(y) (6.24)

= −2π
Γ( 1

2 + i) Γ( 1
2 + j)

Γ(1 + i) Γ(1 + j)
+ π

Γ( 1
2 + i) Γ( 3

2 + j)
Γ(1 + i) Γ(2 + j)

+ π
Γ( 3

2 + i)Γ( 1
2 + j)

Γ(2 + i) Γ(1 + j)
.

Estimaremos el espectro masivo en forma perturbativa a partir de la solución de ’t Hooft

A = 0. Para esto determinaremos en forma numérica dicha solución. El problema que debe-

mos resolver es el siguiente:

µ2
0 N̂ ~a = Ĥ0 ~a . (6.25)

La matriz de norma N̂ aparece debido a que la base de funciones que estamos utilizando

no es ortonormal. Para transformar esta ecuación en una ecuación de autovalores normal

seguimos el procedimiento descrito en [55, 56]. Luego debemos resolver el problema de au-

tovalores de la matriz de norma antes de continuar:

N̂ ~vi = λi ~vi . (6.26)

Una vez resuelto este problema introducimos la siguiente matriz de transformación:

Ŵ =
[

~v1

||~v1||
√

λ1

, · · · ,
~vn

||~vn||
√

λn

]
. (6.27)

Luego podemos transformar la ecuación (6.26) en un problema usual de autovalores:

µ2
0

~b = Ŵ t Ĥ0 Ŵ ~b, ~a = Ŵ~b . (6.28)

Resolvimos numéricamente esta ecuación considerando n = 5, los resultados para µ2
0

aparecen el Cuadro 6.1.

Luego con los resultados de la ecuación de ’t Hooft procedemos a evaluar las correcciones

del espectro a orden A por medio del uso de la teoŕıa de perturbaciones usual. Con este

objetivo consideramos la siguiente expansión:

µ2 = µ2
0 + Aµ2

1 + · · · , (6.29)

luego tenemos que la corrección al autovalor µ2 a orden A es:

µ2
1 =

∫ 1
2

− 1
2

dx

∫ 1
2

− 1
2

dy φ0(x)H1(x, y)φ0(y)

∫ 1
2

− 1
2

dx φ0(x)φ0(x)

. (6.30)

Si escribimos las soluciones de la ecuación de ’t Hooft respecto de la base (6.19):
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’t Hooft Perturbación

µ2
0 µ2

1

17.30 18.20

27.12 -17.96

37.02 18.93

46.92 -20.14

56.93 21.84

71.05 -24.13

83.96 28.09

Cuadro 6.1: Espectro de masa y correcciones para los estados excitados de φ(x).

φ0(x) =
∞∑

n=0

a0
i f i(x) , (6.31)

y usamos las definiciones que aparecen en (6.23), (6.24) y (6.28) obtenemos que:

µ2
1 =

a0
i Ĥij

1 a0
j

a0
i N̂ ij a0

j

(6.32)

Se evaluaron estas correcciones para cada nivel, los resultados aparecen en el Cuadro 6.1

donde también se han incluido los resultados para las funciones impares. Las soluciones im-

pares son obtenidas siguiendo un procedimiento similar al aqúı expuesto para las funciones

pares. El espectro de soluciones para φ(x) se compone de soluciones pares e impares inter-

caladas. Como en el Cuadro 6.1 el espectro de masas mostrado corresponde sólo al de las

soluciones excitadas tenemos que el primer autovalor corresponde al de una solución impar,

luego el siguiente corresponderá a una solución par y aśı en lo sucesivo.

6.4. Comportamiento Asintótico del Espectro

Terminaremos este caṕıtulo describiendo algunas caracteŕısticas generales del espectro de

autovalores de (6.1), en particular su comportamiento asintótico. Con este objetivo consi-

deraremos una aproximación algo simple para las autofunciones y autovalores pero que nos

permitirá estimar el comportamiento del espectro de masa para valores grandes de estos. En

este punto seguiremos el procedimiento utilizado por ’t Hooft en [30].
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Comenzaremos con la ecuación para φ(x) como fue escrita en primera instancia, esto es

definida en el intervalo [0, 1]:

[
p2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
φ(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ(y) (6.33)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)

(1− y)1−β
− A

Σ2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x)x]1−β

∫ 1

0

dy φ(y) + A Σ2
0

∫ 1

0

dy
φ(y)

[(1− y) y]1−β
.

Luego siguiendo [30] consideramos soluciones que sean periódicas y que se anulen en los

bordes. Para el término de ’ Hooft obtenemos:

−
∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
eiwy = π |w| eiwx, (6.34)

donde hemos considerado que la integral (6.34) recibe su mayor contribución cuando y es cer-

cano a x. Considerando la expresión anterior para φ(x) reemplazamos a esta en los restantes

términos y consideramos su parte imaginaria. Luego en el ĺımite en que w es grande obten-

emos:

Im

{
−A

Σ̄2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
eiwy

y1−β

}
= − A Σ̄2

0

(1− x)1−β

π

2
w−β , (6.35)

Im

{
−A

Σ̄2
0

x1−β

∫ 1

0

dy
eiwy

(1− y)1−β

}
= −A Σ̄2

0

x1−β

π

2
w−β , (6.36)

Im

{
+A

Σ̄2
0

[(1− x) x]1−β

∫ 1

0

dy eiwy

}
= + A

Σ̄2
0

[(1− x)x]1−β

−i

w
cosw , (6.37)

Im

{
+ A Σ̄2

0

∫ 1

0

dy
eiwy

(1− y) y

}
= + A Σ̄2

0 π w−β . (6.38)

Podemos apreciar que al igual que en QCD2 si w es grande y A ∼ 0 tenemos que las

autofunciones pueden aproximarse por:

φn(x) ' sin(nπ x) , n = 1, 2, 3, . . . , (6.39)

con autovalores:

µ2
n ' π2 n . (6.40)

Esto es una trayectoria de Regge recta sin estados continuos, tal y como sucede en QCD2.

Dado que las aproximaciones que se han realizado son válidas para valores grandes de n,
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6.4. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DEL ESPECTRO

tenemos que la ecuación (6.40) determina la forma asintótica del espectro de autovalores,

en particular determina la forma asintótica de la trayectoria de Regge. Desviaciones de esta

trayectoria son esperados para autovalores más pequeños debido a los términos que se han

despreciado.
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CAPÍTULO 6. ECUACIÓN DE AUTOVALORES PARA φ(X)

42



Caṕıtulo 7

Matrices de Scattering

En este caṕıtulo se resolverán la ecuaciones inhomogéneas de Bethe-Salpeter a partir de

las soluciones conocidas de las ecuaciones homogéneas. Con este resultado se determinarán los

valores de las matrices de scattering. Veremos como éstas pueden ser descritas en función de

los vértices propios, previamente definidos y determinados en el Caṕıtulo 5 y su Apéndice C.

Se podrá apreciar que los autovalores de las ecuaciones para las funciones de onda definidas

en el Caṕıtulo 5 y su Apéndice C corresponden a los polos de las matrices de scattering.

En este caṕıtulo mostraremos el cálculo expĺıcito para el caso de la amplitud de scattering

Λ(q, q′; p) y se darán los resultados para las demás amplitudes.

7.1. Ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea para Λ

En esta sección se resolverá la ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea para Λ(q, q′; p).

De los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3 y su apéndice B tenemos que la amplitud de

scattering Λ(q, q′; p) satisface la siguiente ecuación integral:

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− − i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (7.1)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)

Como hemos mencionado esta ecuación es una generalización de la ecuaciones que satis-

facen las amplitudes de scattering en QCD2. Sin embargo a diferencia de lo que sucede alĺı la

estructura espinorial de nuestra ecuación no es trivial, de modo que no es posible factorizar
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la dependencia espinorial de (7.1) como sucede en QCD2 donde todo finalmente resulta ser

proporcional a γαγ
− γβδ

− [31]. En nuestro caso esto no es aśı y debemos trabajar un poco más

con la estructura espinorial de la ecuación antes de poder resolverla. Usando las relaciones

que aparecen en el Apéndice E (E.17) y (E.20) podemos reescribir la ecuación (7.1) de la

siguiente manera:

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαγ
− γβδ

−

− i
g2

4Nc

(γ+ γ−)αγ(γ+γ−)βδ + (γ−γ+)αγ (γ−γ+)βδ − 2 γαγ
+ γβδ

− − 2 γαγ
− γβδ

+[
(q − q′)2 −M2 + iε

]

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−
(7.2)

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

Luego si escribimos la dependencia en los ı́ndices espinoriales de Λ(q, q′; p) como sigue:

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = Λαγ
1 (q, q′; p) γβδ

− + Λαγ
2 (q, q′; p) γβδ

+ (7.3)

+ Λαγ
3 (q, q′; p)

(
γ+ γ−

)βδ + Λαγ
4 (q, q′; p)

(
γ− γ+

)βδ
,

obtenemos estructuras espinoriales similares en (7.2) tanto para los términos que dependen

de Λ(q, q′; p) como para los otros dos términos haciendo más fácil trabajar con la ecuación.

De esta manera la ecuación (7.2) aunque menos compacta resulta de utilidad en el momento

de ser resuelta por medio de utilizar la solución de la ecuación homogénea.

En principio para obtener la matriz de scattering Λ(q, q′; p) debemos determinar todas

las componentes de ella definidas en (7.3), sin embargo notaremos que basta con conocer

Λαγ
1 para fijar las restantes componentes.

La ecuación inhomogénea que satisface Λαγ
1 es:

Λαγ
1 (q, q′; p) = − i

g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαγ
− + i

g2

2Nc

γαγ
+[

(q − q′)2 −M2 + iε
] (7.4)

+
∫

d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λµν

1 (k, q′; p)S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λµν

1 (k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
. (7.5)

Siguiendo el procedimiento estándar definimos:
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7.1. ECUACIÓN DE BETHE-SALPETER INHOMOGÉNEA PARA Λ

Λ̄ελ
1 (q, q′; p) =

[
S

εµ
(k−p) Λµν

1 (q, q′; p) S
νλ
(k)

]
(7.6)

Luego podemos escribir la componente de la amplitud de scattering Λ1(q, q′; p) en función

de la nueva variable Λ̄1(q, q′; p) de la siguiente manera:

Λ1(q, q′; p) = − i
g2 γ−
2Nc

P
(q − q′)2−

+ i
g2

2Nc

γ+[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (7.7)

+
∫

d2k

(2π)2
(
ig γ−

)
Λ̄1(k, q′; p)

(
igγ−

) P
(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2

(
g σ3

)
Λ̄1(k, q′; p)

(
gσ3

)
[
(q − k)2 −M2 + iε

] .

Multiplicamos la ecuación (7.7) por la izquierda por S(q − p) y por la derecha por S(q)

de modo de obtener la siguiente ecuación inhomogénea que satisface la matriz Λ̄1(q, q′; p):

Λ̄1(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

S(q − p) γ− S(q) + i
g2

2Nc

S(q − p) γ+ S(q)[
(q − q′)2 −M2 + iε

]

+ S(q − p)
(
ig γ−

)∫ d2k

(2π)2

[
P

(q − k)2−
Λ̄1(k, q′; p)

] (
igγ−

)
S(q) (7.8)

− 2iS(q − p)
(
g σ3

)∫ d2k

(2π)2
Λ̄1(k, q′; p)[

(q − k)2 −M2 + iε
] (

gσ3

)
S(q) .

Para resolver esta ecuación descomponemos a la matriz Λ̄1(q, q′; p) de la siguiente manera:

Λ̄1(q, q′; p) = Λ̄+
1 γ+ + Λ̄−1 γ− + Λ̄+−

1 γ+ γ− + Λ̄−+
1 γ− γ+ . (7.9)

Trabajando a primer orden en la expansión 1/M2 se resolvieron las ecuaciones integrales

acopladas que satisfacen las componentes de Λ̄1(q, q′; p) definidas en (7.9). Estos cálculos se

encuentran resumidos en el Apéndice D. Con estos resultados se determinó Λ1(q, q′; p) hasta

orden 1/M2 por medio del uso de la ecuación (7.7). El resultado se puede expresar de la

siguiente manera:

Λ1(q, q′; p) = − i
g2 γ−
2Nc

P
(q − q′)2−

+ i
g2

2Nc

γ+[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (7.10)

+
∑

n

i(
p2 − µ̄2

n

)
[
Λ+

n (x, p) γ+ + Λ−n (x, p) γ− +

+ Λ+−
n (x, p) γ+ γ− + Λ−+

n (x, p) γ− γ+

]
Λ−n (x′, p) .
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CAPÍTULO 7. MATRICES DE SCATTERING

Donde hemos introducido las variables adimensionales:

q− = xp− , k− = yp− , (7.11)

q′− = x′p− , (7.12)

y hemos hecho uso de las definiciones que aparecen en el Apéndice D:

Λ−n (x, p) =
g2

√
2π Ncp−

[∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φn(y)−A

∫ 1

0

dy
φn(y)

[(1− y)y]1−β

]
, (7.13)

Λ+
n (x, p) = A

√
2π

Nc
p−

∫ 1

0

dy φn(y) , (7.14)

Λ+−
n (x, p) = −A

g

2Nc

∫ 1

0

dy
φn(y)
y1−β

, (7.15)

Λ−+
n (x, p) = A

g

2Nc

∫ 1

0

dy
φn(y)

(1− y)1−β
, (7.16)

µ̄2
n =

g2

π
µ2

n . (7.17)

Podemos notar que la expresión definida en (7.17) posee unidades de masa y que corre-

sponde precisamente a la masa del estado ligado generado en el scattering Λ, esto es a un

estado ligado con números cuánticos de |P 〉.
Una vez determinada Λ1(q, q′; p) de la ecuación (7.3) recordamos que esta matriz corres-

ponde a una de las componentes de la amplitud de scattering Λ(q, q′; p); en particular a la

componente proporcional a γβδ
− luego es posible percatarse de que lo que vemos en Λ1(q, q′; p)

es uno de los términos que resulta del producto de dos vértices propios de la forma:

Λn

α,γ

(x; p) =
g2

√
2π Nc

1
p−

[ ∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φn(y)−A

∫ 1

0

dy
φn(y)

[(1− y)y]1−β

]
γαγ
− (7.18)

+ A

√
2π

Nc
p−

[ ∫ 1

0

dy φn(y)

]
γαγ
+ − A

g√
2Nc

[ ∫ 1

0

dy
φn(y)
y1−β

]
(γ+γ−)αγ

+ A
g√
2Nc

[ ∫ 1

0

dy
φ(y)

(1− y)1−β

]
(γ−γ+)αγ

,

cuando retenemos términos hasta orden 1/M2 en este producto. Notemos que este vértice

corresponde, salvo una constante global:

C = i

√
2

Nc
π

3
2 , (7.19)
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7.2. AMPLITUDES DE SCATTERING ∆, Θ Y Ω

al vértice encontrado al resolver la ecuación homogénea de Bethe-Salpeter que satisface

Λ(q; p).

Escribiendo en forma expĺıcita el resultado para la amplitud de scattering Λ(q, q′; p)

podemos notar que efectivamente los autovalores de la ecuación (5.19) corresponde a los

polos de esta amplitud de scattering:

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− − i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (7.20)

+
∑

n

i(
p2 − µ̄2

n

) Λn

α,γ

(q−; p) Λn

β,δ

(q′−; p) .

Esta ecuación se puede interpretar como el siguiente diagrama:

q

Λ

p− q

q′

p− q′

= 1
2 − + Λn Λn

n

q

p− q

q′

p− q′

(7.21)

Donde la suma sobre el ı́ndice n esta impĺıcita en el diagrama.

7.2. Amplitudes de Scattering ∆, Θ y Ω

El cálculo de las amplitudes de scattering restantes es similar al aqúı desarrollado para

Λ(q, q′; p) y en esta sección nos limitaremos sólo a dar los resultados de estos.

Para la amplitud de scattering ∆(q, q′; p) obtenemos:

q

∆

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + + ∆n ∆n

n

q

p− q

q′

p− q′

(7.22)

Donde el diagrama (7.22) representa a la siguiente ecuación:

∆
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− + i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (7.23)

+
∑

n

i(
p2 − µ̃2

n

) ∆n

α,γ

(q−; p) ∆n

β,δ

(q′−; p) .
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CAPÍTULO 7. MATRICES DE SCATTERING

El vértice propio ∆n(q−; p) y las masas de los estados ligados que se propagan µ̃n están

determinados en el Apéndice B en las ecuaciones (C.9) y (C.8) respectivamente. Notemos

que el estado ligado que se propaga en (7.22) y que posee masa µ̃n tiene números cuánticos

asociados al estado |S〉, ver (3.3).

Para la amplitud de scattering Θ(q, q′; p) obtenemos:

q

Θ

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + Θn Θn

n

q

p− q

q′

p− q′

(7.24)

Donde el diagrama corresponde a la ecuación:

Θ
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− +
∑

n

i(
p2 − ω̄2

n

) Θn

α,γ

(q−; p) Θn

β,δ

(q′−; p) . (7.25)

El vértice propio Θn(q−; p) y los masas de los estados ligados que se propagan en este

caso corresponden a los valores de QCD2 y están determinados por las ecuaciones (C.3) y

(C.2) respectivamente. En este caso el estado ligado que se propaga en (7.24) de masa w̄n

tiene números cuánticos asociados al estado |V 〉, ver (3.4).

La amplitud de scattering Ω(q, q′; p) queda determinada por la siguiente expresión:

q

Ω

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + Ωn Ωn

n

q

p− q

q′

p− q′

(7.26)

Donde el diagrama corresponde a la siguiente ecuación:

Ω
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− +
∑

n

i(
p2 − ω̄2

n

) Ωn

α,γ

(q−; p) Ωn

β,δ

(q′−; p) . (7.27)

Al igual que en el caso de Θ(q, q′; p) los vértices propios (C.5) y las masas de los estados

ligados (C.6) corresponde a los valores que se obtienen de QCD2. Luego los polos para las

amplitudes de scattering Θ(q, q′; p) y Ω(q, q′; p) son iguales y además coinciden con los que

se obtienen de QCD2 cuando la masa de los quark en el Lagrangiano de QCD2 es m2 = g2

π .

En este caso el estado ligado que se propaga en (7.26) y cuya masa es w̄n tiene números

cuánticos asociados al estado |A〉, ver (3.3).
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7.3. AMPLITUDES DE SCATTERING T

7.3. Amplitudes de Scattering T

Una vez que se han determinado todas las amplitudes de scattering que satisfacen ecua-

ciones desacopladas de Bethe-Salpeter podemos volver a las amplitudes originales por medio

del uso de las ecuaciones (3.5) y (3.6). De este modo obtenemos los siguientes resultados:

Soluciones Amplitudes T1 y T4

q

T1

p− q

q′

p− q′

= + φ2 +
n

∆n ∆n

q

p− q

q′

p− q′

+
n

Ωn Ωn

q

p− q

q′

p− q′

Figura 7.1: Solución para la amplitud de scattering T1.

T1

αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

Nc

γαδ
− γβγ

−
(q − q′)2−

+ i
g2

Nc

σαγ
3 σβδ

3

[(q − q′)2 −M2 + iε]
+ (7.28)

+
∑

n

i(
p2 − µ̃2

n

) ∆n

α,γ

(q−; p) ∆n

β,δ

(q′−; p) +
∑

n

i(
p2 − ω̄2

n

) Ωn

α,γ

(q−; p) Ωn

β,δ

(q′−; p) .

q

T4

p− q

q′

p− q′

= φ1 + ∆n ∆n

n

q

p− q

q′

p− q′

−

n
Ωn Ωn

q

p− q

q′

p− q′

Figura 7.2: Solución para la amplitud de scattering T4.

T4

αβ,γδ

(q, q′; p) = i
g2

Nc

σαγ
3 σβδ

3

[(q − q′)2 −M2 + iε]
+ (7.29)

+
∑

n

i(
p2 − µ̃2

n

) ∆n

α,γ

(q−; p) ∆n

β,δ

(q′−; p) −
∑

n

i(
p2 − ω̄2

n

) Ωn

α,γ

(q−; p) Ωn

β,δ

(q′−; p) .

Podemos notar que no hay estados continuos en la amplitud de scattering quark-

antiquark, sólo estados ligados en p2 = µ̃2
n y p2 = ω̄2

n, cuyos residuos determinan las funciones

de onda ∆n(q, p) y Ωn(q, p). Como se ha mencionado y se demostrará en el siguiente caṕıtulo

alguno de los estados ligados poseen una interpretación directa en términos de los bilineales

de Dirac de QCD4. En particular veremos que los estados ligados definidos por ∆n(q, p)

están relacionados con los estados ligados escalares de QCD en 4D.
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Soluciones Amplitudes T5 y T8

q

T5

p− q

q′

p− q′

= + φ2 +
n

Θn Θn

q

p− q

q′

p− q′

+
n

Λn Λn

q

p− q

q′

p− q′

Figura 7.3: Solución para la amplitud de scattering T5.

T5

αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

Nc

γαδ
− γβγ

−
(q − q′)2−

− i
g2

Nc

σαγ
3 σβδ

3

[(q − q′)2 −M2 + iε]
+ (7.30)

+
∑

n

i(
p2 − ω̄2

n

) Θn

α,γ

(q−; p) Θn

β,δ

(q′−; p) +
∑

n

i(
p2 − µ̄2

n

) Λn

α,γ

(q−; p) Λn

β,δ

(q′−; p) .

q

T8

p− q

q′

p− q′

= φ1 + Θn Θn

n

q

p− q

q′

p− q′

−

n
Λn Λn

q

p− q

q′

p− q′

Figura 7.4: Solución para la amplitud de scattering T8.

T8

αβ,γδ

(q, q′; p) = i
g2

Nc

σαγ
3 σβδ

3

[(q − q′)2 −M2 + iε]
+ (7.31)

+
∑

n

i(
p2 − ω̄2

n

) Θn

α,γ

(q−; p) Θn

β,δ

(q′−; p) −
∑

n

i(
p2 − µ̄2

n

) Λn

α,γ

(q−; p) Λn

β,δ

(q′−; p) .

De igual modo como sucede con T1 y T4 podemos notar que en estas amplitudes de

scattering no hay estados continuos,sino sólo estados ligados en p2 = µ̄2
n y p2 = ω̄2

n, cuyos

residuos determinan las funciones de onda Λn(q, p) y Θn(q, p). Como se ha mencionado los

estados ligados definidos por Λn(q, p) están relacionados con los estados pseudoescalares de

QCD en 4D.
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Caṕıtulo 8

Resultados e Interpretación del

Modelo

En este caṕıtulo se hará una recapitulación de los principales resultados obtenidos al

estudiar el modelo extendido de QCD2 y se dará una prescripción para interpretar estos

resultados respeto de la f́ısica de los hadrones en 4D.

8.1. Estados Ligados 2D

En esta tesis se ha probado que en el modelo extendido de QCD2 (1.20) existen cua-

tro clases de estados ligados qq̄ (mesones) con contenidos de quarks determinados por las

ecuaciones (3.3) y (3.4). Estos son los mesones tipos S:

S =
1√
2

(
ψ̄1 ψ1 + ψ̄2 ψ2

)
. (8.1)

Las masas de estos mesones están determinadas por la ecuación:

[
µ̃2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
φ̃(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ̃(y) (8.2)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
φ̃(y)

(1− y)1−β
− A

Σ2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
φ̃(y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x) x]1−β

∫ 1

0

dy φ̃(y) + A Σ2
0

∫ 1

0

dy
φ̃(y)

[(1− y) y]1−β
.

Como ha sido mencionado en el apéndice C esta ecuación es similar a (5.19) siendo la

única diferencia el cambio en el signo en los términos proporcionales a A. Sin embargo esta

ecuación a diferencia de (5.19) no admite soluciones no-perturbativas. Se estimó el espectro
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Mesones S: Mesones A y V : Mesones P :

µ̃2
0 µ̃2

1 ω̄2 µ2
0 µ2

1

7.27 10.60 7.27 0 -

17.30 -18.20 17.30 17.30 18.20

27.12 17.96 27.12 27.12 -17.96

37.02 -18.93 37.02 37.02 18.93

46.92 20.14 46.92 46.92 -20.14

56.93 -21.84 56.93 56.93 21.84

71.05 24.13 71.01 71.05 -24.13

83.96 -28.09 83.96 83.96 28.09

Cuadro 8.1: Espectro de masas y correcciones para los diferentes mesones 2D en unidades de g2/π.

de (8.2) usando teoŕıa de perturbaciones usual siguiendo el esquema que fue utilizado en el

Caṕıtulo 5 para determinar los estados excitados de (5.19). En el Cuadro 8.1 son mostrados

los resultados para el espectro de masas de esta ecuación.

También tenemos los mesones tipos A:

A =
1√
2

(
ψ̄1 ψ1 − ψ̄2 ψ2

)
. (8.3)

Las masas de estos mesones están determinadas por la ecuación:

[
w̄2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
ω(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
ω(y) . (8.4)

Podemos notar que la ecuación que determina la función de onda y el espectro de estos

mesones corresponde a la ecuación de ’t Hooft que se obtiene del estudio de los estados

ligados de QCD2 cuando la masa de los quarks en el Lagrangiano de QCD2 es m2 = g2/π.

El espectro de masas de estos mesones es mostrada en el Cuadro 8.1.

Tenemos los mesones tipo V :

V =
1√
2

(
ψ̄1 ψ2 + ψ̄2 ψ1

)
. (8.5)

Las masas de estos mesones están determinadas por la ecuación:

[
w̄2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
θ(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
θ(y) . (8.6)

Estos mesones poseen el mismo espectro y función de onda que los mesones A.

Los mesones tipo P están definidos de la siguiente forma:

P =
1√
2

(
ψ̄1 ψ2 − ψ̄2 ψ1

)
. (8.7)
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La ecuación que determina la función de onda y el espectro de este mesón es la que hemos

desarrollado con más detalle en esta tesis ya que este estado ha sido tomado como ejemplo

al resolver las ecuaciones de Bethe-Salpeter. La ecuación es:

[
µ̄2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
φ(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ(y) (8.8)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)

(1− y)1−β
− A

Σ2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
φ(y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x) x]1−β

∫ 1

0

dy φ(y) + A Σ2
0

∫ 1

0

dy
φ(y)

[(1− y) y]1−β
.

En el Cuadro 8.1 aparece el espectro de masas de esta ecuación donde se ha incluido la

solución no-perturbativa de masa cero, que corresponde al estado fundamental de (8.8).

8.2. Interpretación del Modelo

Como hemos mencionado en los caṕıtulos anteriores los estados S y P soportan una

interpretación respecto de la teoŕıa en 4D, esto debido a que las densidades bilineales escalares

y pseudoescalares en 4D corresponden precisamente al tipo de combinaciones entre quarks

ψ1 y ψ2 en 2D que definen a los estados S y P .

La densidad escalar en 4D viene dada por:

S = Ψ̄Ψ , (8.9)

donde Ψ es el espinor en 4D. Esta cantidad se puede escribir respecto de las variables en 2D

como sigue:

Ψ̄Ψ = ψ̄1 ψ1 + ψ̄2 ψ2 , (8.10)

luego la densidad escalar en 4D corresponde a una densidad escalar en 2D con números de

simetŕıa internos asociados a un estado |S〉, ver (3.3).

Del mismo modo el bilineal de pseudoescalar de Dirac en 4D es:

P = Ψ̄ γ(4)
5 Ψ . (8.11)

Esta expresión escrita respecto a las variables en 2D queda:

Ψ̄ γ(4)
5 Ψ = i

(
ψ̄1 γ(2)

5 ψ2 − ψ̄2 γ(2)
5 ψ1

)
. (8.12)

Podemos notar que la densidad pseudoescalar en 4D corresponde a una densidad pseu-

doescalar en 2D con números de simetŕıa internos de un estado |P 〉, ver (3.4).
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Pseudoescalar Escalar

0 974

1286 1531

1741 1929

2166 2356

Cuadro 8.2: Algunos valores para las masas de los mesones en [MeV ], donde hemos considerado

g2/
√

π = 267[MeV ] y A = 0,22.

De este modo tenemos que los estados ligados qq̄ pseudoescalares en 4D, esto es los

mesones pseudoescalares en 4D, corresponden a los mesones del tipo P pseudoescalares de

nuestro modelo en 2D. Estos últimos definidos por las soluciones pares de φ(x) en (8.8). Del

mismo modo los mesones escalares en 4D corresponden a los mesones del tipo S escalares

de nuestro modelo, estos definidos por las soluciones impares de φ̃(x) en (8.1).

Podemos notar que los espectros de masas predichos por nuestro modelo avalan esta

interpretación ya que como vemos el espectro de los mesones pseudoescalares 4D predicho

por él posee un estado con masa cero que corresponde al pión de nuestro modelo, el cual al

estar trabajado en el ĺımite quiral debe ser con masa cero debido al rompimiento espontáneo

de la simetŕıa quiral, como fue comentado en el Caṕıtulo 1. Por otro lado el espectro de los

mesones escalares en 4D predicho por el modelo es un espectro masivo en concordancia con

lo que se espera de QCD en 4D y de lo que se observa en la naturaleza.

En el Cuadro 8.2 son mostrados algunos valores del espectro predicho por el modelo para

las masas de los escalares y pseudoescalares, donde hemos considerado g2/
√

π = 267[MeV ]

y A = 0,22.
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Caṕıtulo 9

Conclusiones

En esta tesis se abordó el problema de estudiar la estructura de los hadrones desde

sus grados de libertad fundamentales, quarks y gluones. Con este objetivo se estudió un

modelo efectivo de QCD en 2D, modelo que es obtenido de QCD en 4D al compactificar

dos dimensiones espaciales en un 2-Toro y despreciar los modos masivos de K-K. Se ha

estimado que este modelo en 2D es más realista que sólo considerar QCD2 debido a que el

modelo incluye de una manera no trivial los grados de libertad f́ısicos (transversales) de los

gluones en 4D que están ausentes en QCD2.

Se trató este modelo trabajando en el esquema de cuantización a tiempos iguales usando

ecuaciones de Schwinger-Dyson en vez de usar cuantización Hamiltoniana. Se demostró que

los campos escalares en la representación adjunta del grupo SU(Nc) del modelo en 2D,

que representan a los grados de libertad f́ısicos de los gluones en 4D adquieren en forma

dinámica un valor para sus masas diferente de cero y que estas crecen cuando el radio de

compactificación se hace pequeño. Se realizó un análisis expĺıcito de los estados ligados qq̄

del modelo por medio del uso de la ecuación de Bethe-Salpeter que fue resuelta para los

diferentes canales en la aproximación en que las masas de los campos escalares es grande.

También se encontró una prescripción para interpretar estos estados ligados en 2D respecto

de los estados ligados de QCD en 4D.

Se encontró que el modelo posee dos reǵımenes clasificados por las soluciones a la au-

toenerǵıa de los quarks. En uno de ellos, el perturbativo, tenemos quarks con propiedades

taquiónicas en el ĺımite quiral tal y como sucede en QCD2 [30]. Luego nuestro modelo puede

ser interpretado como una perturbación de los que seŕıa QCD2 en el ĺımite quiral. Sin em-

bargo no es posible considerar esta posibilidad debido a que en este régimen el espectro de

masa para los estados qq̄ posee estados con masas imaginarias. Esto significa que la solución

quiral de ’t Hooft no es una correcta solución para comenzar una perturbación a QCD2

que incluya grados de libertad transversales. También se puede notar que en este régimen

las ecuaciones que describen el espectro de masa de los estados escalares y pseudoescalares
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respecto de 4D son iguales, lo que es una clara señal de que se está perdiendo información.

Por otro lado la solución no-perturbativa a la autoenerǵıa de los quarks soporta en forma

consistente quarks no taquiónicos cuyas masas dinámicas en el ĺımite quiral van a cero y un

espectro con masas reales para los mesones.

Se focalisó el trabajo en el estudio de estados ligados quark-antiquark con este objetivo

se estudiaron las amplitudes de scattering qq̄ para los diferentes canales. Estas amplitudes

fueron determinadas al solucionar las ecuaciones de Bethe-Salpeter que ellas satisfacen. De

este modo se determinó que el modelo en 2D posee cuatro clases de estados ligados. Para

cada uno de estos estados ligados se determinó su espectro de masa al transformar la ecuación

homogénea de Bethe-Salpeter que cada amplitud satisface en una ecuación de autovalores.

Se demostró que estos autovalores corresponden a los polos de las amplitudes de scattering

probando de este modo que los autovalores corresponden a las masas de los estados ligados qq̄.

Durante este proceso también se determinaron los vértices propios quark-antiquark-mesón y

las funciones de onda de estos estados ligados.

Se demostró que dos de las clases de estados ligados del modelo en 2D poseen una inter-

pretación respecto de sus propiedades bajo transformaciones de Lorentz inherentes de 4D.

En particular se identificaron dichos estados con los mesones escalares y pseudoescalares de

la teoŕıa en 4D. Se identificaron los espectros de masa referentes a estos estados comprobán-

dose que el estado fundamental pseudoescalar (respecto de 4D) es de masa cero, luego este

estado fue identificado como el pión del modelo. Para los estados escalares (respecto de 4D)

se encontró un espectro masivo.

Respecto al pión de nuestro modelo esperamos que éste retenga más propiedades f́ısicas de

la teoŕıa en 4D que la solución pseudoescalar de masa cero que es obtenida de QCD2, el cual

como ha sido probado [46] se encuentra completamente desacoplado del resto de los estados.

Esto último debido a que la corriente vectorial U(1) Jµ = ψ̄aγµψa + ψ̄bγµψb en QCD2 es

conservada, luego podemos escribir Jµ = εµ ν∂νφ(x). Debido a la relación γµ γ5 = εµ νγν

que se satisface en 2D tenemos que podemos escribir la corriente U(1) axial de la siguiente

manera J5
µ = ∂µφ(x), luego si la corriente axial es también conservada tenemos que se cumple

∂µ∂µφ = 0. Este resultado, desde el punto de vista de la versión bosonizada de QCD2, implica

la existencia de un campo escalar de masa cero y desacoplado de la teoŕıa. Este estado es

identificado con la solución pseudoescalar de masa cero φ0(x) = 1 obtenida por ’t Hooft para

QCD2 [30].

En nuestro modelo la situación es diferente debido a que la simetŕıa U(1) axial está

expĺıcitamente rota debido a los términos de interacción entre los espinores y los campos

escalares, como fue señalado en el Caṕıtulo 1. Pero nuestro modelo posee otra simetŕıa interna

O(2), que como fue explicado en el Caṕıtulo 1, corresponde a la proyección de la simetŕıa

de Lorentz en 4D SO(1, 3) a la simetŕıa SO(1, 1)×O(2) en 2D. Las corrientes vectoriales y

axiales de la simetŕıa O(2) son conservadas en nuestro modelo. La simetŕıa axial O(2) en 2D
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corresponde precisamente a la proyección de la simetŕıa axial U(1) de QCD4 (en el ĺımite

quiral) a nuestro modelo en 2D. Nuestro mesón pseudoescalar con masa cero está relacionado

con las corrientes O(2) luego podemos esperar un comportamiento diferente para él respecto

del pión de ’t Hooft, en particular se espera que nuestro pión esté acoplado al resto de los

estados debido a que no existe una restricción para que esto ocurra. Con la ayuda de los

vértices propios determinados en esta tesis se está trabajando sobre este punto.
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Apéndice A

Reglas de Feynman

A.1. Reglas de Feynman en Notación Doble Ĺınea

Propagador de los campos de gauge
q

A+
a
b A+

c
d = i

P
q2−

[
δa
d δc

b −
1

Nc
δa
b δc

d

]
. (A.1)

La prescripción del valor principal para el propagador del A+ aparece debido a que

estamos utilizando el cutoff regular para el campo de gauge [32, 52].

Propagador de los campos escalares

q

φi
a
b φj

c
d =

i δij

[q2 −M2 + iε]

[
δa
d δc

b −
1

Nc
δa
b δc

d

]
. (A.2)

El ı́ndice i = 1, 2 identifica a los dos tipos de campos escalares del modelo.

Propagador de los fermiones

q

〈ψa
i ψ̄j b〉 = =

i (γ− p+ + γ+ p− + m)
[p2 −m + iε]

δa
b δij . (A.3)

El ı́ndice i = 1, 2 identifica a las dos variedades de espinores que el modelo en 2D posee.

Se ha omitido escribir expĺıcitamente los ı́ndices espinoriales inherentes de las matrices γ.

Vértice
(
ψ̄ Aµ ψ

)
:

A+
b
c

ψ̄i a

ψd
j

= i
g√
Nc

γ−

[
δa
b δc

d −
1

Nc
δa
d δc

b

]
δij . (A.4)
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Este vértice es el usual de QCD2 en el gauge cono de luz y fue el que utilizó ’t Hooft en

[30]. Debido a que en QCD2 éste es el único vértice resulta que la estructura de Lorenz es

trivial ya que todos los diagramas son proporcionales a γ− de este modo es posible olvidarse

de la estructura espinorial en QCD2. Esto no ocurre en nuestro modelo donde la estructura

espinorial es relevante.

Vértice
(
ψ̄ φ1 ψ

)
:

φ1
b
c

ψ̄ 2
1 a

ψ d
1
2

= − g√
Nc

σ3

[
δa
b δc

d −
1

Nc
δa
d δc

b

]
. (A.5)

Podemos notar que este vértice produce el intercambio entre las dos variedades de es-

pinores en 2D.

Vértice
(
ψ̄ φ2 ψ

)
:

φ2
b
c

ψ̄ 1
2 a

ψ d
1
2

= ∓ g√
Nc

σ3

[
δa
b δc

d −
1

Nc
δa
d δc

b

]
. (A.6)

Este vértice es similar al anterior, pero no mezcla a las dos variedades de espinores.

Vértice (Aµ φi φj):

A+
c
d

φi
a
b r

φj
e
f

q

= i
g√
Nc

(q − r)−

[
δa
f δc

b δe
d +O

(
1

Nc

)]
δij , (A.7)

A diferencia de QCD2 el campo de gauge no sólo interactua con los espinores sino también

con los campos escalares, como se ve de este vértice.

Vértice (φ1 φ2)2:

φ2
g
h

φ1
c
d

φ2
e
f

φ1
a
b

= i
g2

Nc

[
δa
h δc

b δe
d δg

f − δa
f δc

b δg
d δe

h +O
(

1
Nc

)]
. (A.8)
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A diferencia del campo de gauge los campos escalares pueden auto-interactuar.

Los términos 1/Nc de los últimos dos vértices han sido omitidos debido a que no serán

necesarios en nuestros cálculos debido a que trabajaremos siempre al mayor orden posible

en la expansión 1/Nc. De igual modo los términos 1/Nc de los propagadores y vértices

restantes también no serán relevantes en nuestros cálculos y han sido incluidos sólo como

una referencia.

A.2. Reglas de Feynman en Notación Adjunta Normal

Propagador de los campos de gauge

q

AA
+ AB

+ = i
P
q2−

δAB . (A.9)

Propagador de los campos escalares

q

φA
i φB

j =
i δij

[q2 −M2 + iε]
δAB . (A.10)

Vértice
(
ψ̄ Aµ ψ

)
:

AA
+

ψ̄i

ψj

= i
g√
Nc

δij γ− TA . (A.11)

Vértice
(
ψ̄ φ1 ψ

)
:

φA
1

ψ̄ 2
1

ψ 1
2

= − g√
Nc

σ3 TA. (A.12)

Vértice
(
ψ̄ φ2 ψ

)
:

φA
2

ψ̄ 1
2

ψ 1
2

= ∓ g√
Nc

σ3 TA. (A.13)
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Vértice (Aµ φi φj):

AA
+

φB
i r

φC
j

q

= − g√
Nc

CABC

2
(q − r)− δij , (A.14)

Vértice (φ1 φ2)2:

φB′
2

φA′
1

φB′
2

φA′
1

= − i
g2

Nc
CABC CA′B′C . (A.15)
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Notas del Caṕıtulo 3

En este apéndice trabajaremos en más detalle las ecuaciones de Bethe-Salpeter que

satisfacen las amplitudes de scattering T . Se verá que efectivamente estas ecuaciones es-

tán acopladas. Demostraremos que definiendo nuevas amplitudes de scattering es posible

desacoplar estas ecuaciones.

B.1. Ecuación de Bethe-Salpeter Amplitudes T1 y T4

Comenzaremos estudiando las amplitudes de scattering T1 y T4. Estas amplitudes satis-

facen las siguientes relaciones (ver Figura (3.14) respecto de la notación):

q

T1

p− q

q′

1

1

1

1

p− q′

=
1

1

1

1
+ φ2

1

1

1

1
+ T1

1

1 1

1 1

1
+ φ2 T1

1

1 1

1 1

1
+ φ1 T4

1

1

2

2

1

1

q

T4

p− q

q′

2

2

1

1

p− q′

= φ1

2

2

1

1
+ T4

2

2

2

2

1

1
+ φ2 T4

2

2

2

2

1

1
+ φ1 T1

2

2

1

1

1

1

Que representan a las siguientes ecuaciones inhomogéneas de Bethe-Salpeter:

63



APÉNDICE B. NOTAS DEL CAPÍTULO 3

T1

αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− + i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (B.1)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) T1

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T1

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T4

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

T4

αβ,γδ

(q, q′; p) = + i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (B.2)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) T4

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T4

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T1

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

Podemos notar que las ecuaciones de Bethe-Salpeter para estas amplitudes están

acopladas. Podemos desacoplar las ecuaciones definiendo las siguientes amplitudes:

∆ =
1
2

(T1 + T4) , Ω =
1
2

(T1 − T4) . (B.3)

Luego tenemos que las nuevas amplitudes satisfacen las siguientes ecuaciones:

∆
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− + i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (B.4)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) ∆

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

+ 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) ∆

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.
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Ω
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− (B.5)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Ω

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−
.

Que como hemos mencionado en el caṕıtulo 3 representan a los siguientes diagramas:

q

∆

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + + ∆ +2 ∆

q

Ω

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + Ω

B.2. Ecuación de Bethe-Salpeter Amplitudes T5 y T8

Las amplitudes T5 y T8 satisfacen las siguientes relaciones:

q

T5

p− q

q′

1

2

1

2

p− q′

=
1

2

1

2
+ φ2

1

2

1

2
+ T5

1

2 2

1 1

2
+ φ2 T5

1

2 2

1 1

2
+ φ1 T8

1

2

2

1

1

2

q

T8

p− q

q′

2

1

1

2

p− q′

= φ1

2

1

1

2
+ T8

2

1

2

1

1

2
+ φ2 T8

2

1

2

1

1

2
+ φ1 T5

2

1

1

2

1

2

Que representan a las siguientes ecuaciones integrales:
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T5

αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− − i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (B.6)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) T5

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T5

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T8

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

T8

αβ,γδ

(q, q′; p) = + i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (B.7)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) T8

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T8

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) T5

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

Para desacoplar estas ecuaciones definimos las siguientes amplitudes:

Θ =
1
2

(T5 + T8) , Λ =
1
2

(T5 − T8) . (B.8)

Estas amplitudes satisfacen las siguientes ecuaciones integrales:

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− − i
g2

Nc

σαδ
3 σβγ

3[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (B.9)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
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Θ
αβ,γδ

(q, q′; p) = −i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαδ
− γβγ

− (B.10)

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Θ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−
.

Estas ecuaciones corresponden a los siguientes diagramas:

q

Λ

γ

α

p− q

β

δ

q′

p− q′

= 1
2 − +

k

p− k

Λ − 2

k

p− k

Λ

q

Θ

p− q

q′

p− q′

= 1
2 + Θ

67
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Apéndice C

Notas Caṕıtulo 5

En el caṕıtulo 5 se desarrolló la ecuación homogénea de Bethe-Salpeter que satisface Λ(q;p).

En este apéndice trabajaremos con las restantes ecuaciones homogéneas que satisfacen los

vértices propios Θ(q;p), Ω(q;p) y ∆(q;p).

C.1. Vértice Propio Θ(q, p)

Consideramos la ecuación homogénea que satisface Θ:

q

p− q

Θ(q;p)

p
=

k

p− k

Θ(k;p)

p

Que representa a la ecuación para el vértice propio quark-antiquark -Mesón en un estado

|V 〉. La forma expĺıcita de esta ecuación es la siguiente:

Θ
α,γ

(q; p) =
∫

d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Θ

µ,ν

(k; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−
(C.1)

Podemos notar que esta ecuación es similar a la ecuación que satisface el vértice propio

en QCD2, luego y siguiendo el mismo procedimiento que en QCD2 podemos obtener la

ecuación de autovalores que determina al espectro de masas de los estados ligados |V 〉:

[
p2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
θ(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
θ(y) , (C.2)
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donde la única dependencia en M2 se encuentra en la solución para el propagador vestido de

los quarks que en esta ecuación se refleja en el valor de m2
d. El vértice propio queda entonces

determinado en función de θ(x) de la siguiente manera:

Θn

α,γ

(x; p) = −i
g2

2p− π2

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
θn(y) γαγ

− (C.3)

C.2. Vértice Propio Ω(q, p)

La ecuación homogénea que satisface Ω(q, p) es similar a la ecuación para Θ(q, p):

q

p− q

Ω(q;p)

p
=

k

p− k

Ω(k;p)

p

Ω
α,γ

(q; p) =
∫

d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Ω

µ,ν

(k; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−
. (C.4)

Luego la ecuación de autovalores que determina las masas de los mesones |A〉 es:

[
p2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
ω(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
ω(y) . (C.5)

El vértice propio queda determinado en función de ω(x) como sigue:

Ωn

α,γ

(x; p) = −i
g2

2p− π2

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
ωn(y) γαγ

− (C.6)

C.3. Vértice propio ∆(q, p)

Consideramos al vértice propio ∆(p, q), que satisface la siguiente ecuación homogénea de

Bethe-Salpeter:

q

p− q

∆(q;p)

p
=

k

p− k

∆(k;p)

p
+ 2

k

p− k

∆(k;p)

p

La forma expĺıcita de la ecuación es la siguiente:
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∆
α,γ

(q; p) =
∫

d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) ∆

µ,ν

(k; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

+ 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) ∆

µ,ν

(k; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
. (C.7)

Podemos notar que esta ecuación es similar a la ecuación que satisface Λ(q; p) siendo la

única diferencia el signo del término que contiene al propagador del campo escalar. De similar

manera que Λ(q; p) la expresión ∆(q, p) corresponde al vértice propio quark-antiquark-mesón

en el estado |S〉.
Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso del vértice propio Λ(q; p) podemos

encontrar la siguiente ecuación de autovalores que determina las masas de los mesones |S〉:

[
p2 − m2

d

x
− m2

d

(1− x)

]
φ̃(x) = −g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ̃(y) (C.8)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
φ̃(y)

(1− y)1−β
− A

Σ2
0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
φ̃(y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x)x]1−β

∫ 1

0

dy φ̃(y) + A Σ2
0

∫ 1

0

dy
φ̃(y)

[(1− y) y]1−β
.

Notamos que ésta es una ecuación similar a (5.19) salvo por el cambio de signo en el

término perturbativo (i.e. A → −A), sin embargo a diferencia de ésta la ecuación (C.8)

no admite una solución no-perturbativas al estilo de (6.15). Solucionamos esta ecuación en

forma perturbativa, obteniendo un espectro masivo para estos estados que es mostrado en el

Caṕıtulo 6.

Una vez determinado φ̃(x) tenemos que el vértice propio es:

∆n

α,γ

(x; p) = −i
g2

2p− π2

[ ∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φ̃n(y) + A

∫ 1

0

dy
φ̃n(y)

(1− y)y

]
γαγ
−

+ iA
p−
π

[ ∫ 1

0

dy φ̃(y)

]
γαγ
+ − iA

g

2π
3
2

[ ∫ 1

0

dy
φ̃(y)

y

]
(γ+γ−)αγ (C.9)

+ iA
g

2π
3
2

[ ∫ 1

0

dy
φ̃(y)

(1− y)

]
(γ−γ+)αγ

.
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Apéndice D

Notas del Caṕıtulo 7

En este apéndice se desarrollará en extenso la solución a la ecuación inhomogénea que

satisface la componente de la amplitud de scattering Λ1(q, q′; p) y cuyos resultados fueron

utilizados en el Caṕıtulo 7, para determinar tanto al vértice propio Λ(q; p) como a la amplitud

de scattering Λ(q, q′; p).

D.1. Solución Ecuación Inhomogénea para Λ1(q, q
′; p)

Comenzaremos con la ecuación inhomogénea de Bethe-Salpeter que satisface la amplitud

de scattering Λ(q, q′; p):

Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαγ
− γβδ

−

− i
g2

4Nc

(γ+ γ−)αγ(γ+γ−)βδ + (γ−γ+)αγ (γ−γ+)βδ − 2 γαγ
+ γβδ

− − 2 γαγ
− γβδ

+[
(q − q′)2 −M2 + iε

]

+ i

∫
d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−
(D.1)

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λ

µβ,νδ

(k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
.

Donde ya hemos utilizado las relaciones (E.17) y (E.20) para separar las matrices γ.

Siguiendo el procedimiento del Caṕıtulo 7 expandimos la amplitud Λ(q, q′; p) de la siguiente

manera:

73
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Λ
αβ,γδ

(q, q′; p) = Λαγ
1 (q, q′; p) γβδ

− + Λαγ
2 (q, q′; p) γβδ

+ (D.2)

+ Λαγ
3 (q, q′; p)

(
γ+ γ−

)βδ + Λαγ
4 (q, q′; p)

(
γ− γ+

)βδ
,

luego al reemplazar (D.2) en (D.1) obtenemos estructuras espinoriales similares en (D.1) tanto

para los términos que dependen de Λ(q, q′; p) como para los otros dos términos haciendo más

fácil trabajar con la ecuación. De esta manera la ecuación (D.1) aunque menos compacta

resulta de utilidad en el momento de ser resuelta por medio de utilizar la solución de la

ecuación homogénea.

En principio para obtener la matriz de scattering Λ(q, q′; p) debemos determinar todas

las componentes de ella definidas en (D.2), sin embargo notaremos que basta con conocer

Λαγ
1 para fijar las restantes componentes.

La ecuación inhomogénea que satisface Λαγ
1 es:

Λαγ
1 (q, q′; p) = − i

g2

2Nc

P
(q − q′)2−

γαγ
− + i

g2

2Nc

γαγ
+[

(q − q′)2 −M2 + iε
] (D.3)

+
∫

d2k

(2π)2
(
ig γαε

−
) [

S
εµ
(k−p) Λµν

1 (k, q′; p)S
νλ
(k)

] (
igγλγ

−
) P

(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2
(
g σαε

3

) [
S

εµ
(k−p) Λµν

1 (k, q′; p) S
νλ
(k)

]
[
(q − k)2 −M2 + iε

] (
gσλγ

3

)
. (D.4)

Siguiendo el procedimiento estándar definimos:

Λ̄ελ
1 (q, q′; p) =

[
S

εµ
(k−p) Λµν

1 (q, q′; p) S
νλ
(k)

]
(D.5)

Luego podemos escribir la componente de la amplitud de scattering Λ1(q, q′; p) en función

de la nueva variable Λ̄1(q, q′; p) de la siguiente manera:

Λ1(q, q′; p) = − i
g2 γ−
2Nc

P
(q − q′)2−

+ i
g2

2Nc

γ+[
(q − q′)2 −M2 + iε

] (D.6)

+
∫

d2k

(2π)2
(
ig γ−

)
Λ̄1(k, q′; p)

(
igγ−

) P
(q − k)2−

− 2i

∫
d2k

(2π)2

(
g σ3

)
Λ̄1(k, q′; p)

(
gσ3

)
[
(q − k)2 −M2 + iε

] .

Multiplicamos la ecuación (D.6) por la izquierda por S(q − p) y por la derecha por S(q)

de modo de obtener la siguiente ecuación inhomogénea que satisface la matriz Λ̄1(q, q′; p):
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Λ̄1(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

S(q − p) γ− S(q) + i
g2

2Nc

S(q − p) γ+ S(q)[
(q − q′)2 −M2 + iε

]

+ S(q − p)
(
ig γ−

)∫ d2k

(2π)2

[
P

(q − k)2−
Λ̄1(k, q′; p)

] (
igγ−

)
S(q) (D.7)

− 2iS(q − p)
(
g σ3

)∫ d2k

(2π)2
Λ̄1(k, q′; p)[

(q − k)2 −M2 + iε
] (

gσ3

)
S(q) .

Para resolver esta ecuación descomponemos a la matriz Λ̄1(q, q′; p) de la siguiente manera:

Λ̄1(q, q′; p) = Λ̄+
1 γ+ + Λ̄−1 γ− + Λ̄+−

1 γ+ γ− + Λ̄−+
1 γ− γ+ . (D.8)

Luego la ecuación (D.7) escrita en componentes (D.8) corresponde al siguiente conjunto

de ecuaciones integrales acopladas:

Λ̄+
1 (q, q′; p) = −i

g2

Nc

(p− q)− q−
D[p− q] D[q]

P
(q − q′)2−

+ (D.9)

− i
g2

2Nc

Σ2
0

D[p− q]D[q]
1[

(q − q′)2 −M2 + iε
] − 4ig2(p− q)−q−

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)
]

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
2(p− q)−q−Λ̄−1 + 2q−Σ0 Λ̄+−

1 − 2Σ0(p− q)−Λ̄−+
1 − Σ2

0 Λ̄+
1[

(k − q)2 −M2 + iε
]

]
.

Λ̄−1 (q, q′; p) = +i
g2

2Nc

Σ2
0

D[p− q] D[q]
P

(q − q′)2−
+ (D.10)

− i
g2

Nc

1
D[p− q] D[q]

[p− q] [−q][
(q − q′)2 −M2 + iε

] +
2ig2 Σ2

0

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)
]

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
2[p− q][q]Λ̄1

+ + 2[q] Σ0 Λ̄−+
1 − 2Σ0 [p− q]Λ̄+−

1 − Σ2
0 Λ̄−1[

(k − q)2 −M2 + iε
]

]
.

Λ̄+−
1 (q, q′; p) = −i

g2

2Nc

Σ0 (p− q)−
D[p− q]D[q]

P
(q − q′)2−

+ (D.11)
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− i
g2

2Nc

Σ0

D[p− q]D[q]
[−q][

(q − q′)2 −M2 + iε
] − 2ig2 Σ0 (p− q)−

D[p− q]D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)
]

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
−2(p− q)−[q]Λ̄−+

1 − [q] Σ0 Λ̄+
1 + Σ0 (p− q)−Λ̄−1 + Σ2

0 Λ̄+−
1[

(k − q)2 −M2 + iε
]

]
.

Λ̄−+
1 (q, q′; p) = +i

g2

2Nc

Σ0 q−
D[p− q]D[q]

P
(q − q′)2−

+ (D.12)

+ i
g2

2Nc

Σ0

D[p− q]D[q]
[p− q][

(q − q′)2 −M2 + iε
] +

2ig2 Σ0 q−
D[p− q]D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)
]

+
2ig2

D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2

[
−2[p− q] q−Λ̄+−

1 − q−Σ0 Λ̄−1 + Σ0 [p− q]Λ̄+
1 + Σ2

0 Λ̄−+
1[

(k − q)2 −M2 + iε
]

]
.

Estas ecuaciones son las versiones inhomogéneas de las ecuaciones que satisfacen las

componentes de Λ̄(q; p) estudiadas en el Caṕıtulo 5.

Debido a que en la amplitud de scattering Λ1(q, q′; p) la dependencia en las componentes

Λ̄−1 (q, q′; p), Λ̄+−
1 (q, q′; p) y Λ̄−+

1 (q, q′; p) es ya de orden 1/M2 es que consideraremos solu-

ciones sólo a orden cero en la expansión 1/M2 para estas componentes. Respecto a la com-

ponente Λ̄+
1 (q, q′; p) consideraremos soluciones hasta primer orden en la expansión 1/M2.

Luego siguiendo un procedimiento similar al utilizado en el Caṕıtulo 5 para determinar

Λ̄+ obtenemos la siguiente ecuación que determina a Λ̄+
1 (q, q′; p)

Λ̄+
1 (q, q′; p) = 2ig2 (p− q)− q−

D[p− q]D[q]

[
− 1

2Nc

P
(k − q)2−

+ (D.13)

− Σ2
0

4Nc

1
(p− q)− q−

1[
(q − q′)2 −M2 + iε

] − 2
∫

d2k

(2π)2
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p) +

−Σ2
0

∫
d2k

(2π)2
1

(p− k)− k−

Λ̄+
1 (k, q′; p)[

(k − q)2 −M2 + iε
] − Σ2

0

(p− q)− q−

∫
d2k

(2π)2
Λ̄+

1 (k, q′; p)[
(k − q)2 −M2 + iε

]

+
Σ2

0

(p− q)−

∫
d2k

(2π)2
1

k−

Λ̄+
1 (k, q′; p)[

(k − q)2 −M2 + iε
] +

Σ2
0

q−

∫
d2k

(2π)2
1

(p− k)−
Λ̄+

1 (k, q′; p)[
(k − q)2 −M2 + iε

]
]

.
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Definimos:

Φ+
1 =

∫
dq+ Λ̄+

1(q, q′; p) . (D.14)

Luego en la región donde se cumple que (q − q′)2 ¿ M2 y (k − q)2 ¿ M2 podemos

integrar respecto de q+ a ambos lados de la ecuación (D.13) obteniendo la siguiente ecuación

que satisface Φ+
1 :

p2 Φ+
1 (x, x′; p) = +

m2
d

(1− x) x
Φ+

1 (x, x′; p) − g2π

p−Nc

P
(x− x′)2

(D.15)

+ A
g2π

p−Nc

1
[(1− x)x]1−β

− g2

π

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
Φ+

1 (y)

− A
Σ2

0

x1−β

∫ 1

0

dy
Φ+

1 (y)
(1− y)1−β

− A
Σ2

0

(1− x)1−β

∫ 1

0

dy
Φ+

1 (y)
y1−β

+ A
Σ2

0

[(1− x) x]1−β

∫ 1

0

dy Φ+
1 (y) + A Σ2

0

∫ 1

0

dy
Φ+

1 (y)
[(1− y) y]1−β

.

Donde hemos introducido el coeficiente β definido en el Caṕıtulo 5 y las siguientes va-

riables adimensionales:

q− = xp− , k− = yp− , (D.16)

q′− = x′p− . (D.17)

Podemos notar que la ecuación (D.15) es la versión inhomogénea de la ecuación (5.19),

luego podemos resolverla en función de las soluciones de la ecuación homogénea obteniendo:

Φ+
1 (x, x′; p) = −

∑
n

g2 π(
p2 − µ̄2

n

) 1
Nc p−

∫ 1

0

dy φn(x)φ∗n(y)× (D.18)

×
[

P
(y − x′)2

− A

[(1− y)y]1−β

]
.

Donde se ha utilizado la relación:

∑
n

φn(x)φ∗n(y) = δ(x− y) , (D.19)

y se han definido lo que serán las masas de los estados ligados en función de los autovalores

de (5.19):

µ̄2
n =

g2

π
µ2

n . (D.20)
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Las restantes componentes de Λ̄1 son trabajadas a cero orden en la expansión 1/M2, luego

estas quedan completamente determinadas en función de la solución para Λ̄+
1 . Por ejemplo

la componente Λ̄−1 satisface:

Λ̄−1 (q, q′; p) = − Σ2
0

2 (p− q)− q−

[
− ig2

Nc

(p− q)− q−
D[p− q] D[q]

P
(k − q)2−

+ (D.21)

− 4ig2 (p− q)− q−
D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)

]

Definimos la siguiente expresión que será de utilidad en el momento de determinar la

amplitud de scattering Λ(q, q′; p)

Φ−1 =
∫

dq+ Λ̄−1 (q, q′; p) . (D.22)

En virtud de (D.21) tenemos que:

Φ−1 (x, x′; p) = − Σ2
0

2 (1− x) x p2−
Φ+

1

(0)
(x, x′; p) . (D.23)

Donde hemos definido:

Φ+
1

(0)
(x, x′; p) = −

∑
n

g2 π(
p2 − µ̄2

n

) 1
Nc p−

∫ 1

0

dy φn(x)φ∗n(y)
P

(y − x′)2
. (D.24)

Procediendo de manera similar obtenemos para las restantes componentes de Λ̄1:

Λ̄+−
1 (q, q′; p) = +

Σ0

2 q−

[
− ig2

Nc

(p− q)− q−
D[p− q]D[q]

P
(k − q)2−

+ (D.25)

− 4ig2 (p− q)− q−
D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)

]
.

Luego tenemos que:

Φ+−
1 (x, x′; p) =

Σ0

2 x p−
Φ+

1

(0)
(x, x′; p) , (D.26)

donde se ha definido:

Φ+−
1 =

∫
dq+ Λ̄+−

1 (q, q′; p) . (D.27)
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La componente Λ̄−+
1 satisface:

Λ̄−+
1 (q, q′; p) = − Σ0

2 (p− q)−

[
− ig2

Nc

(p− q)− q−
D[p− q] D[q]

P
(k − q)2−

+ (D.28)

− 4ig2 (p− q)− q−
D[p− q] D[q]

∫
d2k

(2π)2
P

(k − q)2−
Λ̄+

1 (k, q′; p)

]
.

Luego tenemos que:

Φ−+
1 (x, x′; p) = − Σ0

2 (1− x) p−
Φ+

1

(0)
(x, x′; p) . (D.29)

Ahora debemos reemplazar estas soluciones en la ecuación (D.6) y determinar Λ1(q, q′; p).

Para dar una idea de cual es el procedimiento consideraremos el cálculo expĺıcito de la

componente de Λ1(q, q′; p) que es proporcional a γ−. Esta componente queda determinada

por la siguiente ecuación, en la región (k − q)2 ¿ M2:

Λ−1(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

− ig2

2π2

1
p−

∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
Φ+

1 (y, x′; p) (D.30)

− i
Ap−
π

∫ 1

0

dy Φ−1 (y, x′; p) ,

donde hemos usado las variables adimensionales definidas en (D.16) y (D.17). Notemos que

si bien las funciones Φ+
1 (x, x′; p) y Φ−1 (y, x′; p) sólo están definidas cuando se satisface que

x ∈ [0, 1] la amplitud Λ−1(x, x′; p) no está sometida a este requerimiento por lo que en (D.30)

x y x′ pueden no pertenecer a [0, 1]. Si reemplazamos las soluciones de las ecuaciones inho-

mogéneas en (D.30) obtenemos:

Λ−1(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2−

(D.31)

+
g4

2π Nc p2−

∫ 1

0

dy
P

(y′ − x′)2
φn(y)

∑
n

i(
p2 − µ̄2

n

)
∫ 1

0

dy′
[

P
(y′ − x′)2

− A

[(1− y′)y′]1−β

]
φ∗n(y′)

− g4

2π Nc p2−

1
p−

∫ 1

0

dy
φn(y)

[(1− y)y]1−β

∑
n

i(
p2 − µ̄2

n

)
∫ 1

0

dy′
P

(y′ − x′)2
φ∗n(y′) .

Luego podemos escribir a Λ−1(q, q′; p) de la siguiente manera:

Λ−1(q, q′; p) = − i
g2

2Nc

P
(q − q′)2

+
∑

n

Λ−n (x)
i(

p2 − µ̄2
n

) Λ−n (x′) +O(A2) . (D.32)
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Donde hemos definido:

Λ−n (x) =
g2

√
2π Ncp−

[∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φn(y)−A

∫ 1

0

dy
φn(y)

[(1− y′)y′]1−β

]
, (D.33)

que como veremos es una de las componentes del vértice propio.

Si repetimos este procedimiento para las restantes componentes de Λ1(q, q′; p) obtenemos

para la componente proporcional a γ+:

Λ+
1(q, q′; p) = + i

g2

2Nc

1[
(q − q′)2 −M2 + iε

] +
∑

n

Λ+
n (x)

i(
p2 − µ̄2

n

) Λ−n (x′) . (D.34)

Donde hemos definido:

Λ+
n (x) = A

√
2π

Nc
p−

∫ 1

0

dy φn(y) , (D.35)

que es la componente proporcional a γ+ del vértice propio. Para la componente proporcional

a γ+ γ− de Λ1(q, q′; p) obtenemos:

Λ+−
1 (q, q′; p) = +

∑
n

Λ+−
n (x)

i(
p2 − µ̄2

n

) Λ−n (x′) . (D.36)

Donde se ha definido:

Λ+−
n (x) = −A

g

2Nc
p−

∫ 1

0

dy
φn(y)
y1−β

, (D.37)

que corresponde a la componente γ+ γ− del vértice propio. La componente proporcional a

γ− γ+ de Λ1(q, q′; p) queda determinada por la siguiente expresión:

Λ+−
1 (q, q′; p) = +

∑
n

Λ−+
n (x)

i(
p2 − µ̄2

n

) Λ−n (x′) . (D.38)

Donde hemos definido:

Λ−+
n (x) = A

g

2Nc
p−

∫ 1

0

dy
φn(y)

(1− y)1−β
. (D.39)
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De este modo y siguiendo el procedimiento descrito en el Caṕıtulo 7 podemos leer las

distintas componentes del vértice propio que será:

Λn

α,γ

(x; p) =
g2

√
2π Nc

1
p−

[ ∫ 1

0

dy
P

(x− y)2
φn(y)−A

∫ 1

0

dy
φn(y)

(1− y)y

]
γαγ
− (D.40)

+ A

√
2π

Nc
p−

[ ∫ 1

0

dy φn(y)

]
γαγ
+ − A

g√
2Nc

p−

[ ∫ 1

0

dy
φn(y)

y

]
(γ+γ−)αγ

+ A
g√
2Nc

p−

[ ∫ 1

0

dy
φ(y)

(1− y)

]
(γ−γ+)αγ

.
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Apéndice E

Notación y convenciones

E.1. Relaciones Útiles

[
TA, TB

]
= i CAB

C TC , (E.1)

donde A = 1, · · · , N2
c − 1.

Normalización:

tr(TA TB) = δAB , (E.2)

Las matrices de Pauli son:

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (E.3)

La función hipergeométrica de Gauss:

F (a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(a + n)Γ(b + n)
Γ(c + n)

zn

n!
(E.4)

F (a, b; c; z) = +
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

F (a, b; a + b− c + 1; 1− z) (E.5)

+ (1− z)c−a−b Γ(c)Γ(a + b− c)
Γ(a)Γ(b)

F (c− a, c− b; c− a− b + 1; 1− z)

La función Γ(z) satisface:

Γ(Z) ∼ 1
Z
− γE + (

π2

12
+

γ2
E

2
)Z +O(Z2) . (E.6)
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E.2. Notación y Convenciones en 4D

Un vector en el espacio-tiempo 4D tiene componentes (x0, x1, x2, x3) donde la métrica

del espacio tiempo es gµν = {+,−,−,−}.
Representación para las matrices γ de Dirac:

γ0 =

(
σ1 0

0 σ1

)
, γ1 =

(
iσ2 0

0 iσ2

)
, γ2 =

(
0 iσ3

iσ3 0

)
,

γ3 =

(
iσ3 0

0 −iσ3

)
, γ5 =

(
0 −iσ3

iσ3 0

)
, (E.7)

donde σ1, σ2 y σ3 son las matrices de Pauli.

Las matrices γ satisfacen:

{γµ, γν} = 2 gµν . (E.8)

E.3. Notación y Convenciones en 2D

Un vector en el espacio-tiempo 2D tiene componentes (x0, x1) donde la métrica del

espacio-tiempo es gµν = {+,−}.
Representación de la matrices γ en 2D:

γ0 = σ1 , γ1 = iσ2 , γ5 = −σ3 . (E.9)

E.4. Coordenadas Cono de Luz

x± =
1√
2

(
x0 ± x1

)
. (E.10)

El tensor métrico:

g+− =

(
0 1

1 0

)
. (E.11)

En virtud de este tensor métrico las coordenadas cono de luz satisfacen que x+ = x− y

x− = x+. El producto punto entre dos vectores en estas coordenadas es:

xµ yµ = x+ y+ + x− y− = x− y+ + x+ y− . (E.12)

La norma al cuadrado de un vector arbitrario ~V en coordenadas cono de luz es:
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V µ Vµ = 2V+ V− = 2V + V − . (E.13)

Matrices γ en coordenadas cono de luz:

γ± =
1√
2

(
γ0 ± γ1

)
. (E.14)

Las matrices γ en coordenadas cono de luz satisfacen:

{
γ+, γ−

}
= 2 (E.15)

(
γ+

)2 =
(
γ−

)2 = 0 . (E.16)

Las siguientes relaciones que satisfacen las matrices γ nos serán de utilidad en el

tratamiento de las ecuaciones de Bethe-Salpeter:

γαδ
− γβγ

− = γαγ
− γβδ

− , (E.17)

(γ+γ−)αδ (γ+γ−)βγ = (γ+γ−)αγ (γ+γ−)βδ ,

(γ−γ+)αδ (γ−γ+)βγ = (γ−γ+)αγ (γ−γ+)βδ , (E.18)

(γ+γ−)αδ (γ−γ+)βγ = 2 γαγ
+ γβδ

− ,

(γ−γ+)αδ (γ+γ−)βγ = 2 γαγ
− γβδ

+ .

σαδ
3 σβγ

3 =
1
4

[(
γ+ γ−

)αδ − (
γ− γ+

)αδ
] [(

γ+ γ−
)βγ − (

γ− γ+

)δγ
]

(E.19)

Usando las identidades (E.18) podemos escribir a (E.19) de la siguiente manera:

σαδ
3 σβγ

3 =
1
4

[(
γ+ γ−

)αγ(
γ+γ−

)βδ +
(
γ−γ+

)αγ (
γ−γ+

)βδ (E.20)

− 2 γαγ
+ γβδ

− − 2 γαγ
− γβδ

+

]
.
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