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Resumen

Se crea un método variacional como un método alternativo a los previamente
usados que permite reobtener las ecuaciones de dos modelos matematicos llama-
dos MSV1 para modelo sencillo vectorial uno y MV2 para modelo vectorial dos,
que constituyen simplificaciones de cierto tipo mas general de modelos fisicos
encontrados en el contexto de la fisica nuclear (QCD)!, de particulas (QFT)?
y gravitacién (QG2d)3, especificamente en lo que se conoce como limite de N
grande. Estas ecuaciones determinan las propiedades de los sistemas. Para esto
se inventa un producto punto en el espacio de estados abstracto de Dirac, lo que
significa que se encuentra una base |Z, P >= |Z > ® |z/7 > donde, ¥ es un vec-
tor real y J un vector de Grassmann complejo, su correspondiente relacion de
completitud y las proyecciones < &, 1 | G > que deben satisfacer los ket |G >
de este espacio, de tal manera que < G|G > > 0. Este producto punto per-
mite la construcciéon de un "bracketcorrespondiente al funcional que se quiere
extremizar. Siendo el funcional S =< G|Q|G > donde, @ denota el operador
carga BRST, se extremiza de tal manera que §S =0 contenga las ecuaciones
buscadas.*

Se determina la relacién de completitud que define la base sobre la cual es
posible construir el producto punto, ésta corresponde a:

N —
/(H dxldlzld¢1)67 Zi(%wi)

=1

Fp >< T, =1

Se determina que para obtener las ecuaciones buscadas y por ende para que el
método variacional funcione, las proyecciones del ket |G> cuando éste representa
un estado fisico son

para MSV1:

<ZHY|G> = G(r,x) =Go(r)+ Gix

donde r = |Z|, x = - ¢ y donde Gy es una funcién arbitraria de r mientras
que (G1 debe ser una constante,

para MV2:

—

< f?ﬂa¢)ﬁ|G > = G(Tlar23T37X17X27X37X4)
= Go(ri,ra,r3) + Gix1 + Gax2 + Gsxs + Gaxa

+Gsx1x2 + Gexi1xa + Grxaxs + Gexaxa

1QCD=cromodindmica cudntica.

2QFT=teoria cudntica de campos.

3QG2d=gravedad cudntica en 2-dimensiones.

4La sigla BRST denota las iniciales de quienes fueron los primeros en introducir este tipo
de transformaciones, Becchi, Rouet y Stora [9] .



donde ry = |7, x1 =79, x2 =77, x3 =99, xa =97y donde Gg es una
funcién arbitraria de ri,ro,r3 mientras que los Gy, Gs, G3, G4, G5, Gg, G7, Gg
deben ser constantes en analogia con MSV1.



1. Introduccion

El limite de N grande se refiere a un formalismo que aplicado a ciertos mod-

elos de la fisica, permite mejorar la comprension de éstos, facilitando calculos
que posibilitan probar el grado predictivo de las teorias a un nivel mas profundo.
Este es el caso de la cromodinamica cuédntica, la cual es una teoria de Yang-
Mills en cuatro dimensiones, pero que debido a su complejidad ha sido muy
dificil explorar para lo que se refiere a ofrecer una explicacion del confinamiento
de quarks. Es por esto que se ha simplificado el problema estudiando modelos
de Yang-Mills en dos dimensiones que ofrecen caracteristicas positivas en esta
materia pero que aun asi son altamente complicadas al momento de calcular
correcciones en forma perturbativa. Es justamente en esto que el limite de N
grande facilita el trabajo pues por medio de una redefinicién del lagrangiano
involucrado (bdsicamente una redefinicién de la(s) constante(s) de acoplamien-
to y variables presente(s) en éste) se han podido obtener (resolver)(calcular) en
forma explicita expansiones perturbativas en potencias de (1/N). De esta mis-
ma forma el limite de N grande ha sido aplicado a la Teoria cuantica de campos
y a modelos matriciales que pretenden ofrecer una descripciéon de gravitacién
cudntica en dos dimensiones.
Lo interesante de estas expansiones en potencias de (1/N), tanto para la cro-
modindmica cudntica como para la gravedad cudntica en dos dimensiones, ambas
que utilizan un dlgebra no abeliana® (matrices en ambos casos), es que todos los
diagramas de Feynmann conocidos como planares® son de orden (1/N) mientras
que los otros términos (los no planares) son de orden (1/N?) o menor [7]. De
esta forma en ambas teorfas el término dominante para N grande involucra en
sf una suma de infinitos diagramas planares, cuestiéon que permanece como un
problema abierto hasta el presente. Estas razones son més que suficientes para
que el limite de N grande sea ampliamente estudiado.

En este trabajo estudiamos un método variacional para el limite de N grande
aplicado a dos modelos matematicos que constituyen simplificaciones de los
modelos presentes en las teorias anteriormente referidas pero que retienen las
caracteristicas esenciales comunes a todos ellos. Esperamos que el método varia-
cional permita reobtener las ecuaciones 'master field” que denotaremos de aqui en
adelante como MFE, las cuales determinan gran parte de las propiedades de los
sistemas (para ser més especificos, permiten el cdlculo de cualquier correlacién
de una cantidad fisica).

El método variacional consiste en extremizar un funcional S tal que 68 =0
implique MFFE. Para esto se inventa un producto punto en el espacio de estados
abstracto de Dirac, lo que significa que se encuentra una base |Z, j>= |T> ® |7j>
donde, Z es un vector real y 77 un vector de Grassmann, que posibilite la cons-

5 Abeliana se refiere a que conmuta y por lo tanto un 4lgebra no abeliana corresponde a un
4lgebra no conmutativa.

SPlanares significa que el diagrama, i.e. todas sus lineas estdn contenidas en un mismo
plano.



truccién del funcional por medio de un bracket.

Se propone < G|Q|G > para el funcional a extremizar, donde @ corresponde al
operador carga BRST y |G > es un ket del espacio. Investigando las variaciones
de S se determina si el método variacional funciona e informacién adicional so-
bre las proyecciones < Z, 77| G > para que asi sea.

En el proceso de la busqueda de un producto punto, se construyen dos propia-
mente tal, uno que parece incluir al otro optdndose por trabajar con el mas
simple.

Los contenidos del presente informe se han estructurado en seis capitulos. En el
capitulo 2 se repasan las propiedades basicas del dlgebra de Grassmann que son
ampliamente utilizadas en los cédlculos. El capitulo 3 parte con una breve refe-
rencia a las integrales funcionales, fundamentales a la descripcion de los modelos
para luego presentar un caso particular de las transformaciones BRST y el re-
lacionado operador carga BRST Q. Luego se presenta la metodologia general,
aplicado eso si a un caso particular, el de un campo escalar, para hacer una
extension BRST de un modelo resaltando la invarianza resultante de la nueva
accién frente a las transformaciones BRST.

El capitulo 4 presenta los dos modelos matematicos estudiados y dos métodos
previos para obtener MFFE en el limite de N grande, el ultimo de estos basa-
do en las transformaciones BRST, para llegar a las ecuaciones buscadas. En el
capitulo 5 se construyen dos tipos de productos puntos, se desarrolla el méto-
do variacional y se aplica a los dos modelos matematicos, reobteniéndose las
ecuaciones buscadas. En el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo.



2. Algebra de Grassmann

El algebra de Grassmann ha sido utilizada para describir sistemas fermiénicos
en los cuales a partir del principio de exclusiéon de Pauli y la introduccién de
la segunda cuantizaciéon de Dirac, aparecen en forma natural operadores con
propiedades anticonmutantes. Recordando que la cuantizaciéon de un sistema
consiste en promover las variables cldsicas que lo describen a observables (i.e.
operadores), es légico buscar variables asociadas a éstos nuevos operadores an-
ticonmutativos. El dlgebra de Grassmann responde a ésta necesidad de nuevas
variables y por consiguiente se basa en la anticonmutacién de sus elementos. A
los elementos pertenecientes al dlgebra de Grassmann se les denomina 'variables
de Grassmann’.

2.1. Definicién y Propiedades
2.1.1. Anticonmutacién

Sea {n,}, a = 1,...N, un set de variables de Grassmann, entonces éstas
variables cumplen por definicién con la siguiente relacién de anticonmutacién

NaMb + MNa = 0 (1)

lo que trae como consecuencia inmediata el que 7,2 = 0. Adem4s es importante
senalar que un ntmero par de variables de Grassmann multiplicadas entre si se
comportan como un nimero conmutativo cualquiera (igual que un ndmero real
o complejo) con la particularidad de que al elevarlo a una potencia se anula. A
su vez un numero impar de variables de Grassmann multiplicadas se comportan
como una nueva variable de Grassmann anticonmutante.

Para el caso particular de un espacio N dimensional se tiene

Na1Na2 * Nan = €127 Npny oy (2)

ala2--aN corresponde al tensor de Levi-Civita generalizado a dimensién

donde ¢
N.

2.1.2. Variables de Grassmann complejas

Una variable de Grassmann n se dice real frente a la accién de tomar el
complejo conjugado, si
n=n (3)
de esta manera se pueden definir variables de Grassmann complejas 1, usando
variables de Grassmann reales n

b =m+in
= —in (4)
La regla para conjugar productos de variables de Grassmann complejas es
(V11p2) = Yot (5)

hecho que implica que la cantidad 1) sea real.
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2.1.3. Funciones de Grassmann

En vista de (1), una funcién de la variable de Grassmann 7, posee la si-
guiente expresién general

fm)=fo + fin (6)

de la misma forma
f@n) = fo(@) + f@)n reR" (7)
por ultimo para vectores de Grassmann 7 = (11, 72,73, ...,mn) La expresién

andloga correspondiente es

f@& ) = fo(@) + fi(@n + fi;(@)niny + -+ fr.v@mnz---nn - (8)

donde los f son completamente antisimétricos bajo permutacién de indices y se
ha utilizado la convencién de Einstein para la suma de indices repetidos.

Esta tiltima expresién cuenta con 2%V términos de los cuales 2V 1 corresponden
a ntimeros pares de variables de Grassmann multiplicadas y 2V ~! a niimeros im-
pares, dando pie asi a que a éstas funciones se les llame Funciones Supersimétri-
cas debido a la igualdad en la cantidad de términos conmutativos o bosénicos
y anticonmutativos o fermiénicos.

2.1.4. Derivacién e Integracién

En el algebra de Grassmann como hemos visto s6lo aparecen expresiones
lineales de las variables de Grassmann. En consecuencia la derivacién queda
definida, por la izquierda y por la derecha como

Mg 9
= (Sa = —Nag=5 9
oy ’ T oy ©)

y nos encontramos con una regla anti-Leibnitz para la diferenciacién de un
producto.

8(77b77c)
oI

esta anti-regla se debe a que el signo del producto a diferenciar, depende del
orden de las variables.

- 6ab77c - 6acnb (10)

La generalizacién de (10) esta dada por

0

aim(na"'nb"'%) =(=1)"Ma " ne) (11)

donde p denota la posicion de 7, en el producto, siendo p = 0 la posicién de
la primera variable de la izquierda en el producto, en este caso la posicién de 7,.

11



También es importante referirse al diferencial de una variable de Grassmann
dn, antes de referirnos a la integracion de dichas variables.

El operador diferencial se define de la misma manera que para los nitmeros
conmutativos, especificamente

0
d= dﬁjaTT (12)
J

lo que trae como consecuencia inmediata
d(namy) = dn i (Ma70)
allb) = i o \TlaTb
? o

= dn;[0a;ms — djunal = dnam — dnpna (13)
por otra parte el diferencial de un producto se fuerza a satisfacer la propiedad
de Leibnitz, es decir

d(namn) = dnanp + nadny (14)
finalmente observamos que al restar (13) de (14) obtenemos

Nadnp + dnpria =0 (15)

resultado que nos indica que dn es en si una variable de Grassmann.

De esta forma en el algebra de Grassmann sélo existen dos tipos de integrales
no triviales que listamos a continuacién

for  fom

para su evaluacién se impone invarianza de las integrales frente a traslaciones,
asi, frente a ' =n + &£ con d¢ = 0 tedremos

fur=fo
/dn’ ’:/dn(n+£)=/dnn—£/dn

la tltima linea implica que

/ dn =0 (16)
este resultado es consistente ya que lo que se integra (dn) es una variable de
Grassmann y lo que se obtiene también (el cero es un ndmero conmutativo y
anticonmutativo a la vez), por otro lado [ dnn es la integracién de un nimero

par de variables de Grassmann por lo que debiésemos esperar un niimero con-
mutativo (c-number), entonces como normalizacién se le asigna el valor 1, asf

/ dn = 1 (17)

12



3. Formalismo BRST

3.1. Integrales de camino = Integrales funcionales

La integral de camino corresponde a un concepto desarrollado por Richard
P. Feynmann, para expresar de un modo distinto, una amplitud de probabili-
dad cudntica. Lo interesante del método es que en una cantidad propiamente
cudntica, aparece una cantidad clasica, correspondiente a la accién del sistema
en cuestion. En su forma maés simple se tiene

<qt|d,t >= / [Dg)[Dp] ¢Sta») (18)

donde S es la accién del sistema, | g,t > una base en la representacién de co-
ordenadas en el cuadro de Heisenberg y donde las medidas de integracién se
definen como

N
[Dg] = lim H dgn

n=1

N
[Dp] = lim [ dpn
n—oo 'n‘gl

Dependiendo de la forma de S, a veces, es posible llevar a cabo la integracion
sobre los momentum (dp,,) para quedarnos solamente con la medida [Dq]. Lo
atractivo de la integral de camino, a veces mejor conocida como integral fun-
cional, es que nos permite describir todas las propiedades de un sistema. Esto
porque si en (18) forzamos ¢ = ¢’ y llevamos el tiempo a una variable imaginaria3
por medio de la transformacion 7 = it, se puede establecer una directa relacién
entre la integral funcional y la funcién de particién mecéanico estadistica, que
describe todas las propiedades de un sistema en equilibrio térmico. De esta forma
la integral funcional adquiere un sentido probabilistico con e~ cumpliendo el
rol de una densidad de probabilidad, que permite calcular cualquier correlacion
de las cantidades fisicas.

3.2. La Transformacién BRST

Las transformaciones BRST constituyen un grupo dentro del cudl existen
varios tipos [6]. Para los efectos de este trabajo nosotros nos avocaremos sélo al
caso en que la transformacién corresponda a una traslacién. Para este caso la
transformacién BRST consiste en escribir la variacién de la variable en cuestién,
e.g. campo de gauge, campo escalar etc. como un producto de dos nimeros de
Grassmann. De esta forma si A es un ntimero de Grassmann (cte.) se tiene para
el caso de un campo escalar ¢ y para el caso de un campo de gauge A,

6¢(x) = c(x) = M(x) (19)

54,(x) = €, () = Moy () (20)

13



en donde x es un punto del espacio-tiempo y ¥ (z), 1, (z) son un campo y un
cuadrivector de Grassmann respectivamente. A estos campos se les denomina
fantasmas y a sus complejos conjugados anti-fantasmas.

3.2.1. Variacién BRST

En base a esto se define la variacién BRST § como aquella parte de la variacién
total que excluye al parametro A, en concordancia se tiene

5¢ = () (21)
0A,(2) = Pu(z) (22)

Un hecho importante sobre la variacién BRST es su nilpotencia, lo que significa
que 62 = 0. Esto es un postulado.
Lo que implica que

8¢ =0=01 (23)
la variacion BRST de los campos anti-fantasmas se define como
50 (x) = ib(a) (24)
donde b es un campo conmutativo. De la misma manera en el caso vectorial
0 (w) = by () (25)

la nilpotencia de ¢ implica en ambos casos

b=0 y  bb,=0 (26)

3.2.2. La carga BRST

En este contexto se define el operador carga BRST @) como aquel que apli-
cado a una funcién produce una variacién de la funcién y rescata aquella parte
de la variacién que excluye al pardametro grassmaniano A.

De esta manera, la ecuacién que la define es

5F = AQF (27)

asi la carga BRST tiene una estricta relacién con la variacién BRST, hecho que
produce que esta tltima también sea nilpotente, es decir, Q% = 0.

3.3. Invarianza de la nueva accion en la extensién BRST

Punto clave del trabajo que aqui se presenta es el hecho que se puede con-
struir una nueva acciéon a partir de la original, incluyendo los fantasmas, que
resulta ser invariante frente a las transformaciones BRST.

A continuaciéon se muestra el procedimiento general para encontrar la nueva
accién, aplicado al caso del campo escalar [3].

14



Considérese un sistema descrito por un campo escalar ¢ y la siguiente integral
funcional

7= / [Dle=5®) (28)

la medida de integracién [D¢] es invariante frente a (19), pero la accién que es
un funcional de ¢ no lo es. Para hacerla invariante se introduce un nuevo campo
escalar B(z) tal que 0B = §¢ y se modifica la accién

S(¢) — S(¢ - B)

naturalmente que al introducir una nueva variable, el campo B, este debe apare-
cer integrado en Z, asi la nueva integral funcional es

2= [opples-?)

Para obtener el gauge, es decir, la condicién en que B(z) = 0, se le agrega a
la accién (para ser més exacto a la densidad lagrangiana) un término &(¢)B)
que es en si una variacién BRST y que equivale a sumar un cero a la integral
(apéndice A), justificindose asi el hecho de poder incorporarlo de esta manera
en el exponente.
Ahora de (21) y (24)

6(¢vB) = ibB + ¥
nuevamente la introduccién de nuevas variables, los campos b, v, 1, implica
el que deben aparecer integrados en Z. De esta manera la integral funcional
adquiere el siguiente aspecto

7= / DY) [DB)[DY|[D|[Dy]e(S(O=P+] dr ibBiw)
se reconoce a la parte

/[Db]e—ifdbe

dentro de la integral anterior, como la generalizacion de la delta de Dirac al caso
continuo. Luego, al integrar sobre el campo b, se obtiene la delta de Dirac §(B)
que al integrar, nuevamente, sobre B da B(x) = 0.

De esta forma la integral funcional se reduce a

7= / [DS|[DF| Dyl SO+ 4 ow) (20)

la nueva accion es

5(6.1.0) = 5(0) + / dz o (30)

y su variacién
_ 58 _ _
0S = /dm%&b—i-/dx (0 + o)

15



la que en consideracién de (19) y (23) se escribe como
55 = /dw [%mp + 69y]

= /dx [%)\ + 6] (31)

entonces la forma que adopta la trasformacion BRST para el anti-fantasma en
orden de hacer invariante la nueva accién S en virtud de (31) es

_ 08
oY =—— 2
v=-5 (32
luego, bajo las transformaciones

op = M
o = 0

- 08
oy = — 7 A (33)

la accién S(¢,v,v) = S(¢)+ [ dx 1 es invariante.” La forma de proceder para
otro tipo de variables como campos de gauge, etc, es completamente analogo
obteniéndose un resultado similar. En general consiste en que por cada variable
contenida en el modelo original, se debe agregar a la accién un par de variables
fantasma - antifantasma; esto no es sino hacer una extension del modelo original
a uno mas grande (posee mayor nimero de variables) que es invariante frente a
las transformaciones BRST y se habla entonces de haber efectuado una extension
BRST del modelo. En el caso visto en detalle, s6lo hay una variable, el campo
escalar en la accién original, en consecuencia en la accién extendida aparece un
sblo par de variables fantasmas asociadas.

Esta invarianza de la medida de integracién asi como de la nueva accién tiene
asociada a si un conjunto de identidades de la forma

<OF(9)d(y)] >=0 (34)

conocidas como identidades de Ward, validas para cualquier funcional F'(¢) ar-
bitrario (apéndice A)

Al desarrollar explicitamente (34) se tiene

<OF (@)Y (y) + F()d[v(y)] >=0

"Notamos que el integrar sobre los campos b y B, tiene como efecto la pérdida de la
nilpotencia del operador carga BRST asociado, ésto porque la nilpotencia de @ estd asociada
a las transformaciones BRST originales que consideran a by B, ésto es (21), (23), (24), (26)
y 6B = §¢ = 1, la integracién suprime estas variables.

16



OF . 58
< [ dagsrs v @) - Fo)50s >=0
[ DADADE [ e 2 piayin) — o) e SO
=0

/[Dgz&] [Dv] [D¢]e*(5(¢)+f dzap)

reconocemos dentro de (35) el hecho de que
Jidpee e~

[idipus@awe S = 5w -y)

(final apéndice B)

de esta forma integrando sobre los fantasmas podemos escribir (35) como

/[D¢](/ dxaj)g)é(a: —y) - F(¢)ﬁ)e—5(¢>

69(y)
[1gjes

/ [ng](&‘;g) - F(¢>£fw>es<¢>

/[Dqﬂefs(dﬁ

=0

=0

es decir,

§F S
<55~ F35>=0 (36)

(36) es conocida como la ecuacién de Schwinger-Dyson.
Esta ecuacién contiene la dindamica cuantica de la teoria.

17



4. El Limite de N grande

Como ya fue mencionado en la introduccioén, el limite de N grande se estu-
dia por medio de hacer un apropiado reescalamiento de la(s) constante(s) de
acoplamiento y redefinicién de las variables presentes en el lagrangiano, lo que
tiene como resultado final la aparicién de un factor N que multiplica todo el re-
definido lagrangiano [7]. Por lo tanto nos encontramos con integrales funcionales
que tienen el siguiente aspecto general

/D(var)efo (37)

donde N f es la accién del modelo y f una funcién (o funcional) arbitrario de
las variables 'var’.

Como lo que interesa es en definitiva calcular los valores de expectacién y/o
correlaciones de las diversas cantidades fisicas, "que a su vez corresponden a
invariantes del modelo”, el hecho de que aparezca el factor N en la exponencial
permite en principio evaluar las integrales por medio del método de la fase esta-
cionaria. Esto se justifica porque en definitiva, el método de la fase estacionaria
es una expansién asintética [8] de la integral, procedimiento que adquiere sen-
tido cuando se toma N — oc.

Para ilustrar este método asi como el que se introducira en la proxima seccion,
se utilizard un modelo sencillo vectorial que denotaremos por la sigla MSV1.

4.1. El método de la fase estacionaria y el modelo MSV1
El modelo MSV1 queda definido por la siguiente integral:

Z = / dNg e N/ @ (38)

donde Z es un vector N-dimensional y f es una funcién tal que f(OZ) =
f(Z), donde O denota rotaciones de los ejes cartesianos en torno al origen.
La propiedad de f se entiende en el contexto que representa una cantidad fisica
(la accién) y por lo tanto debe ser funcién de los invariantes del modelo. En éste
caso el tnico invariante del modelo es: r = |Z|.

El método de la fase estacionaria consiste en hacer una expansién de Taylor de
la funcién f en torno a un minimo local de tal manera que al tender el exponente
del integrando a un valor muy grande, uno puede descartar los términos de or-
den cuadratico y mayores asumiendo que la mayor contribucién a la integral
estd dada por el primer término de la expansion que es simplemente f evaluada
en el punto critico.

Sin embargo como las variables de interés son los invariantes y no las coorde-
nadas cartesianas x; propiamente tal, es preciso, hacer un cambio de variable
en la integral de manera de dejar todo expresado en términos de 7.
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Al hacer esto, Z queda

Z

QN/dr pN=le=NF(r)

7 Oy [ T e NU@-tn() (39)
.

donde Qp corresponde al dngulo sélido en N dimensiones.
Esto conlleva a que la funcién a expandir propiamente tal sea f(r) — in(r) la
cual posee puntos criticos que satisfacen

Fr) =~ =0 (10)

la ecuacién (40) corresponde a MFE y es de vital importancia, como lo demues-
tra el siguiente teorema.

Teorema 1 Las correlaciones de funciones de los invariantes del modelo origi-
nal, son iguales a la funcion en cuestion evaluada en los valores criticos de los

mvariantes, determinados por MFE mds términos decrecientes en potencias de
N.

Demostracion.
Sea rg el valor de r determinado por (40) y sea F' una funcién de los invariantes

en MSV1, entonces F' = F(r)

luego su valor de expectacion es
/deFe_Nf(f)

<F> =
/dee_Nf(f)

/ dr /v F(r) e~ NI =tn(r)]

/ dr fr e~ NU@=in(r)]

<F> =

al aplicar el método de la fase estacionaria y expandir F' en torno a rg

[ dr/r [F(ro)+F' (ro) (r—ro)+ 3 F® (r0) (r—10)>+ & F®) (ro) (r—r0)* ++-] = V4 r0)

F =
< > foc dr/re=Nf(ro)
0
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en la ultima integral se ponen los limites de integracion explicitamente, puesto
que ahora se hace un cambio de variable £ = v N(r — () con el cual

[ e/ (E+rovV/R) [F(ro)+F' (ro) < +3 F® (ro) ¢ + 4 F® (o)
< F >= o '

J7 s G/ (o) NI C0)

de esta ultima linea es facil apreciar que
< F>=F(rg)+ O(N™%) (41)

conaz%

y el teorema queda probado.?

Para el modelo MSV1 todo resulta perfecto; No obstante el método de la fase
estacionaria involucra el hacer un cambio de variable de tal manera de dejar
todo expresado en término de los invariantes del modelo, cuestiéon que puede
resultar altamente no trivial para modelos méas complicados. Es por esta razén
que se utiliza un método distinto y més seguro para obtener MFE, método que
a su vez se basa profundamente en la extensién BRST del modelo original como
fue visto en la seccion 3.3.

4.2. Obtenciéon de MFE mediante las Identidades de Ward

Una vez hecha la extensién BRST, el nimero de invariantes aumenta porque
ahora existen mas variables. Para el caso del MSV1 se construye la nueva accién
extendida que en concordancia con la secciéon 3.3 resulta ser

S(xs, s, 105) = Nf(Z) + sty i=1,...,N (42)

donde la notaciéon de Einstein para la suma en la repeticiéon de indices ha sido
usada con las variables de Grassmann. Como ya se sabe (42) es invariante frente
a (33) que en este caso adquieren el siguiente aspecto

ow; = i
sy = 0
_ 58 of
;= — =-N 4

También de la seccién 3.3 sabemos que esta invarianza trae asociada a si un
conjunto de identidades de Ward como en (34). El método consiste en aplicar las

8La prueba ha sido dada para MSV1; para otros modelos es andloga.
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identidades de Ward a los invariantes no triviales del nuevo modelo extendido.
Para MSV1 extendido, los invariantes son:

o= |z

B = ity
¢ = zith
X = xﬂzz

de los cuales los tres primeros son triviales, es decir, se anulan inmediatamente
al aplicarles la identidad de Ward como podemos verificar

<or> = <0>=0

<OB> = <6(Wihy) >

of
(’)xi

< =N A >=0

el dltimo paso se justifica porque la correlacion de una sola variable de Grass-
mann es cero (final apéndice B).

<OC> = <Olxy) >

= <M >=0

la tiltima linea se justifica por la propiedad anticonmutativa (1) de las variables
de Grassmann.
De esta manera el tnico invariante no trivial, es y

<ox > = < 6(zih) >
= </\’(/Ji’(/;i—.’11‘iN8f)\>
c'?xi
= AM<1 —ra—f >
or

entonces en vista de la definicién de la variacién BRST § y (34)

<oy > = N<1—rﬁ>
or
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Ahora segin el Teorema 1. [4]

of _ of —a
<1—r§ >—1—7‘ar+O(N )

y considerando el limite N — oo

of __ of
<1-— TE >=1-— TE
lo que en virtud de (44) significa
of
1 —r— =
r o 0

que no es mas que MFE para el modelo.

De esta forma entonces, se obtiene MFFE por medio de una identidad de Ward
(44) asociada a la invarianza de la nueva accién (42) en la extensién BRST del
modelo para el limite de N grande.

A continuacién aplicaremos este método a un segundo modelo mas complicado
que llamaremos MV2.

4.3. El modelo MV2

El modelo MV2 es una extension de MSV1 que considera dos vectores, en
vez de uno, viviendo en un espacio N-dimensional. Esta descrito por la siguiente
integral

Z = /dedNye*Nf(i’g) (45)

donde f es tal que f(OZ, Oy) = f(Z,9)

en este modelo existen tres invariantes naturales que corresponden a:

ry = |%

.
r2 = |7l
r3==I-y

Sefialemos que esta simple extensiéon del MSV1 de uno a dos vectores ya consti-
tuye un dificultad alta para el método de la fase estacionaria, la dificultad radica
esencialmente en encontrar el Jacobiano asociado al cambio de variable que se
debe introducir, puesto que ahora debemos expresar la integral Z en término de
los tres invariantes.

Aqui en consecuencia se puede apreciar més claramente las ventajas del método
alternativo.

Llevamos la accién S = N f(Z,4) a su par extendido BRST, recordamos que
por cada variable x;,y; debemos introducir pares de variables fantasmas. A las
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asociadas a x; las denotaremos por v;, 1; mientras que a las asociadas a y;, 9;, 7;,
de esta forma y en concordancia con la seccién 3.3, la nueva accién estd dada
por

S(@i, yi, Vi, Vi, min 1) = N f(E,9) + Vsti + i

la que a su vez es invariante frente a

dx; = M\
oty = 0
- oS of
0y = ——A=-N—\
l/} (le 81‘,‘
oyi = Ani
on; = 0
0S of
0 = ——A=-N—)\ 4
! 0y Jy; (46)
Los nuevos invariantes no triviales son
X1 = 2 (47)
X2 = T (48)
X3 = Yiti (49)
X4 = Yilli (50)
Al aplicar las correspondientes identidades de Ward
<d(x1) > = <d(xh) >
= < \Yh; — Nz 8f/\>
5@
af of
= AN<1l—-r— —r3=——
AN < 1 87’1 73 8’1"3 >
implica
N of of
= 1t ot
< 5()(1) > N < 71 o 73 67"3 >
=0
y por el Teorema 1 para el limite N — oo
of of
1— =L =L — 1
" 67“1 "3 6r3 O (5 )



que corresponde a la primera MFFE para el modelo.

De manera similar

<O(x2) > = < O(zim) >
Jy;
_ _rs9f | 20f
= A< [’I“g 87‘2 L 8’/‘3] o
implica
% rs Of | 5 0f
= N<_[2Z2L g7
< d(x2) > < [r2 s +ri 8703] >
= 0
por Teorema 1 y limite de N grande
rs Of | 20F _
T2 (97“2 + "1 8r3 =0 (52)
<d(xz) > = <o(yiv) >
= A<0-Ny; 8f >
3:@-
_ _rs Of | 2 0f
= AV< [7"1 ory T28r3] ”
luego
5 _ _rs0f | 20f
<d(x3)> = N< [T1 o +T287’3] >
=0
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por Teorema 1 y N — o0

rs OF 2 0F _

o 5 oy 0 (53)

<o(xa) > = <O(yim) >
= )\<77i77i—NyigTh>
= >\N<1—T2%—T3%>
implica
<dlxq) > = N<1—r2§—7‘i—r3g—i>
= 0
por Teorema 1y N — 00
1-nil 2L (54)

de esta manera (51), (52), (53) y (54) corresponden a MFE que determinan los
valores criticos de 71, 9, r3 y se verifica que el sistema que conforman dichas
ecuaciones es consistente (apéndice C).

Nuestra intencion ahora es explorar un método alternativo, que nos permita
obtener MFFE con la esperanza de que nos aporte alguna informacién adicional
acerca del modelo, en concreto, que nos diga algo més de céomo deben ser las
funciones que representan las cantidades fisicas del modelo.
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5. El Método Variacional

Nuestra intencion serd hacer una formulacién variacional del problema para
encontrar MFE.

5.1. Definicion y proposicion formal del problema

Sea |G > un ket que represente un estado fisico del sistema, entonces,
éste tendra asociado una funcién de invariantes que denotaremos por G(r,x)
y G(ri,72,73, X1, X2, X3, X4) Dara las extensiones BRST de MSV1 y MV2 re-
spectivamente.

Buscaremos la creacién de un funcional S definido por

S =< G|Q|G > (55)

tal que al extremizarlo nos de

65 = Q|G >=0 (56)
y que 58 =0

contenga dentro de si las MFFE del modelo.

Para esto es necesario encontrar una base en el espacio de estados que per-
mita definir un producto interior.

Para simplificar el problema de encontrar una base trabajaremos primero en
una dimensién para luego generalizar el resultado a N dimensiones.

5.2. Primer modelo de producto interior

Usando la definicién usual de la base para una coordenada de posicién con-
tinua

|z >: /dm|x><x|:1 (57)

y utilizando la base para un estado fermiénico en la representaciéon coherente
(apéndice D)

v [dbdve ™y <o) =1 (58)

nuestro primer intento fue proponer una base | x, 1 > definida como el producto
tensorial entre la base |z >y [ >

|z, >=z >y >
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en consecuencia, esta base cuenta con la siguiente relacién de completitud

|2, 1p > /dxdz/‘;dw e ap >< 3| =1 (59)

nuestra intencion es que esta base permita la definicién de un producto interior
en una dimensién, como requisito, necesitamos que < G|G > > 0.

La primera propuesta que hicimos para la proyeccién del ket |G > sobre la
base (59) para MSV1 fue

< %WG >= G(l‘,?/)) = C:O + G17/J (60)

donde Gy y G; son funciones de .

pero al calcular < G|G > se obtiene

< G|G >

/ dzdpdy e [Gy + G19)[Go + G1¢]

[ (6o - I3 (61)
por lo que se requieren modificaciones.

Las modificaciones deben ser hechas a la proyeccién del ket |G > pues sabe-
mos que (59) es falto de error. B
De esta manera notamos que al cambiar 1 por ¥ en (60)

< 2,9|G >= G(x,9) = Gy + G1¢ (62)

se obtiene el resultado deseado

<GlG> = /d:c(\G0|2+|G1|2) >0 (63)

el paso siguiente consistié en calcular el funcional S.

Para esto primero debemos hablar de la forma que toma el operador carga
BRST para el modelo MSV1 y MV2. De aqui en adelante utilizaremos la no-
tacion de Einstein para la suma de indices repetidos a menos que se indique lo
contrario
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En la extensién de MSV1 (N dimensiones) consideramos una funcién arbitraria
lo més general posible F' = F(x;,1;,1;) luego segin (27) y (43)

oF

5F = 61’18 + 511)1, awl 6wl 'll)
0S 0
o ’L/)Z 5.’% 5561 81;,

En consecuencia se tiene que el operador carga BRST para MSV1 corresponde
a

0 65 0
Q=i

dz;  Ox; Oy (64)

Para MV2 procedemos de una forma similar, la funcién a considerar es I’ =
F(x;, yi, i, i, m; barn;) con la cual en vista de (46)

oF oF oF oF oF oF
oF = (53518 +(5yZa —l—&blawz—k&/}z 90 +5man +6mé‘]
0 0 0S 0 0S 0
= MNMYi—+n———————| F

or; "y, xSy O

de la ultima linea se identifica la carga BRST para MV2 como

Q=g P T et ol o (65)

con esto dicho procedemos a calcular el funcional S , en todo el andlisis sub-
siguiente se trabajard con el modelo MSV1 en una dimension hasta encontrar la
base adecuada, luego se generalizaran los resultados a MV2 y a N-dimensiones.

S

<GQ|G >

/ ot =Ty + Crlli o — ;;

[[Go + G19]
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= [aGo i) - 65 (66)

entonces las variaciones de S con respecto a Gy y G resultan

§S ) 58

5o Gi(z) — %Gl(l’) =0 (67)
§S — 55

50, Go(r) + EGO(JJ) =0 (68)

las variaciones (67) y (68) son igualadas a cero puesto que se busca la condicién
(56).

Para saber si (67) y (68) son correctas debemos esperar que impliquen
Q|G >=0 (69)

entonces las comparamos con las ecuaciones que se obtienen de (69)

g 65 0 -
QG = [QZJ%*%@][GoJrGﬂZJ]
, FoNT 68
= Y(Ghla)+ GL@)P) —Gr's =0 (70)

puesto que {1,%),, 11} son linealmente independientes entre si,
(70)—

Desafortunadamente no se ve claramente el que (67) y (68) — (71), esto sélo
ocurriria en el caso que Gg fuese real y s6lo para los puntos criticos que extre-
mizan la accién original S. Para tratar de adquirir un mayor adentramiento en
el problema y mejorar esta situacién se propuso una proyeccién de |G > que
utilizara toda la base {1,,, 91}, asi

< 2,9|G >= Go + G1¥ + Gotp + Gy (72)
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pero al calcular < G|G > obtenemos

< GG >

= /dﬂﬁ (GoGs + |Gol* + |G1|* — |G2f* + G5Go)

en (73) hay serios problemas, no sélo la expresién no es positiva definida sino que
ademds aparecen términos de mezcla! como GoG'3. Por esta razén y el hecho de
que no existe una clara implicancia por parte de (67) y (68) a (71) se buscé una
nueva base para definir el producto punto.

5.3. Segundo modelo de producto interior

Buscamos una nueva base que permita considerar proyecciones del tipo (72)
con la esperanza de que el hecho de usar toda la base {1,1,4,)} permita
obtener (56). Para esto lo que se nos ocurrié fue definir un nuevo estado [ >
tomando la definicién del ket |¢) > en la representacién coherente (apéndice D).
Aqui haremos una breve referencia.

En la representacién coherente de estados fermidnicos |1) > se define como
[ >=10 > +2|1 > (74)

donde v es una variable de Grassmann y |0 >, |1 > son los dos estados asociados
al hamiltoniano del sistema en cuestion, para el estado del vacio y del siguiente
nivel de energia respectivamente.

En vista de esta definicién se me ocurrié definir el estado |1/ > como

| >= 10 > +2p[1 > (75)

lo siguiente fue buscar que relacién de completitud satisface. Después de algunos
intentos se llegd a que la correspondiente relacion es

/d@/;dz/?eww') >< | =1 (76)
con esto podemos construir el estado |z, 1), > definido por

|z, 9,0 >= |z > Q¢ > QY > (77)

en consecuencia le corresponde la siguiente relacion de completitud

/ dodipdipdy' dip' eV eV |z, p, 0 >< 2,9,9| =1 (78)

las primas se han usado para distinguir entre las diferentes variables mudas de
integracién puesto que de lo contrario el integrando se anularia.
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Recogiendo la experiencia ganada en el modelo previo de producto interior, y
después de algunos intentos se identificd

< 2,9,9'|G >= Go + G1¢p + Gotp + G3'y (79)

donde Gy, G1,G2 y G3 son funciones dependientes de .

como la proyeccién requerida para hacer < G|G > > 0.
Usaremos la notacién [d] para la medida de integracién de (78)

<GG> = / [d] e % "V [Gy + Ghb + Gat + Gl [[Go + Gatb + Gt + Gsy'4)]

- /dx<|Go\2+|G1|2+|G2|2+|G3\2>zo

De esta manera el segundo modelo de producto interior queda definido por (78)
y (79). Es importante discutir ciertas caracteristicas de este modelo antes de
proseguir con los célculos. De partida notamos que segin (78) y (79) este mod-
elo parece contener al primero, (78) es (59) multiplicado por (76), mientras que
en (79) recobramos (62) al hacer G2 = G3 = 0. Lo siguiente es referirnos al ’cam-
po’ ¢, en estricto rigor corresponde a una variable independiente de ¥ aunque
nosotros quisiéramos interpretarla como esta y decir que el hecho de que lleve la
prima es simplemente para poder llevar a cabo la integracién en (78), pero seria
de algiin modo una restriccién del caso més general en el cual 1’ es considera-
da como una variable completamente independiente. Esta tltima apreciacion es
necesaria para establecer la nueva forma que adquiere el operador carga BRST.
Debemos considerar el caso méas general, en consecuencia las funciones a con-
siderar deben tener la siguiente forma F' = F(x,2',1,v',4,1"). La razén por
la cual se considera también x’ es porque en definitiva la interpretacién que le
damos a 9’ es el de ser el mismo campo 1 pero no necesariamente evaluado en
el mismo punto, es decir, 1 estd asociado al punto = mientras que ¢’ al punto
x’, cuestién que se vuelve més clara al escribir las transformaciones BRST:

dxr =1 o' =
S =0 s’ =0
- 5S < 68
o = ox o T s (81)
la carga BRST sera
oF OF OF OF
F = _— 'z -
) 6908 + 0z 8/+6waw+6¢aw+5¢8¢,+5waw/
0 0 45 0 08 0
= AMYpym—+Y == - ——= - —=—

o' Sz x! O
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0
Q=Y "V ow “5aos Gwow (82)

en vista de (82) procedemos a calcular QG = 0y S (para MSV1)

0 0 0S5 0 0S 0 — -
QG = Wf*w + l//% T Sr o0 @%HGO + G + Gop' + Gsy'y)]

como nada depende de 2’ ni de )’ el operador carga se reduce,

0 650

_ = = I / 1.7
[ 97 o7 a&][G0+G1¢+G2¢ + G|
! ! A !/ / / 1.7, 65 /
= P[Gy(z) + G1(2)Y + Go(2)Y" + Gy (2) "] — E(Gl —G3Y')=0
(83)
argumentandonos en la independencia lineal de 1,1’ ... etc.
(82) —
Go(x) =0 Gi(x) =0 Gy(z) =0 G4(x)=0
éS 08

inmediatamente indentificamos en (84) la contencién de (71), reafirmando el que
este nuevo producto interno pareciera ser una extension del primero.

El funcional S resulta

S = <GQIG>
= f[d][§o+51w+§2@’+§3¢”§'][¢%*%%][GoJrGl@ZJerWJerWJJ]

_ _ — 05 — 65
_ / 4z [GoGA(2) + GaGh(z) — Go 5 G1 — G 5 Gl (85)
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finalmente variando S con respecto a Gy, G1, G2, G3 e igualando las variaciones
a cero en concordancia con (56)

05 0S
08 — 05—
) 0S
) — 05—

vemos que (85) y (86) corresponden a (67) y (68) respectivamente, nuevamente
una indicacién de que este segundo modelo es una extension del anterior.

En vista de lo anterior y por el hecho que el primer modelo es més sencillo
decidimos optar por trabajar con éste. Ademé&s debemos sumar el hecho de la
sutileza que existe en torno a la interpretacién de v’. A pesar de decidirnos
por el primer modelo, hemos querido presentar el segundo modelo de producto
interior porque formé parte del trabajo realizado en la préactica y porque no deja
de ser interesante.

5.4. Primer modelo de producto interior y MFE
5.4.1. MSV1

El primer modelo de producto interior queda definido por las ecs. (59) y
(62), las cuales volvemos a escribir abajo

|z, > /dxdiﬁdwe_w’ |z, >< 2,0 =1 (59)
< 2,9|G >= G(x,v) = Gy + G1¢ (62)

La generalizacién de (59) a N dimensiones corresponde a

N — - -
wd > [([dndie ™ .0 >< 2] =1 (90)

=1

La versién de (62) generalizada a N-dimensiones cuando |G > representa un
estado fisico, debe corresponder, como fue sefialado a comienzos del capitulo 5,
a una funcién de los invariantes r, x en la extensién de MSV1, es decir,

< Z,9|G >= G(r,x) = Go(r) + G1(r)x (91)
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Es interesante subrayar el hecho de que (62) permite esta situacién, puesto que
contempla el uso de los 1; con los cuales se genera el invariante x, no as, el
caso de (60). Intentaremos entonces obtener MFE del modelo extremizando S,
la cual procedemos a calcular.

La medida de integracién la denotaremos por [d].

§ = / (de™ P [Go(r) + Cr (X[ e — 22 2

oz, E%][Go(r) + G1(r)x]

al multiplicar todos los términos y llevar a cabo las integrales gaussianas sobre
las variables de Grassmann finalmente resulta (apéndice E)

g = /(H dl‘ﬂ[@o(’l")@!ﬁi "‘v‘éo(r)NGl - éo(T)%Glxi] (92)

calculando la variacién con respecto a Gy e igualdndola a cero en pos de (56)

;50 = %—ilxi—FNGl —NgiGlxi =0
dividimos por N y tomamos el limite N — oo
Gi[1— rg—i] = 0 (93)

mientras que al hacer lo mismo con la variacién con respecto a Gy

65 2Gor)  yvam NG
e — oz, + NGy — Naxi Gox; =0
- _8G0 Ti - 3f .
- oxr; N Goi ox; 0
_ of _
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tenemos dos ecuaciones (93) y (94),

0
(93) — G1:O\/lfr8—£:0
rere of _

suponiendo que no conocemos MFFE del modelo, pues esto es lo que esperamos
que el método variacional determine, observamos que las implicancias de (93) y
(94) resultan en que

@07&0—>G1:0 6 G1#0—>60:0

ambos casos hacen que (92) se anule! Este problema de aparente inconsistencia
se debe a la ec.(94) pues sabemos que rdf/0r # 0 y la forma que adopta (94)
se debe al término de integracién por partes —9(Goz;)/0x;. Para solventar esta
situacién notamos que si en (92) eliminamos el término Goxz;0G1 /dz; pidiendo
que G sea constante, entonces ya no aparece en (94) el término conflictivo.?

En este caso el funcional S se reduce a

N
= _ _ of
s -/ ([ drGo(r)NGs = NGolr) G (95)
las variaciones con respecto a Go, G1 son inmediatas
5S of
el Gq| T@r] 0 (96)
I S a— of,
o - /d v NGoll o2 ] =0 (97)

de la forma de (92) y (95) sabemos que si no queremos que estas expresiones
pierdan sentido (i.e. el funcional se anule), necesariamente Gy, G1 # 0. Con esto
en la mano, nos fijamos que (96) implica MFE y (97) es una condicién que se
satisface en virtud de (96). De esta manera hemos cumplido nuestro objetivo
para MSV1.

Finalmente quisiéramos senalar el hecho que en este caso particular no se re-
quiri6é tomar el limite de N grande para encontrar MFFE, lo que podria ser otro
aditivo que trae consigo el método variacional y por supuesto el hecho de pedir
(1 = cte no deja de ser una restriccion necesaria para que el método funcione
pero también se convierte en informacién adicional sobre la forma de las fun-
ciones G.

9El hecho de pedir G constante concentra en Go toda la dependencia de los x;.
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5.4.2. MV2

La correspondiente generalizacién de (90) a MV2 corresponde a

N
| Z, g, 4,17 > /(H dzdyidrdindidm)e” " e E, b, i >< F, G,
=1

=1
|
—_

la proyeccién del ket |G > es

< fa Zj,?;,ﬁ‘G > = G(r17r2;r3aX1aX23X3aX4)
= Go+ Gix1+ Gax2 + Gsxs + Gaxa

+Gsx1x2 + Gexixa + Grxaxs + Gsxsxa  (99)

donde G; = G;(r1,72,73) con i = 0,1,...,8. De esta manera procedemos a
calcular el funcional S, utilizaremos [d] para la medida de integracién donde
convenga

N
S = /(H daydydiyydipydiydm)e ™1 e 7T [Go + G1Xy + GaXa + GsXs + GaXy
=1

- - - - 0
+GsX1xe + GexXixa + G7X2X3 + GsX3X4) wzaixz + 771'87% - 57%871/;1 — 573/187771]

[Go + Gix1 + Gax2 + Gsxs + Gaxa + Gsxixz + Gexixa + Grxaxs + GsxsXx4]

notamos el hecho de que

XiXe = @ithiwji; = v i
= 3TN = Tn; T
X2X1
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al desarrollar la tltima expresién, es decir, después de multiplicar todos los
términos y llevar a cabo la integracion sobre las variables de Grassmann resulta
(apéndice E)

N
e 0Gs  9Gy 0G4
= | ([] dzidy)Col F i + NG ; ; i
/(5—1 xydy;) o[axifﬂ-F 1+8xiy+8yix+8y¢y

of
y;

— — oG~ 0Gs
G G - ——YpVi
+(G1wp + Gayp)[ Em TiYp + Em YpYy

0G5 0Gs
—GgypN + wapxi + Tyil‘pyi - Gﬁl‘pN

+NG4 — N af
83%

(Gizi + Gsy;)) — N

(Gazi + Gayi))

of

-N
yi

(=Gszpz; — Gexpyi + Graiyp — Gsypyi))

— — oG
+(Gazxp + G;;y,,)[a—x?:cixp + NG5z,

0Gg 0G7 0Gs
+8—xixiyp + NGeyp + Txixpyi + Tmyiyp

0
/ (Gswizy + Gewiyp — Grapyi + Gsyiyp)] (100)

—-N
5’:rz-

(100) es una expresién bastante més complicada que (92), motivado por el anéli-
sis previo en MSV1 donde se determiné que G; = cte, aqui probamos la opcién
Gl, G27 ey Gg = cte.lo

Entonces (100) se reduce a

S = 1 Go[NG G 0f
= [ ([ dzidy)Go[NG:1 + N 4—Naxi
=1

0
(Giz; + Gsy;) — Nﬁi@f( Gowi + Gayi)

of
yi

+(Grzp + G3yp)[—GsypN — Gexpy N — N ——(—Gs2pz; — Gopyi + Grxiyp — Gsypyi)]

_ _ 0
+(Gazxp + Gayp)[NGszp + NGey, — Na—xf( Gsxizp + Gexiyp — Grapyi + Gsyiyp)]
(101)

10Nuevamente concentramos la dependencia de las variables originales x;,v;, en el primer
coeficiente Go.
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reexpresando las derivadas parciales como

of _=of = Of of _viof Of
8£EZ' o T1 87’1 Yi 87"3 8yz o T2 87"2 187"3

y reagrupando términos, (101) se expresa como

N
~ — 0 0 0 0
S = /(H dmldyl) GON [Gl(l — Tliarfl — Tgiaé) + G4(1 — Tzai’,:]; — 7“3877{3)
=1
_ 3 of 2 Of . 73 of 5 Of
G2(T2 8’/‘2 + ! 8’/“3 ) 3 1 87“1 + 2 6’)“3 )]
= of of 2 of of
+G1N[*G8T3(1 — T9 87‘2 — T3 67‘3) - Gﬁ’l"l(l — T9 87“2 — T378’r3)
2,73 of 2 Of _ 73 of 2 Of
+G5T (’I"Q 87‘2 + " 87‘3) G7T3(T2 (“)742 ! 6r3 ) ]
_ of of of of
— 2 — —_—— — p— — —_——
+G3N[ G8T2(1 T9 ar2 T3 8’{‘3) G67"3(1 T2 (9’/“2 T3 87"3)
73 of 2 Of o 2,73 of 2 Of
+G5r3(r2 0rs T 87"3) G7T2(r2 ars i ars )]
= of of of of
2 —_— —_— — p—
+G2N [G57’1(1 T1 87’1 T3 37’3) + G6T3(1 T1 87'1 T3 87‘3)
2,73 of 2 Of _ 3 of 2 Of
+G7r1(7’1 87’1 + 2 87’3> G8r3(7"1 87"1 + "2 (97‘3 ) ]
= of of 2 of of
+G4N [G57”3(1 — 7”187741 — 7“3877'3) + G6T2(1 -7 o, — T3 87’3)
3 of 2 Of _ 2,73 of 2 Of
+G7T3(7’1 87’1 + 2 8’1"3 ) G8r2(7’1 87"1 "2 67“3 ) ]
(102)
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Destacamos en (102) la aparicién del conjunto MFE para MV2.

La variacién de S con respecto a Gy e igualada a cero en vista de (56) resulta

5S of of of of
660 = NGl(l 1 aTl Tgarg) + NG4(1 T9 8’{‘2 T3 67‘3)
NGy 0L 200y e s OF 2 0F
NGQ(TQ Ors T 8r3) NG3(T1 ory + 28r3) =0

(103)

como los G, G; son arbitrarios y a su vez pedimos el que sean distintos de cero
por un argumento andlogo al soslayado para MSV1, el que el funcional S no
se anule, entonces si sumamos la condicién de pedir una extremizacién del
funcional S para todas las proyecciones posibles del ket |G > de tipo
(99) con Gy dependiente de z;,y; mientras que G1,Gs,...,Gs = cte en-
tonces en este caso (103) implica las ecuaciones (51), (52), (53) y (54), es decir,
el conjunto completo de MFE para MV2.

Establecido este hecho podemos apreciar que las demads variaciones de S pro-
ducen condiciones que son satisfechas por (103).

Por ejemplo, la variacién con respecto a G5 e igualada a cero en vista de (56)
resulta

S rs Of 5 0f

_ N N, 201 _ PN S 222 L
3G /d zd™y GoNri(l—mr o, T3 ({)7’3) + G1N TI(TQ Oy + 7] 67"3)
_ of of . — rs 0f 5 0f

N 1—r{=—=% —rsg—— Nrg(—— )=
+GyN r3( 1 By T3 87"3) + G3 T3(r2 s +r] 37’3) 0

condicién que es satisfecha por (103), sucediendo lo mismo para las otras varia-
ciones.

De esta manera hemos logrado reobtener el conjunto MFE para MV2 a través
de un método variacional imponiendo restricciones a la forma que adoptan las
proyecciones de los estados fisicos. Notamos también el hecho de que no fue
necesario para este caso y a este nivel, es decir, a nivel de la obtencién de MFE
tomar el limite N grande.
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6. Conclusion

En este trabajo hemos encontrado un nuevo método para encontrar el MFFE
de una téoria, el método variacional. Por falta de tiempo sélo pudimos aplicarlo
a dos modelos sencillos pero que no dejan de ofrecernos un buen adentramien-
to sobre la metodologia general que se requiere para obtener estas ecuaciones
asi como también la importancia de estas mismas y la estrategia de cémo ha de
atacarse via este método, otros modelos méas complicados e.g. modelos matri-
ciales, campos de gauge etc.

En lo concreto que se refiere a los modelos estudiados aqui hemos visto que
el método variacional requiere para funcionar, que todos los coeficientes G; en
las expansiones de las funciones representantes de estados fisicos, que acom-
panan a los invariantes que involucran anti-fantasmas, los x;, sean parametros
no dependientes de x;,y;. Esto constituye un dato que aunque no demuestra
que las funciones aludidas deban ser de esta forma, si lo hacen a uno pensar en
esta posibilidad con cierto grado de interés (e.g. buscar una demostracién hacia
el futuro) y por lo tanto se puede argumentar que el método variacional provee
informacién adicional sobre el modelo.

También notamos que para estos modelos en particular, la deduccién de MFE
via el método variacional no requiere tomar el limite N grande lo que significa
que el método variacional para estos casos resulta ser mas general que el método
de la fase estacionaria y el método de las identidades de Ward, ambos que si
requieren el tomar N — oo.

Senalamos también que por medio de este trabajo hemos logrado construir dos
tipos de productos puntos para funciones supersimétricas que pueden ser de
utilidad para futuras investigaciones.

Finalmente quisiera agregar la satisfaccién personal que he obtenido por medio
de este trabajo, para el cudl aprend{ una serie de materias nuevas (unas en mayor
profundidad que otras). En particular resalto el hecho de haberme encontrado
por primera vez con el concepto de la integral de camino, la cual estudie en pro-
fundidad [2] (a pesar de hacer una breve referencia a ella en este informe, seccién
3) y haber incluso revisado la teoria de ¢* como forma de introducirse en la de-
duccién de los diagramas y reglas de Feynmann [2] que si bien no han aparecido
en este trabajo principalmente por un problema de tiempo (se requeriria de un
ano mds por lo menos!) si son sustanciales a lo que se investiga con N grande y
por lo tanto bueno de estudiar en aras de una mejor comprensién general de la
naturaleza de este estudio.

Es verdad que los modelos y resultados son simples pero nos dan una base para
mirar versiones més complicadas del problema siguiendo la pauta establecida en
éste informe, por ejemplo pudiésemos pensar a futuro en reemplazar el vector
de MSV1 por una matriz de N x N y estar atentos a una condicién similar a
que 1 = cte y si se requiere o no tomar finalmente N — oo, lo mismo para
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campos escalares, campos de gauge, etc; preguntas como éstas quedan abiertas
para el futuro.
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A. Nulidad del valor de expectacion de una variacién
BRST

Considérese una integral funcional cuya medida de integracion y accién pre-
sentan invarianza frente a variaciones BRST ¢, tomaremos el caso del campo
escalar ¢ con una accién invariante .S, probaremos entonces que

<OF >=0

donde F' es una funcién arbitraria de las variables contenidas en el modelo, en
este caso particular, de ¢, 1, 1.

Consideremos entonces la integral funcional

2= [apapires
v las variaciones
¢ =p+dp ¥ =v+op ¢ =9+
entonces
Di¢) — Dié] D) Dlu] DI#) — Die)

como la accién es invariante

S'=S(¢+ 08¢, ¢ + 59, P+ 0¢) = S(¢,1p,¢) = §

y por otro lado

F'=F(¢+0¢, ¢+ 0, ¥+ 0¢) = F(¢,1,9) + oF

por comodidad tomaremos la normalizacién

/ DD Dle S = 1
sigue

[apdoeiEres = [1DgDaDulE +3F)e
~ [DelDd|DysFeSEs D — o
<6F> = 0

como se pedia.
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Finalmente notamos que si a la accion le sumamos una variacién BRST cualquiera
0H es lo mismo que sumar un cero a la integral, usaremos [d] para la medida
de integracién donde convenga

[ipsiae s = [ipgDapeleen

= /[d]e_g[l +0H + %(SH)Z + %(5[{)3 T
notamos
(5H)? = GSHGSH = §(HGH)
(0H)® = OHSHSH = GHO(HSH) = 6(HIHOH)

haciendo uso de la nilpotencia de 6.

sigue entonces
_§r% 1-, - 1. -
= [ld)e™¥ [0H + 35(HSH) + 53 (HSHGH) + -]

- /[d] e SS[H + %(HSH) + %(HSHSH) -

como se demostrd previamente.
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B. Integrales Gaussianas

Revisaremos los tipos de integrales Gaussianas m&ds importantes con sus
desarrollos llegando al final a aquellas que han sido utilizadas en los calculos
presentes en este trabajo. La notacién de Einstein es empleada para la suma de
indices repetidos en las exponenciales. x denota una variable real, z una variable
compleja y 1, 1) variables de Grassmann complejas. Se entiende que el rango de
integracién es todo el espacio.

Comenzamos citando el conocido resultado

1)/dxef‘m2 = \/?
a

N
™
2) [([[dme=om = T
Py Vdet A

desarrollo:

buscamos cambio de base unitario ortogonal que diagonalice a la matriz A
yi = Uiy,

donde U es la matriz unitaria buscada, luego

z, = Uy
zr = YU

la segunda linea es la versién transpuesta de la anterior

A1 - )
y1yn)

G*kamAz‘jUﬂ,lyp

/(f[1 day)e it = /(f[l dyr)

o Zn)

(9(131 .
Y1+ yn)

e~ YeMkpYp

-/ (f[ldyl)

como A es diagonal
Akpyp = A(k)yk

donde A*) es el valor propio de A asociado al k-esimo vector propio, ademés
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-1
8yj - Uij
[ - o
N
=1

N

= I—I/Clyle_k(l)yl2
=1

™

it

~
—

A (ziAsjz+b2;) (LT A~ 1b) /2
3/ dx)) e TiAiiTiT0iT5) — o(z I
) <1j ) —

desarrollo:

Aplicamos el método de la fase estacionaria, por lo que hacemos una expan-
sién de Taylor de la funcién en el exponente en torno a un minimo, para esto
calculamos las primeras y segundas derivadas (no hay mds puesto que es una
forma cuadratica mas un término lineal)

0
Tm(xiAijxj + bjIj) = 51;kAZ‘jJCj + JL‘Z‘Aijdjk + bj(sj'k-
Akjl‘j + x; A + by
= Akpxp + Apkl‘p + by,

se asume que la matriz A es simétrica (hermitica en el caso mds general), entre
otras razones, para asegurar que sea diagonalizable, entonces

= Akpxp + Akp(Ep + by,
= 2Akp£Ep + bp =0

2Akp1‘p = —bp
1 _
.’L'p = _§Apk1bk
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se iguala a cero porque es un punto minimo.

Las segundas derivadas son

0x1L.0x, (

0
z;Aijzj +bjxy) = W(QAkpfﬂp + bp)

= 2Agm

de esta forma la expansion de Taylor en torno al minimo queda

a:iAijxj + bja:j

definimos

1 _ 1 1 1,
TorAp Ai Agy b = Shp A b+ (i S AR D) Aij (5 + 5 A br)
1 1 1, 1

20 Ay T = Shp AL b + (s + 5 Aglbi) Aij (w + 5 A5, k)
I 1, 1,

iprpk by, — gprPk b + (z; + §Azk bk)A”(fL'j + §Ajk bi)

1 1 1
=gV ATIb A (i A A (25 + S AT br)

~ 1 _
T =x; + §Aik1bk

Ox; __

el cambio de variable asociado es trivial ya que 5= = 0ij en consecuencia la
Tj

integral queda

N
_ (267 /(H 43 )e= @ Aum)
=1

lo que resulta finalmente

Vdet A

N N/2
/(H dxl)ef(xiAijIj+bﬂj) —(0TAT ) T /
=1
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N
S A 2m)N
4 = —Z;Aijz; (
)/(ll_lldzldzl)e = A

desarrollo:

De manera similar que en 3) se busca sistema de coordenadas que diagonalicen
A, asi sea este dado por

w; = Uiz
5 = zul
w; = Zk ki

— Ulw
ZE = ki Wi
Zy = wiUp

en consecuencia

N N _ _
_ Az _ 921,21 ,2N,2N) ’ U AUt
dzidz))e Zidijz = / dwrdw ? ? ’ e~ WrUpidijU W
/(E dz) ([ | 20200
al 0(z1,21+,2N,2N)
= diwydw, DAL ENGEN) | o= A
/(H )8('11)1,1111,"',’11)]\[,’11)]\[)
nos fijamos que
(921' +
w, — Y
61I)j
0z;
— = Uy
311)]‘ J
0z; — 0
0wj

se verifica que

8(21,21 "'7ZN32N)
O(w1, W, -+, WN,WN)

= det(U")det(U) = det(UTU) = 1
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de esta manera

N
/(H dﬂ)ldwl)e_wPAPkw’“
=1

N
/ ([ dawrduwr)e "
=1

N

— 7)\Z’LTJZ’LUZ
H dwydw; e
=1

para evaluar las integrales, cambiamos a la descripcién polar de los ntimeros
complejos, asi en términos generales

w = pe

de esta forma,

/du’;dw e MY — /dﬁdp‘a(w’w) ’ e~

A(p,0)
ow.m)| _| e ipe | _,
8(/),9) - 6719 _ipeﬂe = zp

entonces

N

N
H/d@ldwl e Mo H/d9ldpz2pz el
=1

=1

N

= H27r/ dpl2ple*>‘lpl2
0

=1
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a (i hy420s) — CON - pa-1y
| | dz dz e~ (Fidiizi+biz+25b5) —
2 /(1—1 adz)e detA ©

desarrollo:

aplicamos el método de la fase estacionaria,

9 B
7(52‘142‘ij + ijj + Ejbj) =0

0z
ZiAi, + b, =0
ZiAix = —by,
z = —bi Ay}

o _
7(52'142']'2]' + ijj + Ejbj) =0

0z
Aijj +b,=0
Aijj = —bk
zj = —A5 by

la dnica derivada de segundo orden de interés es (las otras son cero)

0% - i 9]
92,07 (Zidijz; + bjz; + Zb;) = T%(Akaj + b)) = Akp

en consecuencia la expansién de Taylor adopta la siguiente forma
ziAZ‘ij —+ Z;ij —+ Zjbj = l_)kA’;ilAijAj_plbp — l_)jAj_klbk - l;kA]?jlbj
(2 + b AL ) Aij (25 + Al br)

= bpA, by — b ALl — b AL,
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(2 + b AL Aij (25 + A3 bi)

= —beA b+ (Z 4+ bk A A (25 + Al br)

definimos

Zj =2+ A by

Ei =2z; + bkA,lzzl

de esta forma la integral queda

N
b —1p. i~ o~ _A:, ~
ebkAkjb] /(l IledZ[)e (ZiAijz5)
=1

o (bA7D) (2m)™
detA

Las siguientes integrales que contienen variables de Grassmann cobran especial
relevancia pues fueron usadas en reiteradas ocaciones en los cédlculos.

N —
6) / (H dipydapy)e™ViAivi = det A

=1

hacemos cambio de base

& = Uit
& = wU;
Yo = Ul
Y = &Ui
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T e Moz [0 U O | g a0l
dird — P Ay _ déd ‘ 1 71 y YN, 7N EpUpiAij Ujkfk
/(g djl wl)e /(l];[l gl €l) 8(51a§1a"'a§Nﬁ§N) ‘

N

/(H dgldfl)det(UTU) e_f_p/\pkfk

=1

N
/ ([T dérdgy) e~

=1

N
_ d&de; e 66
N
- H/d{ldﬁl(l - 20gg)
=1
N
— H/\(l)/dfld& &&
=1

N
— H A0
=1

= detA

N
7) / (1T debrcundipd)e™ (o a ot babs) = deg A e®4"0)
=1

aplicamos método de la fase estacionaria

o - _ _
%(%Aiﬂ/fj +bjtpj +1bib;) =0
Vi Ag + b, =0
ViAip = —by,
Ui = —br A
9

o0 (i Aijth; + bjt; + b)) = 0
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Aty + b =0
Apjh; = bk
P = _Aj_klbk

la dnica derivada de segundo orden de interés es (las otras son cero)

9? - - - 0
02 00n (ViAijby + bjby +sbs) = %(Akj% +br) = Agp

en consecuencia la expansién de Taylor adopta la siguiente forma
Vidighy + b0 +ib; = DA Ay A7 by — b AR b — buA b
(i 4 b AR Ay (5 + Al br)
= bpA, by — b ALl — b AL,
(i + bk ARG ) A (v + Ay i)
= A by + (U + b AR ) Aij (5 + AGbr)
definimos
Uy =+ Ajlby

;/;i = + b A

de esta forma la integral queda

_ N ~ ~ ~
o OrAL b /(H dipydiy e~ Vidis¥)

=1

— (BATY) gor g

93



esta dltima integral nos permite evaluar las siguientes expresiones (presentes en
los calculos de las S)

N
l/kIIfhhdwodme‘¢”Aﬁ¢f = abkj/j[lddudwuhndm> (Peigs 4bivatdsbs), g
=1

d -
= —detAe®AY)
br etAe

o - A1
= Th(biA;jbj)detAe(bA b

al evaluar en b = 0.
luego

N —

=1

de la misma forma

82
Ob,,by,

N —
/(H dipydapy ) gippe V1Y

=1

/HWWMMﬂ%MWWMmMO

o | _ Fa-1
= %Akjl bj detA e(bA b)

= AplbjdetA Al ATV =0

N —
- /(H d&ldlﬁl)wsz)e_d’“‘ij% -0
=1

por otro lado

N
_ S T 0? D Ao ths Bty Db
/(Hdl/fldW)i/)klﬁpe_w"A”% _ 5 bk/Hdwldwldnldnl) (%Aw%-&-bg%-ﬁ-wjbg)nzo
=1
0

_ -1 bA™ b
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= 5]1714];]1 detA e(EA_lb) + A;jlbj detA l_)kAk;pe(BA_lb) |b:0

Al;pl detA

N
- /(H diprdipy ) prappe” Y = AL det A
=1

en definitiva sélo aquellas correlaciénes que tengan igual ntimero de ¥ que de
Y son distintas de cero'!. Para este trabajo, todas las integrales gaussianas
encontradas contaron con A =1 — A,:pl = I;pl = Opp, detA =detl =1

en otras palabras

N B N ) ) _
/(H dipydafy ) pibpe™ VY = /(H dydapy ) ppthpe VY = 6y,

=1 =1

cuya version al continuo toma la siguiente forma

/ [DF)[DJ () (y)e T art @i amar) / [DEDY) ()b (y)e TP@OHE) Z 5(z—y)
de manera similar

N B N ~
[ adavgesvnss = [([]adaees = aerr =1
=1

=1

cuya version al continuo es

/[D’l/_J][DZ/J] e—fdx’da:@(x’)é(a:/—x)w(x) _ /[DLZ_J][D@/J] e—fdx&(a:)w(gc) -1

11 Este hecho fue de mucha utilidad en el célculo de los §, especialmente en el caso de MV2,
donde el nimero de términos en el integrando es considerable.
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C. Consistencia del sistema de MFE en MV2

Demostraremos que el conjunto de ecuaciones de MFE para MV2 es consis-

tente.

El conjunto estd dado por

of of
1_T187’r1_r3871"3_0 (I)
of of
1-— 7"2871'2 — 3877'3 0 (II)
r3 Of | L 0f
- — = 11T
r9 079 ! ors 0 ()
rs Of | 20f _
T1 87‘1 87“3 0 (IV)
restamos (II) a (I) obteniendo
Taif_rﬂ_o_,aif_ﬁﬁ (*)
R Ory 12 0r
reemplazamos (*) en (IIT)
rof L L0f  _ mmdf  L0f
T2 87"2 1 37“3 T2 T9 87‘1 1 87‘3
rsof . Of 3
r3 Ory Tlarg = 0/x 7
r30f | 20f
1 67‘1 + "2 8’/”3 =0

y esta ultima ecuacién corresponde a (IV), luego

{(@), (11), (IIT)} — (IV) y el sistema es consistente.
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D. Representacion coherente de estados bosonicos
y fermidnicos

La representacién coherente se enmarca dentro del contexto de un sistema
descrito por un cierto hamiltoniano H. En su descripcién cuantica, el observable
H tendrd una base ortonormal de autoestados {|¢, >}, en la aproximacién
armonica, se definen operadores de creacién y aniquilacién {af,a} como

alpn >= \/ﬁ|90nfl >

a'lon >=Vn+1|pnp1 >
y cumplen con la siguiente relacién de conmutacion
[af,a] =1

la representacion coherente se basa en buscar una representacion semi-clasica
del sistema por medio de una adecuada combinacién lineal de los {|p,>}, para
los estados bosénicos esta resulta ser

oo

Zn
|z >= Z \/ﬁm >

n=0

donde z es un niimero complejo y por ende es un indide continuo
notando el hecho de que

n
| _ (ah)
on >= N o >

implica

oo TTL
z>=)" (za) 0>=e*'|0 >

n!
n=0

donde hemos usado |pg >= |0 > para el estado de minima energfa'?.

12también conocido como estado del vacio.
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siguen las siguientes propiedades

oo 27'7/
<Zz> = €72
alz > = zlz>
<zla® = <z|z
aT\z > = 2|z >
0z

n+m z(n m)0

Z P |§0n >< ‘Pm|

7

dzdz __, 2 dpd0
e %z >< 2
27

= Z/ p 2,06 / d@el(" m)0)\/7 |<Pn >< (pm|

7

n—+m

_ —Qpe $ (27 Bm) = [pn >< o
N

= Z(/ dp2pe " p*" ) j lon >< ol

n 0

1
= Z F(n+ 1)5 ‘(pn >< Spn|

n

= Z‘Sﬁn><90n|:1
n

dzdz _-,
— | —eFFlz><z] = 1
2m

para la relacion de completitud.
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Para la representacién coherente de estados fermiénicos |[¢p >, todo es andlo-
go con la diferencia de que en vez de usar la variable compleja z usamos la
variable de Grassmann 1, de esta forma

o0

> = — |n >
¥ ;m\w
v > = lpo >+ fer >
[v> = [0>+¢|1>

: 2 3 _
debido a que ¥=,9°,...etc =0
para fermiones se definen los operadores anticonmutantes de creacién y aniquilacién

{df, 4}

Vo> = 0
YI1> = 0>
Pio> = 1>
P> = 0

que cumplen con la siguiente relacién de anticonmutacién

{04} =1

P =@ =0

siguen las siguientes propiedades

v > = v [0 >
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<yplpt = <yl
. P
T _

/dz/‘zdwe—ww S<y| = /dz/idw (1= gl >< |
- /du?dw (1= Gu)(0 > +[1 >)(< 01+ < 1)
= /dz/?dw(l — ) (|0 >< 0] + |0 >< 1ih + |1 >< 0] + hap|1 >< 1)

_ /mw (W[l >< 1| — $p]0 >< 0])

0><0|+[|1><1=1

— /dqﬁdwe—%w ><p|=1

para la relacién de completitud.
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E. Detalles del Célculo de S para MSV1 y MV2

Para MSV1
S = <GIQIG >
N — - — -
— <6l [([Jdudirdvie 5.5 >< .51/ >
=1

N
/(H dadipydiy)e™ PV < G| 2,4 >< #,9|Q|G >

=1
a la medida de integracién la denotaremos por [d]

s 0

= [l Gotr) + Ga (R

oz Eai}i“Go(T) + G1(r)x]

9(Go(r) + Gi(r)x) 68 9(Go(r) + G (T)X)}

- / (d)e= P [Go(r) + G ()] ¥

para evitar confusién usamos distintos indices para las diferentes sumas

- / (de™% [Go(r) + T ()]

OGy(r) 0G1(r) Ozp;) 88 O(G1(r)zj))
[ oz, + oz, X + Gy a;ij ~ b5 8zﬁij 2]

- / (dle=% [Go(r) + T ()]

aGo(’r‘) 8G1(T‘)

S
[ oz, + 5 o

X + 03510 G1j — 51‘;‘5*%G133j}

_ / [dle™ V% [Go(r) + G (r)a;]

(r)

i

0G - - oS
+ 81(T)$k¢k + ;G — —Gray)

0Gy
0 2

EJGO (’I“)
afﬂi

8G1(r)

+ Go(r)v; Oz

i + Go(r);G1y;

- / [d]e= s o ()
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_ 48 8Go(r)

B e
—Go(r)5—Chi + Gr(r)zjvii—p - o

x
8%1'

+ G1(r)x b R

7 - 5S
+G1(r)z90iGi; — Gl(T)xjwngm]

al llevar a cabo la integrales gaussianas sobre las variables de Grassmann resulta
(apéndice B, integrales 6 y 7)

N
= [T Gor5u S5 0y +- G561~ Golr) 52 G
=1 ¢ v
N
S= /(H da)[Go(r) 8(;;@) i 4+ Go(r) NGy — Go(r) :;5 Gz
1=1 ’ ¢
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Para MV2

N
S = / (I [ dzidyidipdiprdimen)eVie =" [Go + Gixy + GaXo + GsXs + GaXy
=1

o 9
+GsX1xe + GeXixa + GrX2X3 + GeX3X4) [%% + maTﬁ T o 00 67/167771]

[Go + Gix1 + Gaxa + Gsxs + Gaxa + Gsxix2 + Gexixa + Grxax3 + Gsx3X4]

notamos el hecho de que

XiXe = @iixjil = ixiil;
= xTinPs = Tn; T
= X2Xi1

= /[d]e_wtwie_mm [Go + G1X1 + G2X2 + G3X3 + GaX,y
+G5X2x1 + GeXaX1 + GrXsXa + GeXaXs)

oG 8G oG
[ a 0 ! szl + 1/% 2

X1X2

_ 0G _ oG 0G
+hihiGsxa + Vi x1Xa + VithiGoxa + i XaXs + Vi m2 X3
8351- (9562 8.73i

+¢G +wG +8G+8G1+8G2
e X4 are X3X4 7728 nzalel 7728 X2

8G3 (9G7 aGg _ 8G4
—H?iTX?’ + i g X2X3 + UiTX3X4 — GsX3Mini + 15— Xa
Yi Yi Yi y;

B oG oG _
i G 4 =2 X1 X2 + T2 x1 x4 — GeXa it
yi yi

0

- 69{' (Gizi + Gsy; + Gszix2 + Gexixa — Grxays + GsyiXa)
of

—N——(Gax; + Gy — Gsx12; — Gexa1yi + Grrixs — GsX3yi)]

Yi

después de un cuidadoso andlisis término a término, los inicos términos que no
resultan trivialmente cero al integrar sobre las variables de Grassmann son
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_ 0G5 090Gy  _ 0Gy _
[wz 'r]w] + %%01 + = oz yg% + i ayf TN + niT;yjnj

of
y;

! (Gizi + Gsy;)) — N

0
+0i7iGa — N@aﬁ» (Gazi + Gayi)]

0G7 0Gs
+(Graptp + Gaypthyp) i — 9, 2 yk e + i o0, Sy Yk

0G5 0Gsg - _ o
—Gyiiiln; + 1i—— o 2 2 Tl + M o 0 ykiie — GeT 90l

3f
8yz

(—Gszjhjz; — Gexjjyi + Gray;v; — Gsyjbiys)]
G
( G2xp77p + G4yp77p)[wl Iﬂ/}]xknk + 1/121/%@5%773

G~ 0Gyg
JF'L/}z mjwjyk'ﬂk + %%Gﬁyﬂg + 7/}1 ﬂfﬁyykd)k + Y= o yﬂ/}jyknk

of _ _ _ _
Naz'(GSxixjnj + Goxiyjnj — Gran;yi + Gsyiy;i;)]
7

al llevar a cabo la integracién de las variables de Grassmann sobre estos térmi-
nos, resulta (apéndice B, integrales 6 y 7)

N
el leR 9Gs e
:/(Hdmldyl)Go[ 5 s NG+ 8y 5 0 e by

=1

0
f (Glxl + Ggyl) — Nayf(Gzl'l + G4y1)]

+NGy4 — N 4
83:1»

— — oG 0Gyg
+(Grzp + G3yp)[5ij5pk87yi$jyk + 0ir0p; T%yjyk

0G5
_G8y16pzN + 51]@51)

oG
9u; :vjxk—i—éikém 8y6$]yk G6$j5ij

of
N (=Gs2;0pjri — Gexj0pjyi + Graiy;op; — Gsy;0p;yi)]
0G5
+(Gazp + Gayp) [0 0pr—— oz, -z + NGsiop;
0Gs 0G~ 0Gs
+5’Lj6pk7 a ZjYk + NGGy](Sp] + 5zk6p] 8 TjiYk + 51]51719 8 YiYk
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of

—-N
63%‘

(G5Iin5pj + Gﬁl'iyj5pj - G793j§pjyi + GSyiyjépj)]
es decir,

N
- _0G, 0G;  9G;  9G,
- /(lI:[l dxldyl)GO[ 8l‘l Ty + NGl + 6]}1 Yi + 6:’-/1 Z; + ayl Yi

of of
+NG4 — Naxi(lez + Gay;) — N@yi

_ _ oG oG
+(Gizp + GByp)[Tyixiyp + T;ypyi

(Gaz; + Gay;))

0G5 0Gs
—GypN + Tyixpxi + a—yixpyi — GezpN

of

-N
yi

(—Gsxpx; — Gexpy; + Graiyp — Geypyi)]

— — oG
—|—( szfp + G4yp)[87;$il'p + NG5Q?p

0Gsg G~ 0Gyg
+Txi:ﬂiyp + NGﬁyp + Txixpyi + Tmyiyp

of

—-N
33%’

(Gszizp + Geziyp — Grapy: + Gsyiyp)|
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