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Resumen

En este trabajo estudiaremos las propiedades algebraicas de las teorias de gauge. Haremos
una revisién de las transformaciones de gauge globales y locales, para grupos de trans-
formaciones abelianos y no abelianos. También revisaremos el concepto de rompimiento
espontaneo de la simetria para las invariancias global y local, y en cada caso vamos a conside-
rar el grupo de transformaciones abeliano y el no abeliano. Luego estudiaremos el concepto
de supernimero y algunas de sus propiedades, las cuales utilizaremos en el desarrollo de
los dos ultimos capitulos. Veremos como dado un operador diferencial A de segundo orden
que cumple A? = 0 nos conduce a obtener un antibracket y asi poder definir una ecuacién
maestra invariante bajo cierta transformacién, en la cual identificaremos un campo de fuerza
y un campo vectorial foténico, para mostrar como se conecta con el caso de transformadas
de gauge locales para grupos no abelianos, es decir transformaciones de Yang-Mills. Por
tltimo definiremos un operador diferencial Ay, de tercer orden, que cumpla A%, = 0, el
cual introducird un nuevo elemento que llamaremos el triantibracket, y estudiaremos las
transformaciones de gauge generadas por este operador de tercer orden .



Capitulo 1

Invarianza de gauge

En fisica de particulas el concepto de simetria, es decir la invariabilidad de algo bajo una
operacién, es muy importante por el papel protagénico que juega en la descripcion de las
cuatro fuerzas fundamentales (de gravedad, electromagnética, débil, y fuerte).

La simetria puede ser de dos tipos: simetria espacio temporal o simetria interna. La
primera es descrita por grupos tales como el grupo de Lorentz y el grupo de Poincaré.
Mientras que la segunda es descrita por grupos de simetria interna, por ejemplo los grupos
unitarios U(1) y SU(2), los cuales estudiaremos en el presente capitulo. Un grupo de trans-
formaciones puede ser global o local. Una transformacion de simetria global es idéntica para
todos los puntos del espacio tiempo. Por su parte una transformacién de simetria local es
distinta en cada punto del espacio tiempo, depende de las coordenadas de este punto.

Agreguemos que la dindmica de un sistema fisico, que en nuestro estudio son las inte-
racciones entre campos, puede ser representada en el formalismo lagrangiano. De este modo
una teoria fisica serd invariante cuando el correspondiente lagrangiano sea invariante bajo
las transformaciones de algin grupo.

En este capitulo (ver referencias [?], [?] v [?]) estudiaremos lagrangianos invariantes
bajo transformaciones de simetria (o de gauge) globales para los grupos abeliano U(1) y
no abeliano SU(2). Luego estudiaremos lagrangianos invariantes locales, también bajo gru-
pos de transformaciones abeliano y no abeliano, y veremos que en este caso sera necesario
introducir nuevos campos: los campos de gauge.

A modo de entender los conceptos mencionados, comenzaremos por mostrar la invarianza
de gauge en las ecuaciones de Maxwell (ver referencia [?]).

1.1 Invarianza de Gauge de E y B.

Las ecuaciones de Maxwell son las siguientes:

V-D = 4np (1.1)
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E+ - - 1.
V x +c8t 0 (1.3)

VB = 0 (1.4)

donde D es el desplazamiento eléctrico (D = €E | € es la permitividad), H es la intensidad
magnética (B = pH | p es la permeabilidad), p es la densidad volumétrica de carga, J es
la densidad de corriente, ¢ es la velocidad de la luz, E el campo eléctrico y B el campo
magnético.

De (??7) vemos que podemos definir B en términos de un potencial:

B=VxA (1.5)

en esta ecuacion podemos agregar al vector potencial el gradiente de alguna funcién escalar

A
A—A =A+VA (1.6)

De este modo B no cambia por esta transformacion del vector potencial.
De las ecuaciones (??) y (?77) obtenemos:

10A

por lo tanto la cantidad del paréntesis se puede expresar como el gradiente de alguna funcion
escalar, un potencial escalar ®:

E+-—=-V® o E=-Vd_-— (1.8)

Con objeto de que el campo eléctrico tampoco varie con la transformacién (77), de la ecuacién
(??7) notamos que entonces el potencial escalar debe transformarse simultdneamente del
siguiente modo:

/ 1 0A
- =P - —— 1.
- c Ot (1.9)

La transformacién (??7) y (?77?) es llamada transformacién de gauge y la invarianza de los
campos bajo tal transformacién es llamada invarianza de gauge.

1.2 Lagrangianos.

En el formalismo lagrangiano de las teorias de campos el objeto basico es la densidad la-
grangiana £ como funcién de los campos ¢;(x) y sus gradientes 9,¢;(x):

L(¢i(z), 0ui())

(0 oY _ (10 0
B\ oxe’ oz )  \cot’ ozt
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Se llama accién, S, a la integral cuadridimensional sobre la densidad lagrangiana:

L= [ & (6 0,0) (1.10)

S:/d4x£:/o;dtL (1.11)

Si minimizamos la accidn:

. 5L
5520 = [ i (5@5@ — @m)

. oL | oL
o PR

En esta ultima integral el segundo término es cero, porque estamos integrando en todo el
espacio. Por lo tanto el primer témino sera igual a cero, y obtenemos las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange:

oL oL
=0,— 1.13
50 50,00 (1.13)

1.3 Transformacion de Gauge Global.Grupo Abeliano.

Sean los campos ¢; con carga ¢;, definimos el grupo de transformaciones sobre los campos
por: ‘

¢i(x) = ¢i(x) = e gy(x) (1.14)
Este es el grupo de transformaciones unitarias en una dimensién, U(1), con 6 independiente

de x. Una transformacion parecida a ésta es llamada transformacién de gauge global o de
primer tipo. Ademas:

0uti(w) — Oudi(w) = €78, ¢4(x) (1.15)
La condicién de la invarianza de £ la podemos expresar en la siguiente relacion:
oL oL
0L =—0¢; + ———0(0,¢;) =0 1.16

Si 0 es infinitesimal:

¢; = [L —igif + O(6)]¢;

y por lo tanto

06 = ¢ — ¢ = —iqi0); (1.17)
Ahora, usando (?7?) y (?7):
0 oL , oL .



Y obtenemos:

0 oL
0L=0=—i— qi z] 1.19
325 5 (119)
Si definimos J*, la corriente, como:
oL
JH = ngbz
5 Oui)

De la relacién (?7) notamos que se conserva la corriente J*.

Generalicemos lo anterior (para grupos abelianos y no abelianos) para una variacién
cualquiera del campo: d¢;.

De las ecuaciones (??) y (77?) se obtiene:

oL
Oui)
oL
N au [5(8;#25@')

Si ahora llamamos J* a la expresién que esta encerrada en este tltimo paréntesis cuadrado,
tendremos:

oL
(au¢i)

5¢i‘| (1.20)

0L=0 = 0, [ 5( = 0(0ui)

Jso

o J" =0 (1.21)
es decir 9 570
. = — =V- 1.22
BT +0;J'=0 o 5 V-J (1.22)
Si tomamos esta ultima relacién e integramos sobre todo el espacio U:
aJ°
_ av= [ -3d 1.2
= V- Jdv (1.23)
la dltima integral es:
/V~sz;=7§ J - nda=0 (1.24)
U S(U)

Por lo tanto

gt (/ J"dv) —0 (1.25)

De aqui obtenemos la conservaciéon de la cantidad [;; J°dv. Para el caso en que nuestra
variacién sea d¢; = —iq;0¢;, tendremos que J° = p(x) ,donde p es la densidad volumétrica
de carga eléctrica. Por lo tanto de la transformacion (?7) sobre los campos, la cual deja
invariante a £, resulta la conservacion de J*. En general si £ es invariante bajo un grupo
de transformaciones, ahi tenemos una cantidad fisica conservada (teorema de Noether, ver
referencia [?]).



1.4 Transformacion de Gauge Global.Grupo No Abeliano.

Consideremos el grupo mas simple no abeliano: el SU(2). Definimos la transformacién de
gauge por:

¢—¢ =e " (1.26)

donde ¢ es un vector columna y L es una representacién de matriz SU(2). Las componentes
de esta matriz satisfacen la regla:

(L, L] = i€k Lk

donde los €% son las constantes de estructura del grupo. Para 6 infinitesimal:
¢ = [1—iLo¢
Por lo tanto
dp = —i(L0)op (1.27)

O bien, usamos la representacion adjunta, es decir expresamos las constantes de estructura
como elementos de matriz de L: L}, = —ie'k

¢y = [0 — i(L207) i) 1. = S — iLL 07 = b — %07 ¢y,

Por lo tanto también o o
5 = _Ejlkej(bk _ Eljkgquk (1.28)

1.5 Transformacion de Gauge Local.Grupo Abeliano.

La transformacion de gauge puede diferir de punto en punto, es decir # es una funcién del es-
pacio y del tiempo. Esta transformacién de gauge es local o de segundo tipo. Explicitamente
los campos transforman como:

i(x) — () = e g, () (1.29)
Si f(x) es una funcién infinitesimal se tiene que:
0¢i(z) = —iqi(z)pi(x) (1.30)
Y para el gradiente del campo obtendremos:

0u0i(x) — Duty(x) = e~ 4000, 0:(x) — iq[0,0(x)]e” 4" () (1.31)



Luego la variacion del lagrangiano es:

oL 5L
0L = 5590 % 55,4000
0L 0L 5L
— 6@(—2'%)@ + (W(—iQi)a“¢i] 0(z) + [W(—Z%)@] 9,0(x) (1.32)

La suma del primer paréntesis cuadrado es cero como ya vimos, pero el segundo paréntesis
cuadrado es distinto de cero. Luego para que el lagrangiano sea invariante, introducimos el
campo foténico A, que permite al gradiente del campo 9,,¢;, aparecer en £ en la combinacién
(0, —ieq;A,)di. De este modo se obtiene:

/ ’

(8 — ieqi A, )¢i(w) = e 40D(9, —ieqi A, ) i) (1.33)

Si aqui reemplazamos (?7) y (??) encontraremos que:

/ 1
A (z) = —ga,ﬂ(:v) + A, () (1.34)
Es decir: .
0A,(x) = —;(9#9(95) (1.35)
Si L(¢i, 0, Ay, 0,AL), la condicién de invarianza serd escrita como:
oL oL oL oL
oL = 0= 57%5@ + ma(am) + @M“ + ma(aﬂAy)
oL oL
S ot s (i) o)
oL _ oL 1 oL 1
+ [5(‘9#@‘) (~ia)oi+ 51 (—eﬂ 9,0(x) + leAu (—e)] 9,0,0(x) = 0 (1.36)

Notemos que cada uno de estos paréntesis cuadrados tiene que ser igual a cero por si solo. De
este modo vemos en el segundo paréntesis por qué d,¢; tiene que aparecer en (0, —ieq;A,)@;.
Del tercer paréntesis cuadrado se obtiene:

oL 1 oL oL
m&,@ﬂ(x) = 5 [681,14“ + 58”AV1 ayau0<l') =0
Es decir: 50 5e
= 1.

50,4, " soA, Y (1.37)
La solucién de esta ecuacion es:
donde

F.,=0,A,-0A, (1.39)



y se tiene:
0F,, =0 (1.40)

Por lo que el gradiente de A, puede entrar en el lagrangiano dentro de esta combinacién.
Porque el lagrangiano es un escalar de Lorentz, F),, entra de manera cuadratica.
En las ecuaciones (??7) y (??) tenfamos:

10A
E=-Vb—- —— 1.41
v c Ot ( )
B=VxA (1.42)
Ademas 5 5
1
= (axv) - (aﬂ) (143
AM = (on _A) = (Cba _A) (144)
Luego las componentes de E y B son:
10A, 00
Ea:——g 5 —%—GoAl—ale
104, 00
10A, 09
EZ__E 5 —g—ﬁoAg—ﬁng
0A, O0A
B, = ay - aizy = —0h Az + 034
0A., 0A,
By - - 8x + az — 31A3 - 83141
A A
B, = &— 04, = —0145 + LA
ox dy

Entonces (?7) nos dice que las componentes de los campos eléctrico y magnético son invari-
antes de gauge bajo la transformacién (?7?) (notemos que ésta es equivalente a la transfor-
macién de gauge (7?7) y (?7)).

1.6 Transformacion de Gauge Local. Grupo No Abeliano.
Yang-Mills.

Sea el grupo que tiene generadores T; que cumplen:
(13, T5] = iCiji T (1.45)

los Cj son las constantes de estructura de este grupo.



Nuestros campos transforman ahora por:

¢(x) = ¢

!

(2) = e Do (z) = U(0)¢(x) (1.46)

donde ¢(z) es un vector columna y L’ es una matriz de representacién de los generadores
del grupo. Como el pardametro € depende de z, para el gradiente tendremos que:

0u8(x) — 9,0 () = U(0)9,0(x) + [0,U (6)]¢(x) (1.47)

De manera andloga al caso anterior introducimos una derivada covariante D,,, de la cual
sea parte 0,¢(z) (para que L sea invariante bajo estas transformaciones de gauge locales),
y que transforme como:

Dyo(x) — D¢ (x) = U(0)D,o(x) (1.48)
La definiremos como:

D,é(w) = [0, — igL A, (a)]o(x) (1.49)

donde g es una constante arbitraria, A, es un campo vectorial de gauge, y el nimero de
campos A{L (componentes del campo vectorial) es igual al nimero de generadores del grupo.
Ahora desarrollamos el lado izquierdo de la igualdad de (?7?):

D¢ (x) = 0.0 —igAJL¢
= [0,U(0))¢(x) + U(0)9,6(x) — igA,LU(0)é(x) (1.50)
Y en el lado derecho reemplazando (?7):
U(0)Dydl(x) = U(0)0, — igU (6) A, L(x) (151)
Igualando (??) y (77?):
—~igA;LU (0)¢ = —igU (0) A, Lo — [9,U(0)]o
Ya que esta relacion debe mantenerse para todo ¢, se tiene que:
ALUO) =U()A;L — ;[aMU(e)] (1.52)
Si hacemos el producto de U~*(6) por la derecha:

AL=U®9)[A,L- ;U‘l(e)auU(Q)]U‘l(H) (1.53)

Para 6 muy chico, la transformacién es infinitesimal y tendremos:

U() = exp(—iLf) ~ [1 —iL0] y U '(0) ~ [l +iL0] (1.54)



Reemplazando estas relaciones en (77):
/ , / . { ‘ .
LA, = [1—iL0L-A,[1+iL0] — gﬁu[—zL'Q][l +iL6]
= LA, —i(Lo)(LrA) —|— i(LrA,)(L0)
+(L6)(L A )(L6) — ;aﬂ(L-e)
—20,(L6)(L6)
g

Si tomamos las componentes y no consideramos los términos de segundo orden en 6:

LU = LA = (L0 (L A)) + (LA (L07) = - 0u(L'6")

Es decir:
LA, = —;L 00" + i A (/L' — L'L7) = _EL 0u0" + it A L7, L']

Notemos que &/ es un pardmetro, un ntmero, y L’ un generador, no conmuta. Como
(L7, L] = iCy L*

LA}, = —;L 00" — 0" Al Cp. L
Esto es una sumatoria en los indices repetidos y Cj;, es antisimétrico, por lo tanto:

LA, = —QLZ(‘?HH’ + C’iijJAZL’
Ya que los L son linealmente independientes:

SAL = _gaue + Cijut’ AL (1.55)

En analogfa con el caso anterior, ecuacién (??), deberfamos tener un tensor F,, , aunque
aca no tendra la forma que tenia, puesto que:
00,4, — 9, A,] = 0,0(4,) — 0,0(4),)
= @[—;&,Oi + Oy’ AF) — ay[—;auei + CijkejAZ]
= Cipt’[0,A% — &,Aﬁ] + Cijr[(0,07) A% — (8,,8j)AZ] (1.56)

Notemos que debemos agregar algo a 9, A!, — 8,,/12 para obtener la invarianza bajo transfor-
maciones de Yang-Mills, ya que nos sobran los términos del segundo paréntesis cuadrado.
Calculemos

Oijké[A{LAff] = Cijk[(éAfL)Al'f + (6A’5)A{L] (1.57)
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Reemplazando (?7) en esta tltima relacién:

Cijed[AL A} = —C;j‘“[(auej)A’;—(ayej)AﬁHOijkcﬂmelAgA';

+CijiCrumb A A, (1.58)
Los dos ltimos términos los podemos reescribir:

CijkCimb Al A% + CijrCrum AL A,
= kaCkljé’lAftAf,” + CZ]kalmelATAi

= [CimrCrji — CijuCrmi)0' A} A} (1.59)
Utilizando la representacién adjunta de (?7?), (7%)x = —iCyji se obtiene:
CimkCjt — CiitChmi = —(T) k(T k5 + (T e (T 15
= —(T'T) s + (T'T")m
= [Tl’ Ti]mj
= iChik(T")m;
= CurCrjm (1.60)
Por lo tanto
, Con . -
Cijed[ AL AY] = _TJ[(auef)A’; — (0,07) A7) + Cih' Crjm AL A} (1.61)

Ahora multiplicamos por g y a cada lado de la igualdad le sumamos el lado correspondiente
de la ecuacién (?7), obtenemos:

0[0,4;, — 0, A;, + gCijp AL AY) = Cijpt [0, A5 — 8, AL + gCrm A}, AV (1.62)
Luego definimos: A A _ A
F., = 0,Al, — 8,Al + gCyj A A} (1.63)
Entonces: ‘ ‘
0F,, = Cyrt’ F, (1.64)

Por lo tanto en el lagrangiano debe aparecer la combinacion F /i,/ para asegurar la inva-
rianza de gauge.
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Capitulo 2

Rompimiento espontaneo de la
simetria

Si el estado vacio o del minimo de energia no es invariante bajo un grupo de transforma-
ciones, mientras que el lagrangiano si es invariante bajo el mismo grupo de transformaciones,
tenemos un rompimiento espontdneo de la simetria (esto se puede dar sélo en un sistema
con infinitos grados de libertad, ver referencia [?]).

Mostraremos en ejemplos que el rompimiento espontaneo de la simetria conduce a la
aparicién de campos escalares de masa cero conocidos como particulas goldstone (esto se
conoce como el teorema de Goldstone).

Para el caso del rompimiento espontdneo de las simetrias globales U(1) tendremos que
del campo escalar complejo masivo, o de dos campos reales masivos, apareceran un campo
escalar masivo y un campo sin masa o particula goldstone. Para O(n), en vez de n campos
masivos, tendremos n — 1 campos sin masa y un campo masivo.

Cuando la simetria es local, para el caso abeliano U(1), en lugar de un campo escalar
complejo masivo (o campos escalares reales) y un campo foténico sin masa, tendremos que
el rompimiento esponténeo de la simetria U(1) nos conducird a un campo escalar masivo y
un campo foténico con masa. En el caso no abeliano SU(2) el rompimiento esponténeo de
la simetria nos llevard, de tres campos masivos escalares y 3 campos vectoriales sin masa,
a un campo escalar masivo, dos campos vectoriales masivos y un campo vectorial sin masa.
(Para este capitulo ver las referencias [?] y [?])

2.1 Invarianza Global. Grupo de Transformaciones
Abeliano U(1).

Consideremos un modelo descrito por el siguiente lagrangiano:

L = (0u0")(0u) —m*¢*d — (6" 9)* (2.1)
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donde ¢(z) es un campo escalar complejo y m? < 0. Este Lagrangiano es invariante bajo el
grupo de transformaciones U(1):

¢(a) — e o(x) (2.2)
El potencial del lagrangiano esta expresado por
V =m?¢*¢ + \(¢*¢)® (2.3)
La condicién del minimo de energia queda expresada como:
55 =D =0 = mto s DO =0 (2.4

De aqui obtenemos que el minimo de energia ocurre sobre el circulo del plano complejo

Reg-Img:

_m2? _m2\ 2
(Red + (Iméy? =66 = 5 o fo = ()

Es decir el sistema tiene un conjunto infinito de estados vacios, cada uno de ellos correspon-
diente a un punto del circulo. El estado vacio es infinitamente degenerado.

Notemos que la transformacién (?7) lleva un estado vacio a algin otro estado vacio.
De aqui es que el estado vacio no es invariante bajo esta transformacion. Sin embargo el
lagrangiano permanece invariante bajo estas transformaciones. Luego podemos afirmar que,
en esta aproximacion, el lagrangiano descrito por este sistema presenta un rompimiento
espontaneo de la simetria U(1).

Definamos un nuevo campo cuya parte real es ¢, y la parte imaginaria es ¢o:

01 —m® : b2
\/§—Regb ( ) ) , \/ﬁ—lmqb (2.5)

Ahora reescribimos el lagrangiano en términos de ¢ y ¢s:

2

o\ ) @R - EER 20

£ = 5@ + 500 + (o -

Aqui ¢; es el campo de una particula con masa —2m? > 0, el campo ¢, no tiene masa,
puesto que este nuevo lagrangiano no contiene un término proporcional a ¢3. A ¢, se le
llamara bosén goldstone.

Notemos que los lagrangianos (?7?) y (??) son equivalentes, ambos describen la dindmica
del mismo sistema.

En conclusion, el rompimiento espontaneo de la simetria U(1) del lagrangiano (?7) con-
vierte al campo complejo ¢(z) en un bosén goldstone y un campo escalar real de masa
—2m? > 0.

En el caso en que el segundo término del lagrangiano (??) sea +m?¢*¢, tendremos un
estado vacio no degenerado e invariante con valor cero, y en este caso no habra rompimiento
espontaneo de la simetria .
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También podemos considerar un modelo de dos campos, ¢ v 2, que tiene lagrangiano:

1 1 1
£ = 5 (0up10up1 + Ouipr0up2) — §m2(90? + 3) — ZA(sO? + ¢3)? (2.7)

donde el potencial es:
1 1
V= Sm* (el + @5) + 7 (er + 95)° (2.8)

Este lagrangiano es invariante bajo el grupo de transformaciones O(2):
0} B cosf sinf 01
0y, )\ —sinf cosd P2

@ + o5 es invariante

Es decir

Lo mismo ocurre con los gradientes de los campos.
La condicién del minimo de energia se expresa como:
ov ov
— =0, =—=0 (2.9)
8901 8901
Si m? < 0, el minimo absoluto ocurre en el circulo del plano p; — @y:
2

2 o —Mm
L=
301 @2 )\

Podemos definir los ejes de nuestro plano para obtener los minimos de nuestros campos del

siguiente modo:
—m2\ 2
< @1 >0:< \ ) < P2 >,=0

Como antes definamos:

o1 =p1— < 1>, (2.10)
P2 = 2 (2.11)
esto es andlogo a (?77), la equivalencia es Re¢p < % , Im¢ — %. por lo tanto si reem-

plazamos (??) y (?77?) en el lagrangiano (??) obtendremos el lagrangiano (?7?) y las conclu-
siones seran las mismas que al considerar un campo escalar complejo.

2.2 Invarianza Global. Grupo de Transformaciones
No Abeliano.

Consideremos un lagrangiano con n campos ¢; reales :
1 ) 1 o A
L= L@0) — imidis — (50 (212)
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Este lagrangiano es invariante bajo el grupo ortogonal en n dimensiones, O(n). Explicitamente,
> 9'¢" queda invariante bajo transformaciones O(n).

Si m? < 0, el potencial tiene un anillo de minimos en (¢i¢')z = v = (’&”2)%

Este modelo también tiene un nimero infinito de vacios.

Podemos construir el vacio como el siguiente vector columna:

0

0
<P >o=1 . (2.13)

donde < ¢; >=0sii=1,...n—1y < ¢, >=v

Este nuevo vacio es invariante bajo el grupo que permite que v, = v sea invariante, esto
es, el subgrupo O(n — 1). Tenemos por lo tanto un rompimiento espontaneo de la simetria
O(n).

Sean L;; las $n(n—1) matrices independientes que generan O(n). Sean [;; el subconjunto
que genera O(n — 1) y k;[k; = L;;| el resto.

En vez de redefinir un campo n = ¢, — v y dejar igual las restantes componentes ¢;,
introduciremos una parametrizaciéon de los n campos:

0
0
¢ = exp(i&;ki/v) . (2.14)
v+
Como en general tenemos que (L;j) = —i[0;x0j; — d40,1], los elementos de la matriz k;

son:
(k)i = (Lin) kit = —i[0in0nt — 0it0n]
Y por lo tanto k; operando sobre el vector columna v; = vd;, es:

(ki) jivr = v(k;) j10m = v(k;)jn = —i00;;

Notemos que los k; llevan un estado vacio a otro).
q
Asi en el orden mas bajo

0

0 7

: v
v+

es decir:
pi=& (I<n)y ¢po=v+n
Nuestro lagrangiano en términos de &; y 7 es:

1 1 1
L= 5[(8,”7)2 + (0u)°] — §m2(v +1n)? — 5)\(0 +n)* + términos de orden més alto (2.15)
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Los n — 1 campos & no tienen masa y el campo 7 tiene masa —2m? > 0.
Enfaticemos que por cada generador roto k; hay un bosén goldstone sin masa.

En el caso anterior tenfamos el grupo de transformaciones O(2):
cosf sinf 0 1
< —siné cosf > N1+0< —1 0)
En este caso tenemos sélo un generador:
0 1
-1 0
0 1 v (0
-1 0 0/) \ —v

Es decir, tenemos un generador roto y, por lo tanto, como ya vimos, un bosén Goldstone sin
masa.

Y ademaés:

2.3 Invarianza Local. Caso Abeliano U(1).

Consideremos el siguiente lagrangiano invariante bajo transformaciones de gauge U(1) lo-
cales:

L= (0 +ieA)6" 0 — ieA 0] — 6’6~ AG'6F — TFuhu  (216)

donde
F.=0,A,-0A,

Explicitamente, este lagrangiano es invariante bajo las transformaciones:

6 — & =
(b* N ¢*’ — efiﬁ(x)(b* (217)

, 1
Ay = A=A, —-0,0()

En el caso en que m? < 0 tendremos que los valores del estado vacio estardn sobre un
circulo, parecido al caso del lagrangiano (??). Esto implica un rompimiento espontaneo de
la simetria U(1).

Notemos que el lagrangiano posee la misma simetria que el modelo (1, p2). La corres-

i P1 P2 ’ _ ,
pondencia es 75 Regy 7 Img. Y construiamos p; = v+ @1, por lo que aqui podemos
asumir que :

<P >,= (2.18)

V2
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donde v? = —“72. Y parametrizar ¢ exponencialmente introduciendo dos campos reales £ y
n: ]

V2

; 1 i€ /v
Por lo tanto

¢ = —=[(v+n) + i

—_
~ %

f=—l(v+n)—1
6 = S5l )~ i
Por la correspondencia vemos que esto es equivalente a:
pr=v+7

2 =¢
De estas dos tultimas igualdades se observa por qué elegimos (7?) y parametrizamos como

(7?). Como antes el campo & estd asociado al rompimiento esponténeo de la simetria U(1).
Escribiendo el lagrangiano (??) en términos de A4, £ y n:

L= 4Fu,,FW + (‘Lr}@ﬂ] + 8H£8“§ + fe 202ALA, — evAL0,E

—m?*n® + términos cublcos y otros de orden mas alto (2.20)

Este lagrangiano es invariante bajo la transformacién de gauge (??) en la que hemos reem-
plazado (??). Este lagrangiano no es diagonal debido al término —evA,0,£ el cual es el
producto de dos diferentes campos. Para poder determinar el espectro de las masas diago-
nalizamos este lagrangiano. Por lo que construimos la funcién de gauge igual a &(x)/v.
Entonces:

6 — ¢ = expl—it(z) /v = jﬁw ) (2.21)
Ay — A=A, — elvaug (2.22)

Como el lagrangiano (?77) es invariante bajo estas transformaciones tenemos que:

L =0, +ied,)d" (0, — ieA,)p"] — m*¢* ¢ — No* ¢ ) — Lpp (2.23)

4w

donde
FW =0,A, — &,A#

Reemplazando (?7?) en ¢ de este dltimo lagrangiano y desarrollando se obtiene:

1 1 1
L= 4FWFW + 8 ,M0um + 58#58“5 + ¢ v2A A + €2A 2120 + 1)
1 1
—5772(3)\1) + %) = don? — 1)\77 (2.24)
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No hay términos de acoplamiento entre los diferentes campos, por lo que el espectro de las
masas se visualiza en los téminos cuadraticos. Hay un mesén escalar n con masa 3A\*v? +
(% y un mesén vectorial A;L con masa ev. Enfatizemos que £ ha desaparecido, ha sido
”gaugeado lejos” por el campo vectorial. En (??) notamos que en realidad el campo £ ha
sido incorporado dentro del campo de gauge A;l. A esto lo llamaremos el mecanismo de
Higgs.

A las particulas descritas por los campos escalares 7 se les llama bosones Higgs y a las
descritas por A; mesones vectoriales.

2.4 Invarianza Local. Caso No Abeliano SU(2).

Consideremos el siguiente lagrangiano:

1 . . . AN -/ ]-
L= 5(8,@1- + g€ A 1) (0u: + g€ F Al i) — V(i) — ~F i, (2.25)

4 v py

Supongamos que V' tiene un minimo no cero, es decir un estado vacio degenerado. Pode-
mos tomar el valor de expectacién del vacio de la siguiente manera:

0
<p>=10 (2.26)
v
El campo lo parametrizamos como antes:
; 0 3
¢ = exp[— (& LY + & L)) 0 =< ¢ >,+| & |+ orden més alto (2.27)
v
v+ Ui

donde L son los generadores de SU(2) y &; los supuestos bosones goldstone asociados a los
generadores rotos. L? deja al vacio invariante, es el generador no roto.

Como el lagrangiano es invariante bajo transformadas SU(2) locales, podemos hacer la
transformada de gauge considerando U(€) (de la primera parte), en analogia al caso anterior,
como exp[—i(& LY + &L?)|p, se obtiene:

) 0
¢ = expl——(& L'+ &INp=| 0 (2.28)
v v+
LA, = eapl~ (&L + &L Acrpl (61" + &:L7)
2 Byeapl=(6 L+ QL enpl (GL + L) (2.29)
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Los campos &; y & desaparecen completamente cuando escribimos el lagrangiano del
siguiente modo:

1 / 'L !5 / Z"/ / 10 / 1 la /a
L= 5(8;@1' + ge ]kA,f¢k)(au¢i + ge” F A,f ¢k/) - V(¢i2) - ZFWFW (2-30)
Los campos & y & han sido absorbidos por los campos de gauge. Reemplazando (?7?) en
este 1ltimo lagrangiano y desarrollando se obtiene:
L= Lomoum + e Aial — Viw+n)? - LF F'e 4 términos de orden més alt
= 50un0un + 5977 1A v+ 1 Pt + términos de orden maés alto
(2.31)

El término cuadratico en el campo vectorial de gauge es:

1
220 A2 A2 141
59V [AHAH + AuAu]
correspondientes a los generadores de simetria rota, es decir dos de los campos de gauge
adquieren masa gv, y ya que la simetria L? sobrevive, A% no tiene masa.
En resumen por cada generador de simetria rota hay un campo de gauge que adquiere
masa.
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Capitulo 3

Supernimeros

En los desarrollos algebraicos que se hacen en los capitulos posteriores se utilizaran los
conceptos de supernimero, paridad de Grassman y derivadas derecha e izquierda. Por eso
el presente capitulo estd dedicado brevemente al concepto de superntimero y a algunas de
sus propiedades (ver referencia [?]).

3.1 Algebra de Grassmann.

El dlgebra generada por N elementos ¢* ,a =1,---, N, los cuales anticonmutan:
%" +¢% =0, (¢")? =0, para todo ay b (3.1)

se denota Ay. Si N — oo es llamada el algebra de Grassmann y se denota como A.
Definimos un producto de los generadores tal que, sea asociativo:

§a(§b§6) — (§a§b)§c

y sea distributivo:

6(sb6 + ¢%) = g% 4 ¢%¢

Bajo la adicién como la multiplicacion, los elementos de A, llamados supernimeros
forman un espacio vectorial de dimension infinita.

3.2 Particiones de los Supernimeros.

Un superntimero se puede expresar como:
2 =2zp+ 29 (32)
donde zp, llamado el cuerpo, es un nimero complejo, y

_ - 1 an al
2= D S

n=1"""
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es llamado el alma. Aqui el factor c,,...q, es complejo y completamente antisimétrico en sus
indices.
Cada superntimero con zp # 0 tiene una unica inversa dada por :

1—z312 —zg'zg)"

Otra particiéon importante de un supernimero es en una parte par y otra parte impar:
z=u+v (3.3)
donde la parte par es

=1
= R agn 01
Uu ZB _I_ nz::l (277,)' cal“'a2ng S

y la parte impar es:

= 1
S

n;) (2n ¢ 1)l Carmazmn®

a a
V= 2n+1...g1

Los supernimeros puramente impares anticonmutan entre ellos. Los superntimeros pu-
ramente pares conmutan con cualquier supernimero y forman un subalgebra de A, la cual
denotamos C.. El conjunto de los supernimeros puramente impares se denota C, y no es
un subalgebra, porque del producto de dos supernimeros puramente impares obtenemos un
superniimero puramente par.

3.3 Paridad de Grassmann.

Definimos la paridad de Grassmann de un superniimero,e(z) o €., como:

~ | 0(mod2) siz es par
e(2) = { 1(mod2) si z es impar (3-4)

Esto significa que:
2z = (—1)*“ 2z (3.5)

donde z y 2z’ son dos supernimeros de paridad definida.

3.4 Derivadas Izquierda y Derecha.

Sea f un mapeo de C, en A,. f serd superanalitico en un punto v, si la imagen f(v) en A
sufre un desplazamiento el cual, para todo dv, toma la forma:

(o) = v | o0 = | 0] (36)
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Los coeficientes STI; f(v) y £ f(v) son llamados, respectivamente, derivada izquierda y derecha

d
de f con respecto a v
Un mapeo superanalitico f desde C, a A, se define similarmente:

d d”
() = | 1| = | 100 37)

Como du es un nimero par:

L py = Lyt

du C du
Sin embargo, en el caso anterior como dv es impar, no siempre se cumplira que:

d dr

) =5 f(w)
En general si z es un supernimero de paridad definida, y como:

d’ d

se obtiene p p
i — (—1)[eN+e)]e(z) el
" [dzf@)] 1) & | 5e)
es decir:
dif(z) — (_1)[e(f)+e(z)]e(z)£f<z) (3.8)
dz dz

donde [e(f) + €(2)] es la paridad de £ f(z) (o de j—if(z)).

3.5 Regla de Leibniz para las Derivadas Derecha e Izquierda

Para obtener %(F (), donde F y G tienen paridad definida, hacemos:
d(FG) = (dF)G+ F(dG)

d'F d'G
= (dz>de+F<dZ>dz

d"F aG
— _ €GEz
[( 1) - G+ F 7 ] dz
Y por lo tanto:
d" d"F aG
—(FG) = (-1)<¢*—G+ F 3.9
o (FG) = (=) =G + (3.9)
Anélogamente:

d d'F d'G
—(FG)= —G+ (-1)F*F—— 3.10
o, (FG) = ——G+(=1) 7 (3.10)
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Capitulo 4

Operador de segundo orden y el
antibracket

Dado un operador diferencial A de segundo orden que satisface A? = 0, uno puede obtener
un antibracket (F, G) utilizando ciertas relaciones.

En este capitulo definiremos A como el que obtienen J. Alfaro y P. H. Damgaard en [?] y
derivaremos el correspondiente antibracket. Luego usaremos A y el antibracket para estable-
cer cierta igualdad, la ecuacion maestra, y veremos bajo qué transformacion es invariante.

Finalmente veremos como se conecta con la teoria de gauge el desarrollo anterior (ver
referencia [?]).

4.1 EIl Antibracket.

Consideremos un grupo de transformaciones continuas cualquiera, con ¢ = u\ (X in-
finitesimal), donde:

51“914
A
A — : 4.1
ut =22 (11)
son los generadores de este grupo. Estos satisfacen:
5ru*’.4 €€ 5T'u;4
5o — (CDM S =~ (4.2)
donde los coeficientes de estructura del grupo son superniimeros con la propiedad:
Ul = —(-1)"U (13)
Estos satisfacen la identidad de Jacobi del tipo:
(=1 U Uy, + (1)U Ufi + (1)U Up; = 0 (4.4)

Es conveniente ver la referencia [?] donde aparece una situacién anédloga para grupos de
Lie, en la cual debemos usar (??) y (??), porque aca estamos utilizando derivada derecha y
elementos que tienen paridad.
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Para el grupo de transformaciones que estamos considerando, si (—1)¢ UZJ- = 0, se puede
derivar, ver la referencia [?]:

AG:(—l)Eflé 5 ]A 1 55

/ - _1 €;+1
5o 5g:C | U T3y léaﬁ; 567

Cuando los UZ} son constantes podemos demostrar que A? = 0.

Como not6 Koszul [?] y redescubrié Witten [?] podemos definir un antibracket (F,G)
calculando A(F'G) e identificando en el resultado los elementos que aparecen en la siguiente
relacion:

G] U (45)

A(FG) = F(AG) 4+ (-1)¢(AF)G + (—=1)¢(F, Q) (4.6)
De manera explicita queda:

JO'F ,8G  §F ,8G §F . 0G

— . ei(€A+1 £ . £ * v
Este antibracket tiene las siguientes propiedades:
(F,G) = (=1)Fectertea (G F) (4.8)
(F,GH) = (F,G)H + (—1)<<“r"UG(F, H) (4.9)
(FG,H) = F(G,H) + (—1)<a*)(F H)G (4.10)
(-t (F (G H)) + (-1) et U(H (F,G))
+ (=1)let et (G (H,F)) =0 (4.11)
A(F,G) = (F,AG) — (-1)¢(AF, Q) (4.12)

Las demostraciones de estas relaciones se desarrollan en [?].

4.2 Coneccién con la Teoria de Gauge

Impongamos la siguiente relacién, la ecuaciéon maestra (esta ecuacién aparece, por razones
que no es necesario mencionar aqui, en el método de cuantizacién de Batalin-Vilkovisky, ver
referencia [?]):

1
AS + 5(5’, S)=0 (4.13)
con €(S) = 0.

Esta ecuacién es invariante bajo la siguiente transformacion:
0S = Ae + (e, 95) (4.14)

donde €(g) = —1
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Esta transformacion forma un algebra cerrada, es decir:
[0 O8] = 05,0 (4.15)

Ahora veremos que la ecuacién maestra tiene similar forma que las transformaciones de
Yang-Mills.
Podemos pensar la ecuacién maestra como un campo de fuerza

F=AA+ - (A A) Je(A)=0 (4.16)
Como ya vimos, la transformacién que dejard a F' = 0 invariante es:
0A=Ac+ (e,A) ,e(e) =—1 (4.17)
pues
OF = (g, F) (4.18)
El operador diferencial A lo construimos de la siguiente forma:
A=0"0,+ Ana (4.19)
(notemos que §#9,A = (9,A)0"). Donde
o " 1 or 0"
AnaG = (-1) | ——G|ul + = (-1 G|yift 4.20
WG = (01 et o | S

) =0 y ely)=-1
De manera analoga a como se obtiene (??), derivamos el siguiente antibracket:

JF 408G 8F 480G 57" L0

(.6) = () TR STl A (1.21)
Entonces nuestro A de la relacién (??) lo construimos como:
A= A} (x)y,0" (4.22)
y se cumple que €(A) =0, pues €(0) =1y e(y}) = —1
Ahora utilizamos esta construccién de A junto con (?7?), (??) y (77?), obtenemos:
SAY(z) = D" + foeAl (4.23)

que es equivalente a la ecuacion (?7?) , los % serian las componentes del parametro del grupo
de transformacion y fg las constantes de estructura del grupo, es decir Af () es equivalente
a una componente del campo foténico A,,.

También obtenemos F' usando (77?), (??) y (77):

F = (0,A7 — 0,A], — fagAL)y,0"0" = Fy.0" 0" (4.24)

F7, es equivalente al de la ecuacién (77).
En lo que viene consideraremos un Ay, de tercer orden y estudiaremos las transforma-
ciones de gauge que genera este operador.

25



Capitulo 5

Operador de tercer orden y el
triantibracket

Siguiendo la misma filosofia del capitulo anterior, parece natural explorar nuevos A que
permitan indicarnos nuevas simetrias. En el presente capitulo consideraremos un operador
diferencial Ay, de tercer orden, que cumpla con A%, = 0. A diferencia del caso anterior
tendremos que derivar un triantibracket (F, G, H) y agregarlo a la ecuacién maestra y a la
variacion de A.

Veremos si el dlgebra que determina la variacion de A se cierra.

5.1 El Triantibracket.

Consideremos el siguiente objeto, un operador diferencial de tercer orden:
g o o
" oyr dy; Oy

Ana , 1,k =123 (5.1)

Se demuestra facilmente que:
De las ecuaciones (29) que estan en la referencia [?] obtenemos:
(F,GH) = (F,G)H + (=1)*VG(F, H) + (=1)* (F, G, H) (53)
donde
(F,G,H) = (-1)"(F,GH) + (—1)" T (F,G)H + (—1)«certOHentG(F ) (5.4)

Recordando que uno puede definir un antibracket (F,G) por la regla (??), se pueden desa-
rrollar los operadores A, utilizando:
0" (FG) G

SO'F
=F —1)eW)Z @G dondee(y’) =1 5.5
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Y obtenemos el antibracket de manera explicita:

OF 0 0G|\ o, O TFTG
dy; dy: Oy oy dyr oy

Ahora con esta tltima férmula desarrollamos (??) y obtenemos también, de manera
explicita, el triantibracket:

J0FOGI'H
F,G,H) = —6¢; 5.7
) = =050,y >0
Definamos
A=60"0,+ Ana (5.8)
De la ecuacién (34) de la referencia [?] obtenemos:
1
0A = Ae+ (g, A) + 5(5, A A) (5.9)
Ademas
F=AA+ - (A A) + (A,A,A) ,€(A) =0 (5.10)
En este caso F' = 0 es invariante baJO la transformacién (??), pues (referencia [?]):
OF = (e, F)+ (e, F, A) (5.11)
Supongamos que:
A = ¢(x) + B 00" + Cylyr + Dy, 0" (5.12)
e ="y (5.13)
Desarrollando (?7) explicitamente, se obtiene:
0A = Gejjre’ CIk 3eijne’ DJ DkQ“Q” — 12¢;1¢’ C’“”C’bkyayb
+(0,6* — 12e41¢* C’“ij)y*Q“ (5.14)
es decir:
5¢($) = 6€ijk€icjk
0B, = —3eyre' DI DLO"G"
SC™ = —12e;,'CYIC"ylys
0D, = 0" — 128ijk€ZC“kDiL
Ahora nos preguntamos si esta algebra se cierra, para lo cual se calcula:
[6817562]*’4 (515)
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Para desarrollar este corchete se utiliza (??). Lo que se obtiene es:

[6617 562](;5(37) =0 ' ' . '
10c,,0e,) By = —3eij{[e5(8,81) — €1(0,€)| DY + [€1(Dve3) — €5(e1)] Dy}
k Nk k Nk
—B{ZMDV — ZVDH}
’551: 562]Cab =0

|5E1’ 562]DZ = _125ijkcak[5é(aue{) - SZI(GME%)]
ak r7k
= —12C""Z;
Notar que: 4 A ' ‘
Zy = eiplen(0ue]) — 1(9,3)] (5.16)
Por lo tanto
[0c,,0e,]A = =3{Z} D} — Z; DEY0"0" — 12C* 2}y 0" (5.17)
Como 0" y 6" anticonmutan:
[0c,.0e,]A = —6Z)D56"0” — 12C* 2}y 0"
= —6Z50"[Dye” — 20y
a’l”
= 620" A
" Oyx
= J,A (5.18)
donde or
5, =62%r — 5.19
" Oyr (5:19)
Ahora calculemos:
[0c,0.]A = 6.[6.A] — 0,[0-A] (5.20)
De manera sencilla se obtiene:
0:[0. 4] = —6ZF0"(0,£")0" + 72280V ey e’ CHF DI 0¥
— 144250y e C0 CFF (5.21)

(Primero se utiliza (?7) y luego (77)).
Para el segundo término de la derecha de (??) calculamos de la siguiente manera:

1
504 = 8.[Az+ (5, 4) + 5(c, A, A)
1 1
= (e, A+6.4) — (2, A) + S A+ LA AT 8A) - S(e, A A)

S ;[(5, A 5.A) + (2,8, A, A) + (2, 6.4, 6.A4)] (5.22)
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Desarrollando el antibracket y los tribrackets obtenemos:
0:[0.A] = —144ZF 0"e;j3,6' CICH Ry + 722F 07,36 CHF DI 0"
Reemplazando (?7) y (??) en (77?):
[0:,0.]A = —6256’“(&,6]“)9”

Es facil calcular que:
[0,,,0.,,]A=0

(5.23)

(5.24)

(5.25)

En la relacién (??) vemos que no se obtiene un operador que actuando sobre A, como los
0 que ya teniamos, nos dé —67 59“ (0,e%)0”. Por lo que el problema de encontrar un 4lgebra
que se cierre queda abierto, y consiste en encontrar un algebra que contenga a los operadores
d y al resultado de [d;, d,]. Luego encontrar un cantidad finita de operadores que pertenezcan

al algebra y que bajo la operacién [, | resulte algiin elemento del dlgebra.

Si el algebra no se cierra sabremos que no hay una accién invariante bajo estas transfor-

maciones.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta practica estudiamos el concepto de invariancia de gauge y rompimiento espontaneo
de la simetria. También se considerd el desarrollo algebraico de las teorias de gauge, a
partir de un operador A de segundo orden que satisface A? = 0 y de propiedades de los
supernimeros. Por ultimo, aplicando lo aprendido, nos dimos un operador Ay4 de tercer
orden que cumple A% , = 0, de donde obtuvimos un triantibracket (F,G, H). Encontramos
un campo (?7?) con el minimo de componentes que bajo la variacién (??) nos da un campo
con las mismas componentes. No obtenemos Yang-Mills a pesar de que usamos el parametro
de Yang-Mills(??). El problema de cerrar el algebra a partir de (??) queda abierto.

Ahora nos gustaria generalizar lo que se hizo para el A dado por la relacién (?7?), para
un A arbitrario. Sin embargo al desarrollar [d.,,0.,]A nos encontramos limitados por no
disponer de relaciones ttiles entre los triantibrackets. Por lo anterior, y como continuacién
de este estudio, es conveniente obtener primeramente las propiedades y relaciones de los
triantibrackets. Luego nos interesaria encontrar ecuaciones de movimiento que tengan la
invarianza de la ecuacién (?7), para darle utilidad fisica al desarrollo anterior.

La motivacién de lo que se hace en los capitulos 4 y 5 es explorar nuevos tipos de
simetria (la del capitulo 4 incluye como caso particular las simetrias de gauge para grupos
no abelianos) para introducir gravedad.
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