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Resumen

Estudiamos el modelo de una teoŕıa semiclásica aplicado a un sistema de mecánica cuán-

tica supersimétrica. Para esto, derivamos primero la acción de SUSY QM y luego le

agregamos su variación con respecto a los campos tomando las variaciones de éstos como

nuevos campos independientes de los originales. Además, para ver el comportamiento de

este modelo estudiamos primero dos casos: un sistema clásico y dos ejemplos en mecánica

cuántica.
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Introducción

A fines del siglo XIX, Maxwell logró de manera brillante unificar la electricidad con el

magnetismo en sus cuatro famosas ecuaciones. Este fue un gran logro para la f́ısica teórica,

ya que dejaba las interacciones que nos gobiernan separadas en dos: el electromagnetismo

por un lado y la gravedad por otro.

A comienzos del siglo XX con el desarrollo de la mecánica cuántica por un lado y de la

relatividad general por otro, la f́ısica teórica comenzó a dar enormes pasos hasta su actual

desarrollo. Con el estudio en paralelo de estas dos teoŕıas, los cient́ıficos fueron notando

que ambas teoŕıas se comportaban de maneras diametralmente opuestas. Mientras la

primera se basaba en la probabilidad y en la estad́ıstica y el error, la segunda era una

teoŕıa determinista.

Ya más avanzado el siglo XX, el modelo estándar logró unificar las interacciones fuerte

y debil con el electromagnetismo en una sola teoŕıa basada en el intercambio de bosones

de gauge entre las diversas part́ıculas fundamentales [1]. El modelo estándar es sin duda

uno de los más grandes logros de la f́ısica teoŕıca de todos los tiempos, sin embargo,

existen varias interrogantes que el modelo estándar no alcanza a responder. Una de éstas,

es el por qué la interacción gravitacional no concuerda con este modelo.

Este último punto es uno de los grandes desaf́ıos de la f́ısica teórica de nuestros

tiempos: el lograr una teoŕıa cuantica de la gravedad. Si bien no será posible resolver este

desaf́ıo durante esta práctica, trabajaremos con un modelo que intenta resolverlo y son

las teoŕıas semiclásicas[2].

Estas teoŕıas se refieren a que se utilizan métodos cuánticos al aplicar pequeñas varia-

ciones a algún modelo clásico. En el lenguaje de teoŕıa de campos, estas teoŕıas seŕıan

teoŕıas que viven a un loop.

Esta es la principal motivación de esta práctica, y si bien no aplicaremos este modelo

a una teoŕıa de la gravedad cuántica, śı lo haremos con otra teoŕıa que esta siendo

fuertemente estudiada desde hace ya más de treinta años: Supersimetŕıa.

Supersimetŕıa (SUSY) es una de las grandes candidatas que seŕıa capaz de explicar

varios fenómenos que van más allá del modelo estándar como, entre otros, explicar el

v



problema de jerarqúıa, o sea, el por qué la interacción débil es del orden de 1030 veces

más fuerte que la interacción gravitacional.

Si bien SUSY es una teoŕıa de campos relativista, o sea, tiene cuatro coordenadas

espacio-temporales xµ independientes entre śı, tomaremos el caso part́ıcular de mecánica

cuántica supersimétrica (SUSY QM) haciendo xµ = x0 → t.



Chapter 1

El Modelo y Algunos Ejemplos

A lo largo de todo este informe trabajaremos con la misma transformación. Si bien los

casos que estudiaremos en este caṕıtulo no son fundamentales para el propósito principal

de esta práctica, servirán para comenzar a familiarizarse con el modelo y con algunos de

sus resultados. Para el caso más general, tenemos una acción S0

S0 =

∫

d4xL(φ, ∂µφ) (1.1)

para una densidad lagrangiana L = L(φ, ∂tφ). Al hacer una variación a esta acción

con respecto a los campos obtenemos

S̄0 =

∫

d4x
δL0

δφ
δφ+

δL0

δ(∂µφ)
δ(∂µφ) (1.2)

Estudiaremos en diferentes casos la nueva acción S = S0 + S̄0 considerando δφ = φ̄

un nuevo campo independiente de φ. La importancia de estas teoŕıas recae en que son

teoŕıas que viven a un loop para el caso de teoŕıas de campos 1.

1.1 Caso Clásico

Para comenzar, tomaremos la acción clásica correspondiente a un cuerpo de masa m

sometido a un potencial V

S0 =

∫

dt

(

mẋ2

2
− V (x)

)

(1.3)

y le aplicaremos la transformación del caṕıtulo 1 para estudiar la nueva acción S = S0+S̄0.

Dado que el lagrangiano depende sólo de x y ẋ obtenemos para la nueva acción S

1Todas las relaciones que utilizaremos en los ejemplos a continuación pueden ser encontradas en [3]
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S =

∫

dt

(

mẋ2

2
− V (x) +mẋ(δẋ) − ∂V

∂x
δx

)

=

∫

dt

(

mẋ2

2
− V (x) +mẋ ˙̄x− ∂V

∂x
x̄

)

(1.4)

con x y x̄ = δx dos variables independientes entre śı.

Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange obtenemos la ecuación de movimiento de

la acción S0:

mẍ = −∂V
∂x

(1.5)

y la enerǵıa

H0 =
∑

i

piq̇i − L =
p2

2m
+ V (x) (1.6)

que son familiares de mecánica clásica. Ahora, si calculamos las ecuaciones de movimiento

para la nueva acción S obtenemos:

mẍ+m¨̄x = −∂V
∂x

− ∂2V

∂x2
x̄

mẍ = −∂V
∂x

(1.7)

Como vemos, se mantiene la ecuación (1.5) y con ayuda de ésta podemos identificar

m¨̄x = −∂
2V

∂x2
x̄ (1.8)

Para la enerǵıa total H asociada a nuestra nueva acción S calculada de la misma

manera que (1.6) obtenemos

H =
mẋ2

2
+ V (x) +mẋ ˙̄x+

∂V

∂x
x̄ (1.9)

que como vemos, también la podemos separar en la enerǵıa inicial H0 más la nueva

enerǵıa H̄0 que aparece al realizar la variación con la que trabajaremos a lo largo de todo

este informe.

Si calculamos los momentos canónicos pi = ∂L
∂q̇i

obtenemos

px = mẋ+m ˙̄x (1.10)

px̄ = mẋ (1.11)



Llama la atención el hecho de que ahora mẋ está asociado al momento px̄ y no a px,

como es habitual. Podemos expresar H en función de las variables canónicas qi, pi = ∂L
∂q̇i

:

H =
p2
x̄

2m
+

(px − px̄)px̄
m

+ V (x) +
∂V

∂x
x̄ (1.12)

Para encontrar las constantes de movimiento, utilizamos la relación ġ = {H, g} ,

donde {, } representa el corchete de Poisson definido por

{A,B} =
∑

i

∂A

∂pi

∂B

∂qi
+
∂A

∂qi

∂B

∂pi
(1.13)

para dos cantidades A y B . Se verifica mediante esta definición que Ḣ0 = {H,H0} = 0

y con esto encontramos dos constantes de movimiento

dH0

dt
=

d

dt

[

1

2
mẋ2 + V (x)

]

= 0 (1.14)

dH̄0

dt
=

d

dt

[

mẋ ˙̄x+
∂V

∂x
x̄

]

= 0 (1.15)

donde hemos utilizado H̄0 = H −H0 = mẋ ˙̄x+ ∂V
∂x
x̄. Esta última relación se deduce del

álgebra que cumplen los corchetes de Poisson ya que ˙̄H0 =
{

H, H̄0

}

= {H,H −H0} =

{H,H} − {H,H0} = 0 , por lo que la cantidad H̄0 también es una cantidad conservada.

De manera similar se demuestra que
{

H0, H̄0

}

= 0

Si definimos M = − (px−px̄)2

2m + ∂V
∂x
x̄ vemos que no es una constante de

movimiento,como podŕıa pensarse a simple vista , ya que al calcular el corchete de Poisson

obtenemos:

{

H̃,M
}

=
1

m

∂2V

∂x2
x̄(px − px̄) (1.16)

Para encontrar las simetŕıas generadas por H1 y H2, ya que son cantidades

conservadas, calculamos los corchetes de Poisson:

{H1, x} = 0 (1.17)

{H1, Px} = −∂V
∂x

(1.18)

{H1, x̄} =
Px̄

m
(1.19)

{H1, Px̄} = 0 (1.20)



{H2, x} =
Px̄

m
(1.21)

{H2, Px} = −∂
2V

∂x2
x̄ (1.22)

{H2, x̄} =
Px − 2Px̄

m
(1.23)

{H2, Px̄} = −∂V
∂x

(1.24)

1.2 Caso Cuántico

Hemos visto que ciertas caracteŕısticas del sistema original se mantienen luego de aplicar

la variación a la acción, como por ejemplo la enerǵıa original y las ecuaciones de

movimiento, mientras que otras cambian. Veremos ahora qué sucede para el caso cuán-

tico tomando dos ejemplos: la part́ıcula libre y el caso del oscilador armónico en una

dimensión.

1.2.1 Part́ıcula libre en una caja (V = 0)

El primer caso que resolveremos será encontrar el espectro de enerǵıa de una part́ıcula

libre en una caja de largo L .Al pasar del caso clásico al cuántico hacemos el cambio de

los corchetes de Poisson a las relaciones de conmutación {A,B} −→ −i [A,B] para dos

observables A y B (en especial obtenemos [qi, pj ] = iδij).Dado que [H,H0] =
[

H, H̄0

]

= 0,

se puede demostrar que
[

H0, H̄0

]

= 0 lo que implica que H0 y H̄0 tienen autofunciones

simultaneas. Además, como H = H0 + H̄0 podemos establecer las siguientes ecuaciones

de autovalores:

HΨ = ǫΨ

H0Ψ = ǫ0Ψ

H̄0Ψ = ǭ0Ψ (1.25)

De donde se deduce fácilmente que ǫ = ǫ0 + ǭ0 y Ψ = Ψ(x, x̄).Utilizando la relación

(1.25) y haciendo el cambio

Pqi
−→ −i ∂

∂qi
(1.26)

obtenemos



H0Ψ =
P 2
x̄

2m
Ψ = − 1

2m

∂2Ψ

∂x̄2
= ǫ0Ψ (1.27)

Esta ecuación tiene una solución del tipo Ψ(x, x̄) = χ(x)e±i
√

2mǫ0x̄ con χ(x) una

función arbitraria de x, la cual podemos determinar utilizando (1.25)

H̄0Ψ =
Px̄Px − P 2

x̄

m
Ψ = ǭ0Ψ

− 1

m

∂2Ψ

∂x∂x̄
+

1

m

∂2Ψ

∂x̄2
= ǭ0Ψ (1.28)

Reemplazando el valor de Ψ obtenemos

∂χ

∂x
= ±i

[√
2mǫ0 +

mǭ0√
2mǫ0

]

χ (x) (1.29)

de donde podemos encontrar la función χ(x) y con esto reemplazamos en Ψ(x, x̄)

Ψ(x, x̄) = exp
{

±i
√

2mǫ0x̄
}

exp

{

±i
[√

2mǫ0 +
mǭ0√
2mǫ0

]

x

}

(1.30)

Imponemos periodicidad para encontrar el espectro de la enerǵıa de manera que

Ψ(0, L) = Ψ(L, 0) = Ψ(0, 0) = Ψ(L,L).

√
2mǫ0L = 2pπ (1.31)

ǫ0 =
1

2m

(

2pπ

L

)2

(1.32)

con p ∈ ℜ. De la misma forma encontramos

[√
2mǫ0 +

mǭ0√
2mǫ0

]

L = 2qπ (1.33)

ǭ0 =
1

m

(

2π

L

)2

p (p− q) (1.34)

con p ∈ ℜ. Sumando ambos resultados encontramos el espectro para la enerǵıa total

ǫ = ǫ0 + ǭ0

ǫ =
1

m

(

2π

L

)2(

pq − p2

2

)

(1.35)

que, como vemos, no está acotado por abajo y obtenemos valores menores que cero

para la enerǵıa ǫ. Este es uno de los inconvenientes que presenta este modelo para el caso

de mecánica cuántica. De todos modos estudiaremos ahora el caso del oscilador armónico,

sin embargo, con el resultado recién encontrado ya vemos que esté modelo no es válido

para este caso.



1.2.2 Osilador Armónico (V = 1
2
mω

2
x

2)

En este caso, el hamiltoniano que obtenemos luego de aplicar la transformación (1.2) es

H = H0 + H̄0 con

H0 =

[

P 2
x̄

2m
+

1

2
mω2x2

]

H̄0 =

[

Px̄Px − P 2
x̄

m
+mω2xx̄

]

(1.36)

Para reslover la ecuación de autovalores nuevamente utilizamos las relaciones de (1.25).

Para H0 tenemos

[

− 1

2m

∂2

∂x̄2
+

1

2
mω2x2

]

Ψ = ǫ0Ψ (1.37)

y obtenemos una solución del tipo Ψ(x, x̄) = χ(x)e±i
√

2mǫ0−(mωx)2x̄ con χ(x) una fun-

ción arbitraria de x, la cual nuevamente podemos determinar utilizando la ecuacion de

autovalores asociada a H̄0. Tenemos ahora:

H̄0Ψ =

[

Px̄Px − P 2
x̄

m
+mω2xx̄

]

Ψ = ǭ0Ψ

− 1

m

∂2Ψ

∂x∂x̄
+

1

m

∂2Ψ

∂x̄2
+mω2xx̄Ψ = ǭ0Ψ (1.38)

Utilizando la solución encontrada para (1.37) encontramos la ecuación a resolver para

χ(x)

(

−1

k

∂k

∂x
± i
(

k +
mǭ0

k

)

)

χ =
∂χ

∂x
(1.39)

con k =
√

2mǫ0 − (mωx)2.

Para resolver esta ecuación suponemos una solución de la forma

χ(x) = exp

{
∫

dx

(

−1

k

∂k

∂x
± i
(

k +
mǭ0

k

)

)}

(1.40)

Integrando y reemplazando χ(x) en la solución encontrada para (1.37) obtenemos la

autofunción Ψo.a(x, x̄)

Ψo.a(x, x̄) =
1

k
exp

{

±i
[

k
(x

2
+ x̄
)

+
1

ω
(ǫ0 + ǭ0) arctg

(mωx

k

)

]}

(1.41)

Que cumple con

HΨ = (ǫ0 + ǭ0) Ψ = ǫΨ (1.42)



Chapter 2

Mecánica Cuántica

Supersimétrica

Supersimetŕıa es una teoŕıa que comienza a desarrollarse a comienzos de los años setenta

y que aún no ha sido comprobada. Esta relaciona part́ıculas de esṕın semientero con

part́ıculas de esṕın entero en supermultipletes de la misma masa, o sea, cada part́ıcula

tendŕıa una supercompañera asociada con similares caracteŕısticas pero sus espines di-

fieren en 1
2 , por lo que el compañero de un bosón seŕıa un fermión mientras que la de un

fermión un bosón.

Antes de la invención de la supersimetŕıa hubo muchos intentos por encontrar

simetŕıas fundamentales que relacionaran part́ıculas cuyos espines diferieran en un medio.

Sin embargo, ninguna tuvo exito por diversos motivos, principalmente debido a que en la

mayoŕıa el número de dimensiones era muy alto y las teoŕıas resultaban poco atractivas

además, el teorema de Coleman-Mandula establećıa que el algebra de Lie más general

de las simetŕıas de la matriz S era la generada por el grupo de Poincaré[8]. La mayoŕıa

de estas dificultades pudieron ser superadas si se asociaba variables anticonmutativas a

estas nuevas dimensiones. De esta manera, en supersimetŕıa se consideran campos que

están definidos sobre el producto de las cuatro cordenadas del espacio-tiempo usuales

y un nuevo espacio compuesto por variables anticonmutativas [4]. Estas variables son

conocidas como variables de Grassman y antes de introducirnos en mecánica cuántica

supersimétrica(SUSY QM) veremos un breve repaso.
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2.1 Variables y Álgebra de Grassman

Las variables de Grassman satisfacen la relación

θiθj + θjθi ≡ {θi, θj} = 0 (2.1)

y se dice que forman un álgebra de Grassman Gn con n generadores1.Se puede verificar

fácilmente de (2.1) que si θi y θj pertenecen al espacio entonces θiθj también. Por esto,

podemos considerar una base del espacio a los monomios

1, θ1, ..., θn, θ1θ2, ..., θn−1θn, ..., θ1 · · · θn (2.2)

con lo que la dimension del espacio resulta 2n, y cualquier elemento f(x) del álgebra

Gn puede ser representado por una combinación lineal de estos monomios mediante una

expansión de la forma

f(x) = f0 +
∑

k

f1(k)θk +
∑

k1,k2

f2(k1, k2)θk1θk2 + · · ·

+
∑

ki

fn(k1, . . . , kn)θ1 · · · θn (2.3)

2.1.1 Derivadas de variables de Grassman

Se define las derivadas por la izquierda para cualquier término de la base con respecto a

θj por

∂

∂θj
θi1 · · · θis = δi1,jθi2 · · · θis

−δi2,jθi1θi3 · · · θis + · · · + (−1)s−1δis,jθi1 · · · θis−1
(2.4)

donde δi,j representa la delta de Kronecker. En pocas palabras, para derivar un monomio

con respecto a θj debemos llevar este término hasta el primer lugar utilizando la relación

(2.1) y luego eliminarlo, si el término no contiene θj entonces la derivada se anula. De la

misma manera se define la derivada por la derecha sólo que en este caso la variable con

respecto a la cual estamos derivando se debe llevar hasta el último puesto. Ambos son

operadores lineales en este espacio.

1Para ver en más detalles el álgebra de Grassman y su origen ver [6]



2.1.2 Integrales de variables de Grassman

Para integrar con respecto a variables de Grassman, vemos primero que los infinitesimales

también cumplen (2.1):

{dθi, dθj} = {θi, dθj} = 0 (2.5)

Se definen las siguientes reglas de integración

∫

dθiθj = δij ,

∫

dθi = 0 (2.6)

En particular podemos ver que

∫

dθidθjθjθi = 1 (2.7)

ya que

∫

dθidθjθjθi =

∫

dθi

(
∫

dθjθj

)

θi

=

∫

dθiθi = 1 (2.8)

2.2 Derivación de la acción en SUSY QM [5]

Si bien SUSY es una teoŕıa de campos relativista y vive en cuatro dimensiones, la forma

del lagrangiano en mecánica cuántica supersimétrica (SUSY QM) puede ser obtenida

mediante el formalismo de supercampos en d=1 [8]. Usualmente los supercampos están

definidos en el espacio (xn, θα) , por lo que en una dimensión tenemos xn → t y θα → θ, θ∗

y cumplen con las siguientes relaciones de conmutación y anticonmutación

{θ, θ∗} = {θ∗, θ} = 0 (2.9)

[θ, t] = [θ∗, t] = 0 (2.10)

Las transformaciones supersymetricas quedan definidas por

δt = −i(θ∗ǫ− ǫ∗θ), δθ = ǫ, δθ∗ = ǫ∗ (2.11)

y son el punto de partida del trabajo que realizaremos. El generador de una transforma-

cion supersimétrica finita queda definido por



L = ei(ǫ
∗Q∗+Qǫ) (2.12)

Dado que tiene L debe ser hermı́tico, vemos que Q anticonmuta con ǫ, por lo que es un

generador de carácter espinorial. Para A = A(t, θ, θ∗) una funcion de los parámetros del

espacio que transforma según A′ = LAL†, tenemos para una transformación infinitesimal

δA = i[ǫ∗Q∗ +Qǫ,A] (2.13)

Si comparamos esta última exprensión con la expansión

δA = δt
∂A

∂t
+ δθ

∂A

∂θ
+ δθ∗

∂A

∂θ∗
(2.14)

, podemos identificar Q y Q∗ como operadores diferenciales que actúan sobre funciones

del superespacio y encontramos

Q = i∂θ − θ∗∂t (2.15)

Q∗ = −i∂θ∗ + θ∂t (2.16)

Con estas expresiones vemos que se cumplen las siguientes relaciones de conmutación

y anticonmutación

{Q,Q∗} = 2i∂t = 2H

[Q,H] = 0 (2.17)

que son similares a las encontradas en el álgebra supersimetrica en cuatro dimensiones

para el caso particular Pµ = P 0 = H.

Podemos distinguir las siguientes derivadas invariantes

Dθ = ∂θ − iθ∗∂t (2.18)

Dθ∗ = ∂θ∗ − iθ∂t (2.19)

ya que



Dθ = ∂θ − iθ∗∂t

=
∂θ′

∂θ

∂

∂θ′
+
∂t′

∂θ

∂

∂t′
− iθ∗

[∂θ′

∂t

∂

∂θ′
+
∂θ′

∂t

∂

∂θ′

]

= ∂θ′ − iǫ∗∂t′ − i
(

θ∗′ − ǫ∗
)

∂t′

= ∂θ′ − iθ∗′∂t′

= Dθ′ (2.20)

Ahora, como dijimos al comienzo de este caṕıtulo, podemos definir un supercampo

escalar real expandiendo en los parámetros t, θ y θ∗ .Debido a que los dos últimos son

variables anticonmutativas, al realizar una expansión de la misma manera que en (2.3) el

supercampo φ(t, θ, θ∗) debe ser de la forma

φ(t, θ, θ∗) = x(t) + iθψ(t) − iψ∗(t)θ∗ + θ∗θD(t) (2.21)

ya que términos de orden superior en θ y θ∗ se anulan por ser variables anticonmutativas.

Al hacer operar las derivadas invariantes sobre el campo φ obtenemos la derivada por

componentes

Dθφ = iψ − θ∗D − iθ∗ẋ+ θ∗θψ̇
[

Dθφ
]∗

= −iψ∗ − θD + iθẋ+ θ∗θψ̇∗ (2.22)

Con todos estos elementos, podemos buscar ahora la acción invariante más general

para el caso de SUSY QM. Esta debe ser de la forma

∫

dtdθ∗dθ

(

1

2
|Dθφ|2 − f(φ)

)

(2.23)

debido a que en la expansión de φ las derivadas de orden mayor que uno con respecto a

θ y θ∗ se anulan y además se cumple que dtdθ∗dθ es invariante supersimétrico. Debido

a las reglas de integración para las variables de Grassman sólo los términos θθ∗ no se

desvanecerán ya que

∫

dθ∗dθ(θθ∗) = 1

∫

dθ∗dθ θ =

∫

dθ∗dθ θ∗ = 0 (2.24)

Estas últimas relaciones se deducen fácilmente de lo expuesto en la sección anterior.

Calculamos primero |Dθφ|2 = [Dθφ]∗Dθ para luego reemplazarlo en (2.23) y obten-

emos



[Dθφ]∗Dθφ = ψ∗ψ + iψ∗θ∗D − ψ∗θ∗ẋ+ iθθ∗ψ∗ψ̇

−iθψD + θθ∗D2 − θẋψ + θθ∗ẋ2 − iθθ∗ψ̇∗ψ (2.25)

,y considerando sólo los términos con θθ∗, ya que el resto se anula al integrar sobre las

variables de Grassman, obtenemos

[Dθφ]∗Dθφ = θθ∗
[

ẋ2 +D2 + i(ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ)
]

(2.26)

Para el caso de f(φ), podemos expandir f(φ) = f(x(t)+ iθψ(t)− iψ∗(t)θ∗ + θ∗θD(t))

en torno a x utilizando

f(x+ η) = f(x) + ηf ′(x) +
1

2
η2f ′′(x) + ... (2.27)

con η = iθψ(t)− iψ∗(t)θ∗+θθ∗D(t). Nuevamente guardamos sólo los términos con ambos

θ y θ∗ y expandiendo hasta segundo orden, ya que términos de orden superior se anulan

por (2.9), obtenemos

f(φ) = θθ∗
(

−Df ′(x) −
[

ψ∗, ψ
]

2
f ′′(x)

)

(2.28)

Introduciendo (2.28) y (2.26) en (2.23) e integrando en las variables de Grassman

utilizando (2.24) obtenemos la accion buscada

S =

∫

dt

(

ẋ2

2
+
D2

2
+
i

2
(ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ) +Df ′(x) +

[

ψ∗, ψ
]

2
f ′′(x)

)

(2.29)

De la ecuación de movimiento para D obtenemos D = −f ′ = W (x) , reemplazando

en la ecuacion anterior se obtiene

S =

∫

dt

(

ẋ2

2
− W 2

2
+
i

2
(ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ) −

[

ψ∗, ψ
]

2
W ′(x)

)

(2.30)

Si realizamos el cambio

∫

dt (∂tψ
∗)ψ =

∫

dt[ ∂t(ψ
∗ψ) − ψ∗∂tψ] (2.31)

y despreciamos la derivada total ∂t(ψ
∗ψ) ya que que los campos se anulan en infinito,

y además utilizamos que {ψ,ψ∗} = 0, podemos escribir la acción de la forma

S =

∫

dt
(1

2
ẋ2 + ψ∗ [i∂t −W ′(x)]ψ − 1

2
W 2
)

(2.32)



2.3 Enerǵıa, Momentos y Cargas Conservadas

Tenemos los momentos conjugados Pq = ∂L
∂q̇

asociados al lagrangiano

L0(x, ψ, ψ
∗, ẋ, ψ̇, ψ̇∗) recién encontrado para S0:

Px = ẋ

Pψ∗ = 0

Pψ = iψ∗ (2.33)

y el Hamiltoniano

H =
1

2
P 2 +

W 2

2
+ ψ∗W ′(x)ψ (2.34)

Sabemos por el teorema de Noether que existen cargas asociadas a cada simetŕıa

interna de un sistema 2. Para encontrar estas cargas, vemos primero el siguiente desarrollo

δL0 =
∑

i

δXi

∂L0

∂Xi

+ δẊi

∂L0

∂Ẋi

=
∑

i

δXi

∂L0

∂Xi

+
∂

∂t
(δXi

∂L0

∂Ẋi

) − δXi

∂

∂t
(
∂L0

∂Ẋi

)

=
∑

i

∂

∂t
(δXi

∂L0

∂Ẋi

) (2.35)

donde Xi representa a cada uno de los campos x, ψ, ψ∗. Por otro lado, podemos calcular

la variacion de L0 de manera expĺıcita y obtenemos

δL0 = (δẋ)ẋ+WW ′δx+ δψ∗ [i∂t −W ′(x)]ψ + ψ∗[−W ′′(x)δx
]

ψ

+ψ∗ [i∂t −W ′(x)] δψ (2.36)

Debemos calcular la variación de cada campo por separado como función de los otros

campos. Para esto, utilizamos los generadores Q y Q∗ en su forma diferencial y desarrol-

lamos

δφ = i
[

Qǫ, φ
]

= −iǫ
(

i∂θ − θ∗∂t
)

φ

= −iǫ
(

− ψ − iθ∗D − θ∗ẋ+ iθψ̇

= δx+ iθδψ − iδψ∗ + θ∗θδD (2.37)

2Este procedimiento se encuentra con mayor detalle en [7]



Comparando los coeficientes de θ y θ∗ en las dos últimas igualdades y utilizando que

D = W (x) obtenemos

δx = iǫψ

δψ = 0

δψ∗ = −ǫ(iW + ẋ) (2.38)

que, como vemos, relaciona la parte fermiónica ψ y ψ∗ con la parte bosónica x de la teoŕıa.

Si reemplazamos estas expresiones en (2.36), vemos que podemos escribir δL0 como una

derivada total con respecto al tiempo

δL0 = ǫ
d

dt
(Wψ) (2.39)

Además al expandir (2.35) e igualar con la relación recién encontrada obtenemos

d

dt

(

px + iW
)

ψ = 0 (2.40)

con lo que hemos obtenido el generador Q en su forma canónica

Q̂ =
(

px + iW
)

ψ (2.41)

Siguiendo el mismo procedimiento obtenemos

Q̂∗ =
(

px − iW
)

ψ (2.42)

y utilizando las relaciones
[

Pi,Xj

]

= −iδij y
{

ψ,ψ∗} = 1, ya que ψ y ψ∗ representan la

parte fermionica de la teoŕıa, se verifica que

{

Q̂, Q̂∗
}

= P 2 +W 2 + 2ψ∗W ′(x)ψ = 2H
[

Q̂,H
]

=
[

Q̂∗,H
]

= 0 (2.43)

que es similar al álgebra encontrada en (2.17) pero ahora en la forma canónica. Hay que

destacar que esta factorización nos permite sacar dos importantes conclusiones: que los

autovalores del hamiltoniano son reales, ya que cumple con la propiedad de ser hermı́tico,

y además, no tiene valores menores que cero para la enerǵıa.



Chapter 3

SUSY QM Semiclásica

En este capitulo intentaremos verificar si al aplicarle una transformación del tipo

S(φ) = S0(φ) +

∫

dt
δS0

δφ
δφ(x) (3.1)

a una acción supersimétrica S0 como la definida en (2.23), la nueva acción S sigue siendo

invariante supersimétrica al tomar la variación del supercampo φ como un nuevo campo

δφ = φ̄ que vive en el mismo superespacio. Esta demostración es la parte central de esta

práctica.

3.1 Derivación de la Acción

Tomamos como punto de partida la acción S0 definida en (2.23) y al aplicarle la variación

recien expuesta encontramos

S̄0 =

∫

dtdθdθ∗
[

(1

2
Dθδφ

)∗
Dθφ+

1

2

(

Dθ

)∗
Dθδφ− f ′(φ)δφ

]

=

∫

dtdθdθ∗
[

(1

2
Dθφ̄

)∗
Dθφ+

1

2

(

Dθ

)∗
Dθφ̄− f ′(φ)φ̄

]

(3.2)

ya que δ(Dθφ) = Dθ(δφ).De esta manera, la nueva acción S resulta

S = S0 + S̄0 (3.3)

Ya sabemos, debido a su construcción, que la acción S0 es invariante supersimétrica,

es decir, δS0 = 0, por lo que para que la nueva acción S también lo sea basta con verificar

que δS̄0 también se anula para este tipo de transformaciones. Para esto, primero debemos

encontrar la forma explicita de S̄0 y luego verificar si efectivamente δS̄0 = 0
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Comenzamos definiendo el nuevo supercampo φ̄ de la misma manera que en (2.21)

φ̄(x, θ, θ∗) = x̄(t) + iθψ̄(t) − iψ̄∗(t)θ∗ + θ∗θD̄(t) (3.4)

y para la derivada invariante por componentes tenemos

Dθφ̄ = iψ̄ − θ∗D̄ − iθ∗ ˙̄x+ θ∗θ ˙̄ψ (3.5)

Al igual que para derivar la acción en (2.23), sólo necesitamos los términos que con-

tengan tanto θ como θ∗. Vemos primero el caso de (Dθφ̄)∗Dθφ y utilizando las definiciones

(2.22) y (3.5) encontramos

(Dθφ̄)∗Dθφ = θθ∗
[

iψ̄∗ψ̇ − i ˙̄ψ∗ψ + iD̄ẋ

+ ˙̄xẋ− i ˙̄xD + D̄D
]

(3.6)

habiendo despreciado los términos que se anularán al integrar sobre las variables de

Grassman. De la misma forma encontramos

(Dθφ)∗Dθφ̄ = θθ∗
[

iψ∗ ˙̄ψ − iψ̇∗ψ̄ − iD̄ẋ

+ ˙̄xẋ+ i ˙̄xD + D̄D
]

(3.7)

Para estudiar qué sucede con el término f ′(φ)φ̄, hacemos una expansión de la misma

manera que en (2.28) pero en este caso tenemos

f ′(x+ η) = f ′(x) + ηf ′′(x) +
η2

2
f ′′′(x) (3.8)

y η es el mismo que definimos en el caṕıtulo anterior.

Dado que estamos multiplicando por φ̄, debemos ver cuales términos dentro de esta

multiplicación, y no sólo en la expansión de f’(x), contienen ambos θ y θ∗ ya que estos

términos no se anulan al integrar sobre las variables de Grassman. En primer lugar, para

f ′(x)φ̄ consideramos sólo

f ′(x)φ̄ = −θθ∗f ′(x)D̄ (3.9)

Luego, para el segundo término consideramos

ηf ′′(x)φ̄ = θθ∗f ′′(x)
[

ψψ̄∗ − ψ∗ψ̄ −Dx̄
]

(3.10)

y finalmente para el tercer término tenemos

η2

2
f ′′′(x)φ̄ = θθ∗f ′′′(x)

[

ψψ∗ − ψ∗ψ
]

2
x̄ (3.11)



Ahora, si reemplazamos en (3.2) e integramos sobre θ y θ∗ obtenemos

S̄0 =

∫

dt
i

2
(ψ̄∗ψ̇ − ˙̄ψ∗ψ) +

i

2
(ψ∗ ˙̄ψ − ψ̇∗ψ̄) + ˙̄xẋ+DD̄

−f ′′′(x)
[

ψψ∗ − ψ∗ψ
]

2
x̄− f ′′(x)

[

ψψ̄∗ − ψ∗ψ̄
]

+f ′′(x)Dx̄+ f ′(x)D̄ (3.12)

Si vemos las ecuaciones de movimiento para D y D̄ tenemos

D̄ + f ′′(x)x̄ = 0 (3.13)

D + f ′(x) = 0 (3.14)

,vemos que nuevamente podemos hacer el reemplazo D = −f ′(x) = W (x), con lo que

obtenemos D̄ = W ′x̄. Si procedemos al igual que en (2.31) y reordenamos (3.12) obte-

nemos

S̄0 =

∫

dt
(

ẋ ˙̄x+ ψ̄∗ [i∂t −W ′(x)]ψ + ψ∗ [−W ′′(x)x̄]ψ

+ψ∗ [i∂t −W ′(x)] ψ̄ −WW ′x̄
)

(3.15)

, habiendo utilizado además que ψ∗, ψ, ψ̄∗ y ψ̄ anticonmutan todos entre śı.

3.2 Enerǵıa, Momentos y Cargas Conservadas

Los momentos asociados al nuevo lagrangiano L0 + L̄0 son

Px = ẋ+ ˙̄x (3.16)

Px̄ = ẋ (3.17)

Pψ = iψ∗ + iψ̄∗ (3.18)

Pψ̄ = iψ∗ (3.19)

Pψ∗ = 0 (3.20)



Pψ̄∗ = 0 (3.21)

y el Hamiltoniano asociado es

H =
P 2
x̄

2
+ Px̄

(

Px − Px̄
)

+ ψ∗(W ′(x) +W ′′(x)x̄)ψ + ψ̄∗W ′(x)ψ

+ψ∗W ′(x)ψ̄ +
1

2
W 2 +WW ′x̄ (3.22)

Ahora, debemos ver si la acción encontrada es o no invariante frente a una transforma-

ción supersimétrica y, en caso de que lo sea, encontrar las cargas conservadas asociadas a

esta simetŕıa. Para esto, realizamos el mismo procedimiento que en el caṕıtulo anterior.

Tenemos las relaciones ya encontradas en (2.38) y de la misma forma encontramos las

variaciones para los nuevos campos asociados a φ̄

δφ̄ = i
[

Qǫ, φ̄
]

= −iǫ
(

i∂θ − θ∗∂t
)

φ̄

= −iǫ
(

− ψ̄ − iθ∗D̄ − θ∗ ˙̄x+ iθ ˙̄ψ
)

= δx̄+ iθδφ̄− iδφ̄∗ + θ∗θδD̄ (3.23)

comparando y al reemplazar D̄ = W ′(x)x̄ encontramos las relaciones buscadas:

δx̄ = iǫψ̄

δψ̄ = 0

δψ̄∗ = −ǫ(iW ′x̄+ ˙̄x) (3.24)

Para que el nuevo lagrangiano L sea invariabnte supersimétrico, nos basta con de-

mostrar que δL̄0 = 0, ya que está demostrado que L0 lo es y δL = δL0 +δL̄0. Calculamos

la variación del lagrangiano L̄0 utilizando las relaciones recién encontradas expĺıcitamente

y obtenemos

δL̄0 = iǫψ̇ ˙̄x+ iǫ ˙̄ψẋ− ǫ
(

iW ′x̄+ ˙̄x
)[

i∂t −W ′]ψ − ǫ
(

iW + ẋ
)[

−W ′′x̄
]

ψ

−ψ∗[−W ′′iǫψ̄
]

ψ − ǫ
(

iW + ẋ
)[

i∂t −W ′]ψ̄ + ψ∗[−W ′′iǫψ
]

ψ̄

−W ′iǫψW ′x̄− iWW ′′ǫψx̄− iWW ′ǫψ̄

= ǫW ′x̄ψ̇ + ǫ ˙̄xW ′ψ + ǫẋW ′′x̄ψ + ǫW ˙̄ψ + ǫẋW ′ψ̄

= ǫ
d

dt

(

W ′x̄ψ +Wψ̄
)

(3.25)



Este resultado muestra que el nuevo lagrangiano L = L0 + L̄0 es invariante frente a

transformaciones supersimétricas, ya que su variación al ser una derivada total con re-

specto al tiempo se puede despreciar por condiciones de borde.Ahora buscamos la carga

conservada asociada a esta simetŕıa. Utilizando (2.39) obtenemos la variación del la-

grangiano total L

δL = ǫ
d

dt

(

Wψ +W ′x̄ψ +Wψ̄
)

(3.26)

Al igual que para L0, utilizamos la relación (2.35) pero esta vez para L y expandiendo

obtenemos

δL =
d

dt

∑

i

(δXi

∂L0

∂Ẋi

)

= iǫ
d

dt
(ψPx + ψ̄Px̄) (3.27)

Igualando con (3.25) obtenemos

ǫ
d

dt

(

Wψ +W ′x̄ψ +Wψ̄
)

= iǫ
d

dt
(ψPx + ψ̄Px̄) (3.28)

y despejando encontramos la carga conservada Q̂ asociada a esta teoŕıa semiclasica

Q̂ =
(

Px + iW
)

ψ + Px̄ψ̄ + i
(

W ′x̄ψ +Wψ̄
)

(3.29)

De la misma manera obtenemos

Q̂∗ =
(

Px − iW
)

ψ∗ + Px̄ψ̄∗ − i
(

W ′x̄ψ∗ +Wψ̄∗
)

(3.30)

LLama la atención que en este caso el cálculo expĺıcito de
{

Q̂, Q̂∗
}

no reproduce el

Hamiltoniano encontrado en (3.22). Esto plantea nuevas interrogantes para seguir tra-

bajando en este problema, como por ejemplo, verificar si podŕıa haber otras cantidades

conservadas que hasta aq́ı no hemos encontrado o que estas transformaciones no produ-

jeran traslaciones temporales.





Chapter 4

Conclusiones

Con lo encontrado en el último caṕıtulo podemos decir que la conclusión es positiva,

ya que se pudo demostrar que al aplicarle una transformación semiclásica a una acción

asociada a SUSY QM, esta acción mantiene su invarianza frente transformaciones super-

simétricas y con esto el sistema en cuestión mantiene la propiedad de tener un espectro

de enerǵıa acotado con valores reales mayores que cero. Este resultado no es trivial y deja

abierta la puerta a futuros trabajos.

También queda abierta la puerta a intentar factorizar el Hamiltoniano asociado a esta

teoŕıa de la manera
{

Q̂, Q̂∗
}

, ya que este tipo de factorizaciones son caracteŕısticas de

SUSY QM, tomando en cuenta que SUSY es una teoŕıa de campos en cuatro dimensiones

y SUSY QM es un acaso part́ıcular en d=1.

Este último punto induce un nuevo problema, que seŕıa el ver el comportamiento del

modelo semiclásico aplicado a una teoŕıa supersimétrica en más dimensiones.

Además, el caso visto en el apéndice muestra que la supersimétrica tiene aplicaciones

prácticas en mecánica cuántica, ya que se puede resolver la ecuación de Schrodinger para

potenciales muy conmplejos utilizando una relación de recurrencia.
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Appendix A

Otro punto de vista para

SUSY QM

En este apéndice veremos una utilidad práctica de SUSY QM, que si bien no fue necesaria

para el desarrollo principal de la práctica, tiene importancia ya que permite resolver cierto

tipo de problemas con potenciales muy complejos y por esta razón inclúımos aqúı algo

de lo visto respecto a este tema [9]. Consideremos un Hamiltoniano del tipo

H1 = − 1

2m

d2

dx
+ V1(x) (A.1)

y que cumpla con la relación

H1Ψ0 = 0 (A.2)

Si el Hamiltoniano orignal no cumple con esta relación, se puede realizar una traslación

restando al Hamiltoniano original la enerǵıa base. Suponiendo cierta la relación (A.2)

podemos despejar el potencial V1 y obtenemos

V1(x) =
1

2m

Ψ′′
0

Ψ0
(A.3)

Se define A y A† en función del superpotencial W(x)

A =
1√
2m

d

dx
+W (x) (A.4)

A† = − 1√
2m

d

dx
+W (x) (A.5)

Si utilizamos el ansatzH = A†A, vemos que podemos definir el potencial V1 en funcion

del nuevo potencial W
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V1(x) = W 2(x) − 1√
2m

W ′(x) (A.6)

Y comparando con la ecuacion (A.3) obtenemos

W (x) =
1√
2m

Ψ′
0

Ψ0
(A.7)

de donde además se puede comprobar que AΨ0 = 0.Construimos ahora un nuevo

operador H2 = AA† con lo que obtenemos

H2 = − 1

2m

d2

dx
+ V2(x) (A.8)

con

V2(x) = W 2(x) +
1√
2m

W ′(x) (A.9)

y V1 y V2 son conocidos como potenciales supercompañeros el uno del otro. Sin mucha

dificultad se pueden derivar las siguientes relaciones

H2(AΨ(1)
n ) = E(1)

n (AΨ(1)
n )

H1(A
†Ψ(2)

n ) = E(2)
n (A†Ψ(2)

n ) (A.10)

y de aqúı, podemos encontrar la relación entre las funciones de onda y las energias

asociadas a H1 y H2

E(2)
n = E

(1)
n+1 , E

(1)
0 = 0

Ψ(2)
n = [E

(1)
n+1]

−1

2 (AΨ
(1)
n+1)

Ψ
(1)
n+1 = [E(2)

n ]
−1

2 (A†Ψ(2)
n ) (A.11)

Como ejemplo veamos la part́ıcula libre de masa m en una caja de largo L. Para este

caso, podemos definir el potencial como

V (x) = ∞ −∞ < x < 0 , x > L

= 0 0 ≤ x ≤ L (A.12)

Este ejemplo es conocido y tiene una enerǵıa fundamental E0 = ~π2

2mL2 y una función

de onda

ψ0 = (
2

L
)

1

2 sin(
πx

L
) (A.13)



Si hacemos el cambio H1 = H − E0 la autofunción asociada queda

ψ(1)
n = (

2

L
)

1

2 sin(
(n+ 1)πx

L
) (A.14)

y la enerǵıa asociada a cada estado n del sistema es

E(1)
n =

n(n+ 2)

2mL2
~

2π2 (A.15)

donde vemos que se cumple que E
(1)
n = 0. Utilizando (A.7) podemos encontrar el super-

potencial W(x)

W (x) = − ~√
2m

π

L
cot
(πx

L

)

(A.16)

y con este superpotencial podemos encontrar el potencial V2 utilizando (A.9)

V2(x) = − ~
2π2

2mL2
[2cosec

(πx

L

)

− 1] (A.17)

Utilizando (A.11) podemos encontrar la autofunción asociada a ψ2. La ventaja de

este metodo, es que nos permite encontrar la autofunción asociada a un sistema con un

potencial tan complejo como el recién encontrado de manera sencilla.

Hasta ahora, no queda claro por qué este metodo puede tener algo que ver con su-

persimetŕıa, pero esto quedará claro con el siguiente argumento.Podemos considerar una

matriz diagonal Hamiltoniana de la forma

H =

(

H1 0

0 H2

)

(A.18)

Si consideramos los operadores

Q =

(

0 0

A 0

)

(A.19)

Q =

(

0 A†

0 0

)



(A.20)

junto con H, vemos que se forma el superalgebra cerrada con las siguientes relaciones

de conmutacion y anticonmutacion:

[

H,Q] =
[

H,Q†] = 0,
{

Q,Q†} = H,
{

Q,Q} =
{

Q†, Q†} = 0 (A.21)

que representan el álgebra supersimétrica usual. Si bien en este ejemplo no se ve

explicitamente que Q y Q∗ intercambien grados de libertad bosónicos por fermiónicos,

se puede hacer una extensión sin dificultad definiendo Q = Aψ† y Q = A†ψ donde ψ

y ψ∗ repreentan la parte fermionica de la teoŕıa y cumplen {ψ,ψ∗} = 1. Haciendo esta

extensión, se recupera el Hamiltoniano encontrado en (2.34)
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