Pontificia Universidad Cat6lica de Chile

Facultad de Fisica

Departamento de Fisica

Test Clasicos para Delta

Gravity

POR

Christian Felipe Diaz Bahamondes

Informe de préctica presentado a la Facultad de Fisica de la Pontificia Universidad

Catolica de Chile, como requisito para optar al grado académico de Licenciado en

Fisica.
Profesor Guia : Dr. Jorge Alfaro
Comision Examinadora : Dr. Maximo Bafiados

Dr. Andreas Reisenegger

Enero de 2012

Santiago - Chile






Dedicado a todos aquellos que ven en la fisica algo
mas que formulas y nimeros, ven la realidad, esa realidad que

nos enamora una vez y no nos suelta jamas.



Agradecimientos

En primero lugar quiero agradecer a mi profesor guia Jorge
Alfaro, por permitirme realizar esta practica con é€l, sabiendo todas mis falencias
matematicas y personales. Sin su gran paciencia y compresion no habria podido alcanzar
las metas que nos propusimos. En segundo lugar, a todas las personas que discutieron
conmigo mis dudas y comentarios sobre los temas que aqui se trataron, con su gran
aporte de conocimiento y critica fueron verdaderamente importantes en mis logros
obtenidos, me refiero a mis amigos y profesores. También debo agradecer a todos
aquellos fueron forjando mi ensefianza en este proceso educativo, sin ellos no seria la
persona que hoy he llegado a ser. Por Gltimo, pero no menos importante, a Dios, mi
familia y mis grandes amigos, que fueron el pilar fundamental en los momentos mas
angustiantes que tuve, su comprension y apoyo han sido piedra angular en mi formacion
tanto personal como académica. A mis padres, Elio y Pollyanna, mis hermanos,
Cristobal, Jose Manuel y Paola, mi mama Chela , a Macarena, sin ustedes no seria nada

de lo que soy. Gracias, totales.



Resumen

El siguiente trabajo consiste principalmente en testear el modelo Delta
Gravity, que se ha venido desarrollando en nuestra facultad. En concreto pusimos el
modeld a prueba en dos test clasicos de la Teoria de Relatividad General creada por
Albert Einstein, la deflexion de la luz al pasar por el sol y la precesion del perihelio de
Mercurio. Con estos resultados intentaremos verificar que la teoria puesta a prueba,
preserva las ecuaciones generales de la relatividad, considerando que nuestra teoria es

una modificacion a la propuesta por Einstein.
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Capitulo 1

Introduccidn

Desde los comienzo de la humanidad el hombre ha intentado comprender
y dar explicacion a lo que sucede en su alrededor. Ya sea mediante dioses, mitos,
leyendas, etc. Deja expuesta una explicacion a los sucesos que no logra entender
facilmente. Asi es como nuestro cielo ha sido una gran fuente de interrogantes desde los
comienzo de la historia, y se han gastado horas de suefio, papiros, hojas de papel para
poder encontrarle una respuesta contundente a lo que ocurre en esa gran boveda oscura

de preguntas, que en muchos casos carecen de una respuesta definitiva.

De esta forma, el mundo cientifico, y en particular la fisica y la
astronomia, juega un rol fundamental en su entendimiento y comprension, ya que es por
medio de este metodo que se le da la real validez a los descubrimientos hechos por el
hombre. Y es gracias a estos pequefios avances (descubrimientos) que vamos

construyendo una gran respuesta al final, cada uno aportando su granito de arena.

Sin duda que si nos referimos a la Teoria de la Relatividad General
(T.R.G.) se ha avanzado una gran cantidad, descifrando y entendiendo la mayoria de los
fendmenos que se dan en nuestro inmenso, oscuro y frio universo, es asi como esta

teoria funciona muy bien a escalas macroscopicas. Pero como no solo nos basta entender



lo que sucede a distancias muy lejanas de nuestra realidad, el hombre ha encontrado una
respuesta para las cosas que suceden a escalas microscopicas, ha descubierto la Teoria
Cuantica (T.C.).

En el siglo pasado muchos cientificos trataron de unificar las teorias
fisicas existentes hasta ese entonces, sin embargo, en el intento por unificar estas dos
grandes teorias, la T.R.G y la T.C., no se ha podido lograr, impidiendo asi la unién de

estas fuerzas de la naturaleza.

La incompatibilidad que se produce entre estas dos grandes teorias es
muy relevante, pues es suma importancia tratar de explicar fenGmenos gravitacionales a
escalas muy pequefias, y este es una de las principales motivaciones para unificarlas.

Para esto se necesita encontrar una Modelo de Gravitacion Cuantica.

Sumémosle a esto, dos de los ultimos descubrimientos en cosmologia: a)
la expansion acelerada del universo y, b) la mayor cantidad de masa que las curvas de
rotacion de las galaxias predicen. Para ambos problemas se han dado soluciones, la
energia oscura (E.O.) y la materia oscura (M.O.). Pero en este punto cabe preguntarnos

¢queé son estas dos cosas”?.

Para ello se ha venido trabajando en nuestra facultad, principalmente por
el profesor Jorge Alfaro [4] [8], en un modelo de gravitacion que intenta ser una
modificacion, o un intento por completar ain mas la Teoria de Relatividad General y de
estar forma, intentar dar una aproximacién de que son estas dos cosas tan enigmaticas a

nuestro conocimiento.

Sin duda que para que esta aproximacion llegue a ser verdaderamente
compatible con la T.R.G. debe pasar por muchos obstaculos, siendo estos la gran
motivacion de esta presente tesis. En este sentido, trataremos de comprobar que el
presente modelo es una modificacion de la TGR con dos “fests” clasicos de la teoria de

Einstein, que son:



a) Ladeflexion de la luz al pasar por un cuerpo masivo, como el Sol.
b) La precesion del perihelio de Mercurio.

Estos experimentos han sido comprobados por la T.R.G. y han dado
resultados muy precisos con respecto al valor medido experimentalmente,
convirtiéndose en problemas clasicos dentro de la teoria, y que cualquier aproximacién o

modificacion de ella debe ser capaz de contenerlos.

Es asi como esta tesis pretende ser, un humilde paso mas en el avance de
este nuevo modelo, y por ende un pequefio paso para el avance cientifico, siendo una de
las tantas pruebas que debe soportar la teoria Delta Gravity.

Con estas comprobaciones y otras mas en estudios, este modelo se perfila como
una buena fuente de estudio y una posible explicacion a las preguntas que el propio
universo nos ha puesto en el camino, queda mucho por recorrer, asi que caminante, no

hay camino, se hace camino al andar. [12].
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Capitulo 2

Relatividad General

Para comenzar nuestro estudio debemos primero revisar un poco sobre la
Relatividad General de Einstein y reproduciremos los problemas a estudiar, es decir, la
precesion del Perihelio de Mercurio y la deflexion de la luz al pasar por un cuerpo

masivo, que en este caso es el sol.

2.1 Ecuacion de movimiento

Consideraremos el movimiento libre de una particula con masa o sin ella

(foton) en un campo gravitacional estatico e isotropico. Utilizando el Principio de
Equivalencia, este nos dice que existe un sistema de coordenadas ¢“ en caida libre tal

que su ecuacion de movimiento es el de una linea recta en el espacio-tiempo:

d%g%

drz

(2.1.1)
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Con dt como tiempo propio [1]:

dt? = —14pdo®doP (2.1.2)

Ahora suponemos que podemos usar cualquier tipo de sistema de

coordenadas, como por ejemplo las de un laboratorio x*, asi que el sistema de

coordenadas en caida libre ¢“ son funcion de x* y la ecuacion (2.1.1) queda:

00% d?xH 0%0% dxH dxV
oxH dr? dxHaxV dr dt 0 (21.3)
si multiplicamos (2.1.3) por 9x%/dc® y utilizamos:
9o axt 2
dxH 9o O (2.1.4)

que es el producto usual [2] , nuestra ecuacion de movimiento quedara:

dzx? dxH dxV
A== =0 (2.1.5)
dt? KV ar dr
donde F!fv es la conexion afin:
A 2
1 _ 0x* 0%0
=— 2.1.6
KV 90* gxHaxv (2.1.6)

El tiempo propio (2.1.2) también sufre una modificacion, pues debemos

expresarlo en funcién de las coordenadas arbitrarias x*, quedandonos:
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dt* = — g, dxtdx’ (2.1.7)

donde g, es el tensor métrico, definido por:

dc% 9gh

Iuwv = 50 5. Nap (2.1.8)

Para el caso de particulas sin masa la ecuacion (2.1.1) es la misma, solo
que existe un pequefio detalle, la variable independiente t no puede ser tomada como el
tiempo propio al igual que en (2.1.2) ya que dt? se hace cero. Para solucionar esto la

variable 7 la reemplazaremos por p = ¢°, entonces nuestras ecuaciones nos quedan:

d?c?%
a7 0 (2.1.9)
0 = do® doB 2
= _na[)’ d_pE ( 110)

Siguiendo con el mismo razonamiento de més arriba, podemos encontrar
las ecuaciones de movimiento en un campo gravitacional arbitrario con un sistema de

coordenadas arbitrarias para esta situacion:

d2x? 2 dxFdx¥
p? Iy EE =0 (2.1.11)
dx* dxV
0= — glwd_pﬁ (2.1.12)
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2.2 Ecuaciones generales de movimiento

Ahora para encontrar nuestro tensor métrico usaremos la solucién de

Schwarzschild [9] que resulta:

—B(r) 0 0 0
0 Ar) 0 0
9 = 0 0o 0
0 0 0 rsin® 6)
donde:
-1
a a
By =1-2 , A@)=[1-2 (2.2.1)
cona.
a=2MG (2.2.2)

Asi que el tiempo propio sera el siguiente:

dt? = B(r)dt? - A(r)dr? + r2d6? + r2sin?(0)de? (2.2.3)

Recordando la ecuacion (2.1.5) obtendremos las cuatro ecuaciones

independientes de movimiento para una particula:

_d?t B'(r) dt dr
T dr2 B(r) dt dt

025 288 - () -0 + 20 e

0 (2.2.4)
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d*6 . 2dedr 2
0= =t —Sm(B)cos(H)( ) (2.2.6)

d?e 2de dr do d(p

0= Tz + ;;d— t(@) (2.2.7)

Ahora que tenemos las ecuaciones comenzaremos a trabajar sobre ellas.
En primer lugar consideraremos que el movimiento se produce en un plano, ya que el
campo es isotropico, por ende cualquier orbita que siga una particula podra ser sobre el
plano ecuatorial, es decir fijamos:

6="= (2.2.8)

Al hacer esto satisfacemos la ecuacion para 6 de manera instantanea.
Ahora conseguiremos dos cantidades de movimiento. Para esto dividimos (2.2.4) por
dt/dt y (2.2.7) por d¢/dt obteniendo:

—|iIn—+ InB|[=0 (2.2.9)
el + 8| =

4|, 3¢ 2] —
=|m%E + mr?|=0 (2.2.10)

de (2.2.9) obtenemos la cantidad J (constante):

249 _
ri—=] (2.2.11)

que juega el rol del momentum angular por unidad de masa. La siguiente cantidad viene
dada por (2.2.10):

a1
dr  B(r)

(2.2.12)
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donde hemos fijado la constante que aparece a 1 pues si r — oo, B(r) se acercaa 1, la
coordenada t se convierte en la coordenada t [3]. Ahora insertaremos (2.2.11) y (2.2.12)

en (2.2.5), ademas usaremos (2.2.8) en esta misma ecuacion, con ellos obtendremos:

0= M(ﬂ)z_ I B (1)

drt? ZA(‘r‘) dt T3A(T) ZA(T')BZ(T) (2213)

esta Ultima ecuacién la usaremos para obtener nuestra ultima constante de movimiento,

para ello multiplicaremos (2.2.13) por 2A(r) dr/dt y la escribiremos como:

r2 B(1)

d ar\% = J? 1]
M[Aog(w) + ]_0 (2.2.14)
de esta forma obtenemos nuestra Ultima constante de movimiento, donde E es constante

ar\? | J? 1
A@NE)+——Bm_—E (2.2.15)

r2

si ocupamos (2.2.15) , (2.2.12) y (2.2.11) y € como un parametro libre podremos saber
cual es tiempo propio

dTZ — Edé‘z (2216)

entonces podemos definir qué valores puede tomar E si lo comparamos con (2.1.7) y
(2.1.12)
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E>0 para particulas con masa (2.2.17)

E=0 para particulas sin masa (2.2.18)

En los casos que estudiaremos mas adelante lo mas importante es como se
puede describir la orbita de algun objeto en relatividad general, para esto, necesitamos
tener la coordenada r en funcion de la coordenada ¢. Esta Orbita puede ser obtenida

directamente si ocupamos (2.2.11) y (2.2.15), de esta forma eliminando dt obtenemos:

A() (ﬂ)z g 1 E (2.2.19)

¢ \de 2 2By )2

si separamos dr y de e integramos obtendremos un resultado de ¢ en funciénder :

AV2(rydr
qu) = if ] 1 . 1\12 (2.2.20)
(756 7 7)
esta Ultima igualdad la usaremos en nuestros dos casos para resolver los problemas de la

deflexion de la luz por un cuerpo masivo, como el sol, y la precesién del perihelio de

Mercurio.
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2.3 Deflexion de la luz al pasar por un cuerpo

masivo

Consideraremos una particula que se acerca a un cuerpo masivo (en
nuestro caso serd el Sol) desde una gran distancia y ademas que viaje a una velocidad
constante V en linea recta, pues en infinito debemos volver a la métrica de Minkowski,
de esto se concluye que A(o) = B(e) =1 . Si vemos la Figura 2.3.1 podemos

obtener:
b = 7Sin(@ — ¢o) = 1( — Po) (2.3.1)

d dr
—V = = (cos(p — 9e)) = (2.3.2)

Figura 2.3.1 .- Deflexion de la luz al pasar por un cuerpo masivo (la deflexién

estd exagerada en la figura)

donde b es el parametro de impacto y ¢, es la direccion incidente.
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Si ocupamos (2.3.1) y (2.3.2) en las constantes de movimiento que
conseguimos anteriormente, vemos que estas las satisfacen en infinito y por ende

tenemos las constantes de movimiento:

] = bv? (2.3.3)

E=1-V2 (2.3.4)

En este punto cabe recalcar que en nuestro caso E = 0, ya que para
fotones — particulas sin masa — V = 1. Para resolver este problema lo mejor es
considerar J en términos de 7, que es la distancia méas proxima al Sol, en lugar de usar

el parametro b. Enr,, , dr/d¢ se hace cero, asi que utilizando (2.2.19) y (2.3.4) nos da:

_ 1 2 1/2
J=r, (B(TO) +V 1) (2.3.5)

De esta forma la érbita sera descrita por (2.2.20):

r AY2(r)dr
Q) — Qo = f () vE (2.3.6)
- L(B(To))_i]
152 \ B(r) r2
podemos escribirla de una manera mas reducida como:
‘ 2 /B(ry) 2 gy
v = | 412 1) ( 0 ) _ ar (2.3.7)
o) =90 = [ 4720 [(TO o) -1 3

r
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Ahora usaremos los valores de A(r) y B(r) expandidos

2MG

A =1+—
T

2MG

B()=1-"—+

En primer lugar reduciremos el término de la raiz cuadrada para poder
trabajar con €l de una forma méas conocida

(E) (52) - 1=(2) [1+ 2m6 (2-2)] -1

=(1)2_|_ 2MG (1)2 2Mer_ _ 4
1o r(r+rg) 1o 1o(r+719)

=) -1l - ]

entonces (2.3.7) nos queda:

O(r) — P = f ?I(:—O)Z - 1] [1 + MrG * ro(lyirro)]

(2.3.8)

Integrando resulta:
_ gin-1 (T M_G_/_T_oz_/ﬂ
P(r) = ¢ = sin (r) + 7o <2 1 (r) r+r0) (2.3.9)

En este punto definiremos el camino que recorre la particula. Podemos

expresar este camino en funcion del angulo ¢(r), asi que el cambio total en

20



@(r) como la disminucion de r desde el infinito hasta su minimo valor r, y nuevamente
el aumento de este hasta infinito sera expresado como 2|@(1y) — ¢.|. Si la trayectoria
fuera en una linea recta, esto equivaldria solo a ; asi que por lo cual la desviacion de la

Orbita de la linea recta sera:

Ap =2|p(ry) — @l — @ (2.3.10)

por lo tanto usando (2.3.9) y (2.3.10) obtenemos el &ngulo de deflexion a primer orden
en MG /ry :

_ 4MG
To

Ag (2.3.11)

Utilizando el Anexo 1 con los valores de las constantes podemos
encontrar que A es:

Ap = 1,753"

2.4 Precesion del Perihelio de Mercurio

El siguiente problema es otro clasico test de la Relatividad
General, la precesion del Perihelio de Mercurio. En este caso también ocuparemos la
ecuacion (2.2.20) pero antes definiremos el perihelio y el afelio (Figura 2.4.1), que son
los valores minimos (r_) y maximo (r,), respectivamente, que alcanza r. Ambos puntos

se van a cero en dr/d¢ asi que (2.2.19) queda:

1 1 E

42 J2B(ry) _]_2

(2.4.1)
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f

Figura 2.4.1.- Propiedades de una elipse

de (2.4.1) tenemos dos ecuaciones una parar_ y r, , de aqui podemos despejar E y J
en funcion del afelio y perihelio:

1,2 r_ 2
B(ry)  B(m) (24.2)
E=— 57
21
11
JE (r;) Bl(r—) (2.4.3)
2 r?

El angulo de barrido comienza desde la posicion de r— y comienza a incrementarse, asi
utilizando (2.2.20) tendremos que:

~ rAl/z 1 1 ETY2ar
o= o) = [0 ms-m -5 T @

-
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si utilizamos (2.4.2) y (2.4.3) obtendremos la siguiente integral:

@) — @(r-) =
_ fAl/Z(r) T_Z(B_l(r)—B_l(r_)) _T-+2(B—1(r)_B—1(T+)) ~ i 1/2£
= r+2r_2(B—1(7-+) - B‘l(r_)) 2 ")
(2.4.5)

Ahora ocuparemos los valores de A(r) y B(r) de la expansion de
Robertson[1]:

MG
T

2
A =1+y

2MG 208 - YI)M2G?

r r2

B(r)y=1-

esto lo hacemos ya que en (2.4.5) se cancela el término principal de B(r) pero no el de
A(r), asi que para calcular ¢(r) debemos ocupar a primer orden A(r) y a segundo orden
B(r).

2(2—B+y)M?G?
TZ

B(r) = 1+22 + (2.4.6)

En primer lugar trabajaremos con el término que contiene los B(r) y los B(ry), entonces

podemos hacer
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r2B7rM-BTN) i *BTTM-BTN(y) 1
T+21-2(B71(r4)-B~1(1) 12

c(Z-G-n) e

la escribimos de esta forma pues es algo mucho mas conocido que lo anterior y , como

veremos mas adelante, si hacemos otro cambio de variable la integral es simple de
resolver. Para poder determinar C lo que haremos seré hacer r — oo, de esta forma nos

quedara:

_n*1-B7'0)) — A - B7I(1)
R ACE ORI

utilizando los valores de la expansién de Robertson obtenemos:

1
€= 1 1
1+(2—ﬁ+mMGG;+E)
= Czl—Q—ﬁ+yMM&;+%> (2.4.8)

de esta forma usando el valor de A(r) de la expansién de Robertson, (2.4.8) en (2.4.5)

obtenemos:

pr)— o) =

[1+ 2 - /3+y)MG ” [1+ ]

=G5

1/2

(2.4.9)
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Si vemos (2.4.9) podemos hacer un cambio de variable que la vuelve mucho més simple
y facil de integrar, este es:

(i n i) n % (i _ i) sin w (2.4.10)

T+ r—
entonces si integramos (2.4.9) con esta nueva variable w obtenemos:

() — ¢(r) = [1 +%(2 — B +2y)MG (rl + %)] (w + E)

+
1 . 1 1
-5V (Z—[)COS‘U (2.4.11)

El cambio en ¢ como la disminucion de r desde r, a r_ es el mismo
cambio que ocurre en ¢ como crecimiento de r desde r_ a r,, asi que el cambio total en
por revolucion es 2|@(r,) — @(r_)|. Sin embargo esto podria ser igual a 27 si la 6rbita

fuese una elipse cerrada, asi que en general la precesién de la érbita por revolucion seré:

Ap =2|p(ry) — ()| — 2n (2.4.12)

Ahora podemos usar (2.4.11) y (2.4.12), entonces en el afelio w = /2y
por ende Ay es:

r— 3

Ap = (6mMG)~ (i + i) [Z'ﬁ—”y] (2.4.13)

25



Podemos arreglar un poco esta expresion utilizando algunas propiedades
de la elipse, como por ejemplo L que es el semilatus rectum [ver algun libro de mate]

1,1 1
L=- (— + —) (2.4.15)
2\r, 1

de aqui podemos determinar L en funcion de dos propiedades de la elipse, la

excentricidad e y el eje semieje mayor a, definidos como:

ry=(0+te)a

por lo tanto usando f = y = 1 [1] obtenemos una prediccion para la precesion de:
MG i -
Ap = 67‘[T radianes/revolucion (2.4.16)

Utilizando los valores del anexo 1 encontramos que A es:

Ap = 41.22" porsiglo
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Capitulo 3

Modelo Delta Gravity

Para resolver los problemas anteriores con Delta Gravity [4], primero
debemos presentar dicho modelo. Este capitulo se encargara de dar un esbozo general de
Delta Gravity, con su accion correspondiente, ecuaciones para g,, ¥ §uv; Y por Gltimo
las ecuaciones de movimiento que usaremos para dar solucion a los problemas. El
interés por estudiar este modelo es que en él podemos encontrar algunos indicios que
nos ayuden a solucionar algunos de los problemas de nuestro Universo “oscuro”

(materia y energia), y quien sabe que otros problemas se pueden solucionar.

3.1 El modelo

Una de las principales motivaciones por la cual aparece este modelo es la
busqueda de teorias de Gauge renormalizables y estudiar una forma diferente que tenga
como base la estructura algebraica construida con el método de cuantizacion Batalin-

Vilkovisky (BV). Para una introduccion més detallada se puede ver en [5][6].
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Otra idea fundamental en la cual se basa esta teoria es que se construye como un
modelo extendido que estd restringido a devolver en todo momento las ecuaciones

originales de algun modelo original.

El modelo sera aplicado a la Teoria de Relatividad General de Einstein y

lo que nos da lo llamamos modelo Delta Gravity.

3.2 Principio de Accion

Un principio integral es aquel que considera el movimiento completo del
sistema entre dos tiempos (t; Y t,); y tenga en cuenta pequefias variaciones virtuales de

tal movimiento completo con relacion al movimiento real.

Con respecto al “movimiento del sistema entre los tiempos t; Y t,”, (qué
es lo que se entiende por este? [7] La configuracion instantanea de un sistema esta
determinado por sus coordenadas generalizadas q, ...q,, a este espacio se le suele
llamar “espacio de configuracion”. Cuando el sistema varie con el tiempo, el punto que
lo representa describird, una “trayectoria del movimiento del sistema”. Asi “movimiento
del sistema”, se refiere al movimiento del punto definido a lo largo de esta trayectoria en
el sistema de configuracion. Con respecto al tiempo podemos decir, que este se puede
considerar como un parametro de la curva que representa sus variaciones, es decir, para

cada punto de la trayectoria se le asocia uno 0 mas valores del tiempo.

Para resumir podemos decir que, en la trayectoria del movimiento en el
espacio de configuracion, cada uno de sus puntos representa la configuracion del sistema

completo en un instante dado.

De esta forma el Principio integral de Hamilton para sistemas

conservativos [7]:
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El movimiento del sistema entre los tiempos t; y t, es tal que la integral:

i

I=det, (3.2.1)

ty

Donde L =T —V, es un extremal respecto de la trayectoria del movimiento, es decir,

queen 6q;(t;) =0 vy 8q;(t,) = 0 son extremos fijados.

En palabras mas simples, nos quiere decir que de todas las trayectorias
que uno se puede imaginar, que puede describir el punto representativo entre los tiempos

t; Y t,, describira aquella que maximiza o minimiza la integral (3.2.1).

Podemos generalizar este principio a campos fisicos ¢, en n-dimensiones,

asi el principio integral de Hamilton queda:

S[da] = f 2(Pa(x), 0 (X)) d"x o

donde & se llama densidad lagrangiana, R es el contorno del dominio de esta donde se

va a integrar, aqui §¢, = 0.

En el caso de la Teoria de la Relatividad General ocuparemos la accion de
Einstein-Hilbert:

Sg = dx =g (- R+ &) (3.2.3)

donde R es el escalar de curvatura, £, es un término de materiay x = 8nG/c*.
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3.3 Accion para Delta Gravity

Al igual que en el caso de la Relatividad General el modelo Delta Gravity
posee una accion propia, derivada de la primera. A continuacion les mostraremos cual

es. Comenzamos con nuestra densidad lagrangiana £ y su variacion con respecto a ¢:

58 = g—iw + 5(0,0) (3.3.1)

5(3 ¢)

definiremos §¢p = ¢ un campo auxiliar. Asi nuestra variacion quedara:

9,p (3.3.2)

_d’ + 6(6 ¢) a

En este punto podemos definir una nueva accion [8]:

S=[d%x[2 + 1= [d*% |2 + 1 (55 — 9| 555]) ?]

(3.3.3)
Esto lo podemos hacer ya que podemos hacer una nueva invariante tal que:
=g, + ¢

donde £ = x,68,, con K, por determinar. Ademas £, es la accion cléasica de la

Relatividad General.

Este procedimiento se puede realizar en general [6], y lo podemos ocupar
para cualquier Lagrangiano, y obtenemos resultados similares, aun cuando no haya

simetrias de Gauge.
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Sin embargo, en el resto de esta tesis solo ocuparemos la forma efectiva
de esta nueva accion [8] dada en (3.3.3), esta sera:

S=[d% [EO + K, (g—i) q.’?] (3.3.4)

Como £, es la accion clasica definimos nuestro campos como ¢ — g%#

y el campo auxiliar como 8¢ — ¢ — G . Considerando estas cosas tenemos que la

accion para Delta Gravity es:

Spe = fddx\/—_g [(—%R + Qm) + K, {(RW — %gwR) + KTuv}guv]

(3.3.5)
donde hemos considerador que [1][3]:
- A
ORyy = (%a)w — (o1, " (3.3.6)
1 w 4 98m _ 1oy
 mg" F g = 5T (33.7)

3.4 Ecuaciones para g,, Y Juv

Ahora estudiaremos las ecuaciones para g*v y g*’. Para g*v
encontraremos las famosas ecuaciones de Einstein. Asi que variamos la accion de
Relatividad General (3.2.3) obteniendo:

58S = [ dx [6\/—_9 (-=rR+ sm) + \/—_g(—icSR + 6>3m)] (3.4.1)
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Veremos cada variacion [1]:

85\=g = /~99" 69y (3.4.2)

SR = 6(g"Ry,) = —9°" 9" 89spRyy + 9"V R, (3.4.3)

donde hemos ocupados que §g*V = —g?#g*"P6g,,. De esta forma usando (3.4.2),

(3.4.3), y (3.3.6) obtendremos:

gt RHY 1 6L,
= Ax/—g|-=—R + —+ (= v 4
05 fd X gl 4i 2K ZBmg 6Guv 09w

—fddx%,/—gg‘“’ [(5174/}1);1, G ;,1] (3.4.3)

El Gltimo término los podemos eliminar debido a que:

1
- [ dtx o y=ggm [(or2), - (014, ] =
1
B f dx o |(J=99"'553) , — (J=99*14) |

Donde hemos usado que (V")., = %(J—gvv)v y cuando integramos en todo el

espacio esta desaparece [1]. Asi que finalmente usando (3.3.7) en (3.4.3) obtenemos:

uv uv
58; = [d%x /=g |-2-R + - +3T|5g,, (3.4.4)
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De esta forma la ecuacion para g*V , que es la ecuacion de Einstein nos queda:

RHY — gzﬂR + KTH = (3.4.5)

Ahora veremos la ecuacion para g*¥ donde, esta vez, tomaremos la
ecuacion (3.3.5) que es la accion Delta Gravity. Si nos damos cuenta vemos que el
primer término de esa accion son las ecuaciones de Einstein, asi que ella se hace cero,

con ello solo tomaremos en cuenta la segunda parte:

1 1
85Spe = Ky f d%x./—g [(SRW — ESgWR — ng(SR) + K(ST#V] g

(3.4.6)
haciendo las variaciones correspondientes obtenemos:
d p p 1 1 ap
6Spe =Ky | d%x\/—g [(6Fup)_v — 6F v) — —R6gm, —ngRaﬁ&g
1
+ 599785, — 9778Ty,) ]g’“’
27K pa pe (3.4.7)

Arreglando un poco la expresion (ocupando la propiedad usada en (3.3.4)) podemos

obtener la siguiente expresion:
1
8Spe = Kzfddx,/ [ (6T, ) Vo g™ + (8T5, )V, g* —ERagng
1 1
=5 9w Rapb9™ — 59y (9°7 8Tge — 977 8T5) Vo g‘”]

(3.4.8)
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. . . 1
Ocuparemos las siguientes propiedades [10] 0‘,’[; = Egau(gay,g + 9pua — gaﬁlu) y
Iy, = (logy/— ) ademas usaremos §g*’ = —g* g g,,; con todo esto podemos

dejar (3.4.8) como:

8Spe = K f dd —J/=9(6T0 )V, g — /=9(9,ng “bsTE V. gH — (8T5,)V,3*)
1 1
+ \/ g/wga 6Fp guv - E\/ -9 (nga _E.g,uvguvRya> 59)/0}

(3.4.9)

El primer término se convierte en:

]ddx./ g(6T )V, gH = —Jddx(,/—gvvg“")’u(6(log1/—g)) (3.4.10)
El tercer término se puede escribir como:

1 1
]ddxzv _gguvgadsr;favogﬂv = _Ef ddx(\/ _ggaﬂguvvaglﬂ/)'a(é‘(logv _g))

(3.4.11)

El cuarto término no le haremos nada, asi que nos fijaremos en el segundo término, en
este haremos los cambios p - o ,u = B ,v = a para la segunda parte de este término y
obtendremos:

f d%x%\[=g8T5,(9w g V:G"" — V5 5°°) (34.12)

Al término entre paréntesis lo llamaremos Ké"ﬁ, de esta forma usando su simetricidad y

que:
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Manipulando la dltima expresion (3.4.12) podemos obtener:

1
_ J dy /__gz(Kaﬁy + KYBa — K“Vﬁ);ﬁ 89ay (3.4.14)
con

%(Kaﬁy + KYPe — KVF) =g (3.4.15)
0
Asi solo nos queda usar [3]:

Jacbg’t = _5gaag(m;5(gﬁu = _gﬁaé‘gaagﬂﬂ (3.4.16)

1 1 1
8(logy=g) = =3 9up89"* =3 9,p9"" 89y 9°" =5 89y59% (3.4.17)
Usando todo esto en (3.4.9) nos queda finalmente:

1 1

11 ) 11 3
+ Z\/?gg"y(\/ =999 Vs3"") , =59 Ve (V-9%d")
— K —(g" gﬂ”} 8gys =0
yo
(3.4.18)
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De aqui se deduce que la ecuacion de movimiento es:

oy 1 ~yo 1 ~UV DOy 11 oy aoc ~Uv
S +§(Rg — > 9wg"R )+Zﬁg (V=99 9uwVs5"")
11 8T,y

— o _ Suv) SHV —
59 \/_—g(\/ 9vvg"") , el

(3.4.19)

3.5 Ecuaciones de movimiento para particulas

En todo modelo una de las cosas mas importante son las ecuaciones de
movimiento, ya que estas son la esencia de la descripcion de toda la fisica que nos puede
entregar el modelo. En este modelo no esta exento de ellas, por supuesto, y las

obtendremos en las siguientes lineas.

Cabe destacar que en este modelo ocuparemos otra accién, con la
finalidad de incluir particulas con y sin masa [4]. Pero antes, discutiremos un poco este

proceso.

La accion de una particula en un campo gravitatorio es (3.5.1) y su

variacion con respecto a x* nos da la ecuacion de la geodeésica:

2—1Kf dy\/—gR —m [ dt /—gwk“icv (3.5.1)

En cambio en el modelo Delta Gravity tenemos un nuevo término:

1 L .
ﬂf d%y./—gR — mf dt ’—g”vx“x" + K, f d*y\—9(Gu + xT,)d"" (35.2)
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con:

,uv(y) \/—f dt ﬁS(y - x)

—gaﬁx X

esta Gltima segun la definicidn de [1]. De aqui obtenemos la accion para una particula en

un campo gravitatorio [4], esta es:

xhyv

S, = mf dt ———— (g“" + 1, ") = mf dt— (3.5.3)

—gagx“xﬁ | Gapreit

Donde k', = K,k sin dimensiones. Sin embargo, en este modelo, con la
idea de incluir las particulas sin masas, ocuparemos la siguiente accion:

1 8, X% 1 (3.5.4)
| dtz{”’"zm ~ e

con:

K=g xtiV
uv

notar que si obtenemos la ecuacion para v, y la reemplazamos se reduce a (3.5.3). Una
cosa importante de esta nueva accion es que es invariante bajo reparametrizacion [4].

Usamos la libertad de Gauge y fijamos v = 1. Ocupando la ecuacion para v, obtenemos:

m2—5 — 4 p2K =0 (3.5.5)

JuvXHxV
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m2

— -2
= W—U , (K?‘:O)
oo BT

Para particulas con masa elegimos mdt = dr Y asi el lagrangiano se convierte en:

1(8,,x"x"
L = dt-{————¢ xH*xV

con:

GuXHxV = -1 (3.5.7)

En cambio, para particulas sin masa el lagrangiano es:
1 v

Ly = —fdtz{gwx x } (3.5.8)
con:

K =g,,%%" =0 (3.5.9)

Ahora veamos las ecuaciones de movimiento. Si variamos (3.5.6) con

respecto a x* obtendremos la ecuacion de movimiento para particulas con masa:

d(x#qu %P gap + 2xFy ) 1
uv Jap ol . B . _
dt B Ex#xvguvxﬁxygﬁy.a - xuxvguv,a =0

(3.5.10)
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Podemos reagrupar la ecuacion (3.5.7) y dejarla de una manera mas

simple, que es la siguiente:

M, 5" + 6,5, % %F + Nygayx*3Piti* = 0 (3.5.11)
donde:
1 o p
My = 8+ 5 (980 + 958y T GrBg,) % (35.12)
1 1
Nopguaw = 2 (guv,lgaﬁ + guvgaﬁ';l - Egaﬁ,vgu,l) (3.5.13)
1
Gopy =5 (8406 + 8500 — Susr) (3.5.14)

Con este mismo espiritu buscaremos la ecuacion de movimiento para las
particulas sin masa, para ello debemos variar la ecuacion (3.5.6) con respecto a x* y
obtendremos:
d?x#
dr? By

+6,,,%"%° =0 (3.5.15)

Como vemos esta Ultima ecuacion (3.5.10) es similar a la geodésica que
se obtiene en la Teoria de Relatividad de Einstein. Sin embargo, la ecuacion de

movimiento para particulas con masa (3.5.9) no es una geodésica.

Algo muy importante de destacar es que si nos fijamos en (3.5.5) con el
Gauge fijado podemos obtener directamente las condiciones para K que se han usado en

ambos lagrangiano.
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Capitulo 4

Test de Delta Gravity

En el presente capitulo desarrollaremos los problemas de Relatividad
General pero con el modelo Delta Gravity, la idea de hacer esto es encontrar algln tipo
de cotas para las constantes b y «, para el modelo. En primer lugar comenzaremos
estudiando la deflexién de la luz al pasar por un cuerpo masivo, no sin antes presentar el

tensor métrico auxiliar g, .

4.1 Métrica g,

Debemos hallar los valores de la métrica de g,,, que la plantearemos

como:
—c(r) 0 0 0
~ 0 D(r) 0 0
9y = 0 0 E@r 0
0 0 0 E(r)rzsin2 C))

40



Asi utilizando la ecuacion de movimiento para §,, (3.4.19) vemos que
solo hay tres que son linealmente independientes [11], estas son para las coordenadas t,

r,y las de ¢ y 0 se repiten convirtiéndose en una sola.

Para resolver estas ecuaciones consideraremos que estamos fuera
de la fuente y que tenemos rho constante. También podemos considerar E(r) = 1 para

pode recuperar la simetria esférica cuando queramos recuperar la asintoticidad de

Minkowski en r — oo.

Para resolver estas ecuaciones utilizamos Maxima [archivo maxima] y sus

resultados se muestran a continuacion:

(-9

Donde b es una constante a determinar (en esta tesis la acotaremos). De

esta forma la metrica g, nos quedara:

a ab 0
(_(1 ——+) 1 ab 0 0 \‘
i r T a- Z 0 0 4.1.1
I = 0 1_F T(l—%) r2 0 | ( )
0 0 0 712%sin%(6)
0 0
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4.2 Deflexion de la luz al pasar por un cuerpo

masivo con modelo Delta Gravity.

Para resolver este problema seguiremos la misma idea del Capitulo 2 para
la Deflexion de la luz al pasar por un cuerpo masivo (Cap. 2.3). Pero primero
buscaremos las cuatro ecuaciones de movimiento para una particula sin masa, que se

deducen de (3.5.10), para cada coordenada. Estas son:

_d%t (k'2C(r) y+B(r) ) dt dr

dr? B(r)+k',C(r) drdr (4.2.1)
_dir | 1( ) +B(),) (g)z 1 (i 2D(M) r+AM) 1) (g)z
T dr? 2 (A(M+k',D(r)) \dt 2 (A(r)+k',D(r)) \drt
r(k'5+1) (ﬁ)z _ rsin?(0)(i'z+1) (d_<p)2 (422)
A(r)+k',D(1) A(M)+k',D(r) \drt o

d%e 2de dr

2
0= procie Bl —sm(@)cos(@)( ) (4.2.3)

ae d<p

d’¢ | 2dedr cot(8) = (4.2.9)

0=
dr? r dr dt

Como vemos estas ecuaciones se parecen mucho a (2.2.4), (2.2.5),
(2.2.6) y (2.2.7) y si consideramos b — 0 estas ((4.2.1), (4.2.2), (4.2.3) y (4.2.4))

vuelven a las anteriores, por ende el modelo funciona.

En este punto cabe destacar varias cosas, a lo largo de esta tesis
siempre iremos verificando que cuando b — 0 nos devuelvo los términos clésico, ya que
es una de las caracteristicas importantes de este modelo. Otra acotacion que

consideraremos es que de aqui en adelante, los términos A(r), B(r), C(r) y D(r) los
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consideraremos como A, B, C y D. También definiremos, por comodidad y en

consideracién que las ecuaciones se entiendan, las derivadas sobre estas variables como:

dv(r)
ar
Donde V(r) y V se refieren a las variables A, B, C y D. De esta

forma estamos listos para proceder con la resolucién del problema (Cap. 4.2).

Al igual que en la teoria clasica consideraremos que el
movimiento se realizara en un plano, con ello 6 =§ y asi las ecuaciones se reducen a

tres:

d?t (k'2C+B;) dt dr
0= rTor)2m 2 4.2.5
dr?2 T B+k',C dtdr ( )

0= d2r + 1(x'5Cr+B,r) (ﬂ)z 1(K'2Dr+Ar) (ﬂ)z (i 5+1) (d_(p
dt? 2 (A+k',D) \drt 2 (A+k',D) \dr A+x',D \drt

)2 (4.2.6)

2
0=%% 4 2dedr (4.2.7)

dr? rdr dt

En esta formulacion también podemos encontrar constantes de
movimiento. Si nos damos cuenta de (4.2.7) obtenemos la misma constante de

movimiento que para el caso clasico, es decir:

249 _
re— =] (4.2.8)

Ahora usaremos (4.2.5) para encontrar la otra constante de
movimiento. Si dividimos (4.2.5) por dt/dt podemos obtener:
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ot /
0 =3.c_+ (K 2Cr +B,r) oy
xt (B+«',0)

d
> 0= E(ln(a’ct) + In(B + k',C))

Asi que obtenemos nuestra constante de movimiento como:
C'=x*(B+k',0)

Para determinar C’ consideramos r - o« y b — 0, estos ya que en ambos
extremos debe comportarse clasicamente. De esta forma obtenemos que nuestra

constante es:
C’ = (KIZ + 1)

K"2+1 _ dt
B+k/,C  dr

(4.2.9)

Ahora que tenemos estas dos ecuaciones de movimiento (4.2.8) y (4.2.9)
las podemos reemplazar en (4.2.6) y obtener una ecuacion de ¢ en funcién de r, al igual

que se hizo en Cap. 2.3; de esta forma nos queda:

0oz +1(K'Zc_r +B,) (k2 +1)* 1(x',D, +4A,) Y — (k2 +1)J*
2 (A + K’2D) (B + K'ZC)Z 2 (A + KlzD) A+ K’zD 7"3
(4.2.10)

Ahora si multiplicamos (4.2.10) por 2(A + k',D)x" y reagrupamos los

términos obtenemos una nueva constante de movimiento al igual que en (2.2.15):

_d ' 2, K2t D, (K + 1)
0= E{(A +x',D)(x")° + 2 (B + K’ZC)}
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(x'2+1)

! 2
= _Q — (A + K'ZD)(J'Cr)Z + rz ]2 (K 2 + 1) (4211)

(B +x',0)

Con Q nuestra nueva constante. Con b — 0 recobramos la ecuacion
(2.2.15), pero ahora Q =1/(x', + 1) . También debemos usar (3.5.9) para ver los

valores de Q; en el caso de particulas sin masa, que es nuestro caso Q = 0.

De esta forma podemos obtener ¢ en funcion de r como:

(A+K',D)Y%dr
fdw = if , » , 172 (4.2.12)
r2 (k2 +1)* (k'3 +1)
2(B + /50) 72

Si consideramos la Figura 2.3.1 y usamos r, es la distancia mas proxima

al Sol, por lo mismos motivos que en Cap. 2.3, asi obtenemos J en funcion de ry.

1t + 1)

==
(Bo + K'3Cp)

Donde B, y C, son B(ry)y C(ry). Podemos verificar que si b — 0 nos
devuelve el valor clésico, solo que tomamos el resguardo de hacer E = 0. Siguiendo el

procedimiento donde reemplazamos J? obtenemos:

o)

(A + KlzD)l/Zdr
Q) — P = f

ror [(K’z +1) ((:—0)2% - 1)]1/2

(4.2.13)

Al igual que antes ocuparemos los valores para A(r), B(r) y C(r):

2MG
Ay =1+—
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2MG
r

B(r)y=1-

c 1 a+ab
(r) = i

De esta forma si consideramos que bx',/(k', + 1) el argumento de la raiz queda de la

siguiente forma:

(r)z By + k',Cy 1 (r)z A= 2me (4 bx', T
1o/ \ B+1',C [\ K'y+1)r(r +15)

(4.2.14)

Ahora veamos A + k', D usando las aproximaciones este nos queda:
A D = (k! ol1 2MG L bk',
treD =0+ DI+ =17 (4.2.15)

Asi la ecuacion (4.2.13) nos queda:

To

L Mar () b (4.2.16)
ro(r +19) Ko,+1

O(r) = ¢ = 2 1/2 r Ky +1
Lo

Sien (4.2.16) b — 0 nos devuelve la ecuacion clasica, con lo que sigue estando correcto

el modelo. Ahora solo queda integra (4.2.16):
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(T " bx', 192 — 12 1
P(r) — 9o = sin (7)+MG P Torm

K,

Kz + 1) (rm/rz — 152

+ MG (1 - + (4.2.17)

Si reordenamos esta Ultima expresion podemos obtener:

. _1(To MG bx', 7o\ 2 r—"r,
— Qo = 2 1- 2— [1-(2) -
o) —¢ sin (r) + T Ky + 1 (r) r+7,

(4.2.18)

En este punto ocupamos el mismo argumento que en el capitulo 2.3 para

obtener (2.3.10) ya que la particula describira el mismo movimiento. Entonces tenemos:

Ap =2|p(r) — @ | — (4.2.19)

Asi obtenemos:

po =g |, 2MG (| bK
$oc =213 To K'y+1 &
\ MG (- bK'
= = —
®Ppe To W, 1 (4.2.20)

De esta Gltima ecuacién (4.2.20) vemos que si b —» 0 volvemos a la
ecuacion (2.3.11) con ello recuperamos la ecuacion clasica para este problema. Como
podemos apreciar este modelo es consistente en todo momento y en este punto podemos
ocupar (4.2.20) para poder acotar b. Considerando todos los valores de las constantes

[ver anexo] obtenemos un valor para Agppg:
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bk'
A@ps = 1.753" <1 - +21> (4.2.21)
2

Consideraremos como valor experimental Apy = 1.761" + 0.016" [13]
de esta forma podemos pensar que |1.753" bk',/(k’, + 1)| no puede superar la
incerteza, pues si lo hace le esta restando o aumentando al valor teorico, asi que usamos

esto para acotar las constantes:

., bx',
= |1.753" —2—
K

< 0.016"
2, +1

Con ello obtenemos que:
|bk',| < 0.009127

Asi la cota representa 0.5206 % del valor tedrico

4.3 Precesion del perihelio de Mercurio con el

modelo Delta Gravity.

En el caso de este problema si vemos la ecuacion de movimiento para
particulas con masa, vemos — y como dijimos anteriormente — que no es una geodésica,
por ende no obtendremos tan facil las ecuaciones de movimiento como en el caso
anterior. Sin embargo, podemos manipular la expresion (3.5.11) para dejarla en algo mas
facil de trabajar, ya que si hacemos un pequefio analisis, nos damos cuenta que lo que
acompana a ¥* no es diagonal (M, ), asi que trabajaremos en esta ecuacion para que nos

quede diagonal.

En primer lugar si tomamos el término (3.5.12) lo podemos manipular y

dejar como:
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1 0Bl 1 o)
z(gﬁvﬁw*‘gamﬁ#)x xP it + (gﬂv 2 Gt % )x (4.3.1)

De esta misma forma podemos tomar el término (3.5.13) y dejarlo como:

T, %% %Py . xHx? +lg g . x%xPxHxt
9 apv I 2 JHVIap,2 (4.3.2)

donde hemos tomado el primer término de (3.5.13) y usado que es simétrico, sumandole
el ultimo término de (3.5.13) nos da la primera expresion de (4.3.2). Asi que nuestra
nueva ecuacion para particulas es:

1 caop) o P | o o
(gl“’ + Eglwgaﬁxaxﬁ) 2+ @‘aﬁvx“xﬁ + Eraﬁvxaxﬁgw‘lxuxl

+ 1g g x%xPiH +1g g x“xﬁje#+lg g o x%%Pirxt =0
2 Bv3apu 2 JaVIBu 2 JHVSap,A

(4.3.3)

Los tres Gltimos términos los podemos resumir en:

%g’”x”%(gaﬁmﬁ)

donde también hemos usado la propiedad simétrica de los indices. De esta forma si

llamamos K = gaﬁfc“a'cﬁ (es lo mismo que en (3.5.4), la diferencia es que en este ultimo

mas adelante ya habremos usado que 8 = m/2) nuestra ecuacién para particulas con

masa nos queda:
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1 2y, e 11 d
(ﬁw +§9uv1<) P+ Gpp, k%P + Eraﬁvx“xﬁK +§gwxﬂa(1<) =0

(4.3.4)

Con esta Ultima expresion podemos también encontrar constantes de
movimiento al igual que la teoria clasica. Para ello veremos las ecuaciones para las

coordenadas ty ¢. En primer lugar veremos para t:

1 1 _ 1 _
(900 +5 gOOK) X0 + @ypoxFf + Eraﬁox“xﬁl( +3 Gy X’K, =0 (435)

Ocupando los valores para 6,4, y I, 5o podemos obtener

1 _ 1 — 1 _
—((B+K'2c> +§BK>5c'° _ ((B,,H'Zc,r) ' EB_TK> #40 ~ 281K, =0 (439

Ahora dividimos por x°, nos queda:

. T
50 2

.0

((B, +x',C,)+ B K) i+ %BI_(,T

_|_

=

((B +1',C) + %BK’)

De esta ultima ecuacion la podemos escribir como:

d _ , 1 _ 3
E{ln (xo ((B + K',C) +EBK>>} =0

Asi que de esta Ultima expresion obtenemos nuestra constante de movimiento:
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dt c
dr

— 4.3.7
(B+K'2C)+%BK ( )

Para poder obtener C consideraremos el extremo r — oo, obtenemos que:

K+ 1

C =
2

Entonces ahora buscamos la otra constante de movimiento, para la

coordenada ¢, para ello buscamos la ecuacion de movimiento:

1 1 1
(g33 +s 9331()553 + Bupud i + iR +5g,, K, =0 (438)

Si ocupamos lo valores de ®.p; y Ip3 y reagrupando los términos

obtenemos la ecuacion:

1 1 _ 1 —
(r2(1 + k') + Er2K> i3+ <2r(1 +«',)+ Eer) x1x3 + zrzjcaK’T =0
(4.3.9)

Si dividimos por x3 y reagrupamos la ecuacion (4.3.8) al igual que se

hizo con la constante de movimiento anterior, obtenemos que:

%{ln (563 (rz(ic'z +1) + %rzl?))} =0

Asi podemos obtener la ecuacion de movimiento, que sera:
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1 . _
(rz(K'z +1) + ErZK)— =D

Esta constante la definiremos como:
— K, +1
5o K2t D

> (4.3.10)

Si hacemos b — 0 recuperamos la ecuacion cléasica para el momento
angular por unidad de masa (2.2.11). Ademas definiremos como B = (B + k',C) y

Z = (A + KlzD).

Es necesario ahora encontrar K, para ello usaremos una relacion de
auto consistencia. Usaremos (4.3.7) y (4.3.10) en (3.5.7) y también los valores de A, B,
By 4, de esta forma obtendremos en funcion de K y r, asi de es esta forma usando la

definicion de K podemos encontrarla en funcion de r (documento WxMaxima). La

solucion de esta esta hecha con k', a primer orden:

K = [(—abkr? + 2a?bkr — a3bk)]? + kr> — (3a — ab)kr* + 3a%kr3 — (a®b
+ a®)kr?]
/ [(2abkr? — 4a?bkr + 2a3bk)J? + (—12k — 1)r° + ((36a
— 4ab)k + 3a)r* + ((4a?b — 36a*)k — 3a®)r3 + (12a3k

tadri -1 (4.3.11)

Ahora que ya hemos conseguido el valor para K podemos seguir con

nuestro célculo, para ello buscaremos ¢ en funcion de r:

x®
xt

de donde conseguimos que:
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_1/2

do A
dr , K B _ 1 _ 4
T2 ((K2+1)+7> BR\Z , 2 J2(; + 1)2
]2(B+T) T'Z((K2+1)+7>
(4.3.12)
Para acortar los célculos y que se logren entender definiremos dos variables:
N=pF+2X (4.3.13)
2
— (] K

Seguiremos la misma dindmica que en el problema clasico (Cap. 2.4), ya

que nos resultard mucho mas directo ver que en cada proceso nos devuelve las

ecuaciones clasicas. Entonces en (4.3.12) fijamos r, y r— que son el afelio de la

rbita. En el perihelio y el afelio la derivada de r con respecto a ¢ se anula ya que son

los puntos méximos y minimos respectivamente, de esta forma podremos definir dos de

las constantes que aparecen en (4.3.12), estas son:

B, B_

P N,> N_*

1 1
r+2M+2 r_2M_*
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Asi lo que debemos integrar seré:

qu;:f( - R

r2({(k, + 1)+ 7)

_1/2
A
* 2 BN_? 2 BN,?
r_2M_ N+2(N—;—B_)—r+2M+ N_2< e —B+> )
r2M_*r,2M,*(N_?B, — N,?B_) - rZM?
(4.3.17)
El argumento de la raiz lo podemos manipular y dejar como:
r2M_*N 2<—BN‘2—B )—r 2y, 2y 2 (BN g
— M_ Ny N2 - + My IN- N2 + 1 1 1/ 1
e (D0
r2M_*r,2M,*(N_*B, — N,?B_) r2M? . r/\r n
(4.3.18)

Para encontrar ¢’ hace r — oo, de esta forma C’ es:

T+2< 4 _B+>_r_2< 4 _B_)
2 ’ 2 2 2 ! 2 2
M_ (Ko +1) N, M, (K2+1) N- / (4.3.18)

=C
vy (Be _ B
+ - N+2 N_Z

Usaremos K a segundo orden en r:

11x', + 1 abk 3a’bk
10K’2 +1 T(ZZK'Z + 1) (34K’2 + 1)7'2 (4319)

K(r)=-—
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Entonces ahora podemos encontrar N=2y M~2;

N2 1 - 2a . bx', N a? 3 bx',
= H? r 2H22Kk, + 1)) T 2\° T H110K, + 1)

S abk', 3a%bk’,
M2 ~_—(1+ +
2\ " Z2Hr(22¢, +1)  r2H(78K'3 + 1)
Donde H = 11x’, + 1/2(10k", + 1).

Utilizando todo esto podemos obtener ¢’ como:

CI

B l

1 a ( 1 1) abk’, (l(r_ +r) + ar+r_>

i) Va0 \at v ) + Inr

2a®bk’, < I(r3—13) + a@?-1r2 )l

* H(78k'y, + D\a(r2 —r )y + (. —r)r%r.2
(4.3.20)

Consideraremos solo los dos primero términos de (4.3.20) ya que
consideraremos en el denominador r a primer orden. Ahora que tenemos esto podemos

concentrarnos en la integral (4.3.17) y utilizando K encontramos que:
Z
dr (1+7)

C’l/ZH 2
CE-DE-) (@321)

() - o) =

donde z = a/2+ (abk',)/(2H(22k', + 1)). Si nos fijamos en (4.3.21) podemos

resolver esta integral de la misma forma que en (2.4.10). Asi obtenemos:
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0(0) - p(r) = (1 +%(1 + %) (F+ z)) (0+3) - ;(i - 1) cos(9) (4.3.22)

Ty Ty 1

De la misma forma que en el problema clésico para la precesion del

perihelio de Mercurio aqui el cambio de angulo vendra dado por:

Ap =2|p(ry) — @) — 2

donde r, significa que esté en el afelio y por ende 8 = /2 asi que nos quedara:

A _3an(1+1> 1+ bk',
L R H(22k, + 1)

Finalmente obtenemos que:

oy BMGT [ 2bK,
L) 33k, + 1)

Donde hemos ocupado la definicion de semi-latus rectum (2.4.15). Como
vemos si hacemos b — 0 volvemos al resultado clasico (2.4.16).

El segundo término es el que nos ayudarad a acotar bk',. Para acotar estas
constantes usaremos el valor observado de 43.11"" + 0.45" [14] [1], al igual que en el

caso de la deflexion de luz obtendremos:

Ap = 43.042" (1 + 2bic,
=2 (33K, + 1)
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k',

43.042" ———2
(33K, + 1)

< 0.45"

La cota no puede superar la incerteza, por ende la acotamos de la siguiente
forma:

|bk',| < 0.00523

y representa un 0.012% del valor tedrico.

Como comentario sobre este resultado y el de la deflexion de la luz usando el
modelo Delta Gravity, podemos intuir que esta cota podria ser interpretada como una
masa extra que ve el cuerpo masivo, en este caso el Sol, o sea, podemos interpretar que
esta masa adicional que ve el cuerpo masivo podria ser materia oscura, es una de las

interpretaciones que podemos intuir de estos resultados.

Lo maés interesante es que ambos casos el orden de las cotas son consistentes
una con otra, lo que realmente a mi parecer es un buen resultado y muy interesante a

seguir un estudio mayor.
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Capitulo 5

Conclusiones

Primero que todo debo decir que podemos sentirnos bastante conforme
con los resultados obtenidos en general, ya que pudimos verificar claramente que el
modelo Delta Gravity nos devuelve en cada momento las ecuaciones clésicas de la
Relatividad General, este principio es la piedra angular del modelo y por ende muy

importante su verificacion, situacion que esta claramente demostrada.

Con respecto a los resultados de los dos test podemos decir en primer lugar
que las cotas obtenidas |bk’,| < 0.00523 y |bk’,| < 0.009127 son del mismo orden

de magnitud y consistentes entre si, asi que los consideramos como buenos resultados.

En segun lugar, tratando de darle una interpretacion a estas cotas y sobre
todo a las constantes bk’, , podemos intuir personalmente que pudiese representar algin
tipo de materia extra que el cuerpo siente, y de esta forma interpretarlo, posiblemente ,

como materia oscura.

Para finalizar, quiero expresar mi satisfaccion con los resultados

obtenidos y dejar el tema abierto a cualquier posible interpretacion de estos.
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Anexo 1

Masa solar:
Radio solar:

Constante gravitacional:

Excentricidad de Mercurio:

Semieje Mayor Mercurio:

Mg = 1.9891 - 10°% kg

ro = 6.96 - 10° km

3
G = 6.693- 1071 —
kgs?

e = 0.20563

a= 579 -10°m
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