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1 Conceptos Basicos de Teoria de Cuerdas

Como punto de partida para esta revisiéon, miraremos la teoria para una particula
con objeto de tener un punto de comparacién para cuando introduzcamos la
cuerda.

La teoria con la que partimos consiste de una particula puntual de masa
m que se mueve en un background de campo métrico g,, en D dimensiones.
Podemos describir la cinematica de este punto material libre usando una accién
que sea simplemente la longitud de su linea-mundo por su masa

S:—m/ds (1)

donde el intervalo ds? = —g,,, (z)dz"dz”. Si Parametrizamos el movimiento de
la particula como x*(7) podemos reescribir la accién en la forma

S = _m/dr\/_Tﬂ (2)

. I v . ., . .
donde 2 = gw(x)dd%dd%. La correspondiente ecuaciéon de movimiento para

esta accion es
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La accién es invariante bajo reparametrizacién 7 — 7/(7).

S = *m/dT/\/ —i'2 = *m/dT/%\/ —i2 =9 (4)
T
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=mgt’ =0 (3)




donde

o dxtdr, Or Or
~dr! dr’ Ot ot

Sin embargo, esta expresion no se aplica para particulas sin masa, por lo que

no podemos describir particulas como el fotén. Para sobreponerse a lo anterior

podemos introducir una coordenada auxiliar e(r) y expresar la accién de la

siguiente forma

i, (5)

S=- ;/d’]’( i — em?) (6)

Calculando la ecuacién de movimiento con respecto a la variable e(7) se obtiene
2+ 2m? =0 (7)

52 . . . .,

donde vemos que e = 1/ —-<5 v si sustituimos esta expresién en (6) recuperamos
m

la accién de la ec.(2).

Notemos que en la accién (6) la métrica asociada es go, = g-» = €2, por lo
que podemos reescribir

S = —%/dT e(t)[e (1) — m?]

1
—i/dﬂ/det grr (97" E, —m?) (8)

Podemos ver que cada parte de esta tltima accién es invariante bajo reparametrizaciéon
7 — 7'(7). Por una parte

e oror
A
i, = %%:N% 9)
Por lo tanto
g, = g i, (10)

Por otro lado tenemos que la variacién de una medida es d"e = J~'d"e,
donde J = det 85,5 es el jacobiano. En nuestro caso, en particular, dr’ = J~tdr.
Ademés

/det g/T’T —

det gTT = J\/det g°7 (11)

Por lo tanto

dr'\/det g™ = dr+\/det 7" (12)

Luego la acciéon para una particula sin masa que se mueve en una linea-
mundo es

S = _% /dr\/W(g”BTx“aﬁm) (13)



Si generalizamos desde el punto (n = 0) a un objeto de dimensién arbitraria
n, obtenemos la siguiente accién

T
S = -5 /d”“a\/det hap hP(0) g0 (X )00 X105 X" (14)
donde 0 = 7 es la coordenada temporal y o (i = 1,2,...,n) describen el ob-

jeto n-dimensional. La matriz h,g describe la geometria de la variedad (n+ 1)-
dimensional y g, la geometria del espacio-tiempo D-dimensional. Los indices
a, 3 son referidos a la variedad, p,v son indices espacio-temporales, h®? es
la inversa de hog y h = |det hop|. La variedad-mundo generada por el ob-
jeto n-dimensional debe estar contenida en el espacio-tiempo fisico, por lo que
es necesaria la condiciéon que D > n + 1 . La funcién X*(o) es un mapeo
de la variedadad-mundo (linea, ldmina, tubo,...) al espacio tiempo-fisico D-
dimensional.

Ahora introduzcamos la cuerda bosénica clasica. Como su nombre lo indica
la teorfa de cuerda generaliza la teorfa de una particula puntual andloga a (8),
para m = 0, para describir el movimiento de una cuerda o un objeto unidimen-
sional en el espacio-tiempo fisico de dimensién D. Podemos escribir esta acciéon

como )
— 2 B
S=-1- / 2o VhhP 9, X s X, (15)
donde T = 4ma’ es la tensién y X*(o,7) representa la coordenada espacio-
temporal de la cuerda parametrizada por dos variables. Las cuerdas pueden ser
abiertas (que tiene los extremos libres) o cerradas (que forman un aro). A la
accién escrita en (15), usualmente se le conoce como accién de Polyakov.

Si ahora calculamos la variacién de la accién (15) con respecto a h®?

5s 1
ShaB — Axa!

1 1l
/dQU\/ﬁ{aaX“aﬁXu—ihaﬁ he'B O XH 8[3/XM (16)
entonces de la ecuacién de campo % = 0 obtenemos

1 Y
Gop = Ehaﬁ B G (17)
donde Gog = 0o X* 08X,
1 o/ﬁ/ 2 1 o 2
G = |det Gup| = |det ha5|<§ B Gy ) = LN (18)

Con esto podemos reescribir la accién (15) como

1
S = —%/dadnﬂdetGaﬂ

= - 10/ / dadT\/X2X’2—(X-X’)2 (19)
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Esta accién es conocida como la accién de Nambu-Goto|] y representa el drea
barrida por una cuerda en el espacio-tiempo.



Revisemos las simetrias de la accién de la cuerda. Esta es invariante bajo
reparametrizaciones locales de las coordenadas o y 7

oc— a+§1(0,7)
T—14+&%0,7) (20)

Adems3s es invariante bajo reescalamiento de Weyl.

5ha5 = A(O’,T)hag
SXF = 0 (21)

Por lo anterior, bajo una adecuada eleccién de funciones arbitrarias &*(o, 7)
y %o, 7) podemos escribir localmente la métrica de la ldmina-mundo de la
siguiente forma

o, T 71 0 o,T
haﬁznaﬁ(ad)(,):( 0 1>8¢(’) (22)

En una teorfa cldsica la funcién arbitraria ¢(o,7) puede ser eliminada por las
transformaciones de Weyl, eligiendo A’(o,7) = A(o,7) + ¢(o, 7).
hl

e

5(0) = X Dhap(o) = XD nag(0) = X Dnag(o) (23)

En la teoria cuantica la simetria de Weyl es generalmente violada por una
anomalia cudntica, excepto para valores especiales de la dimensién D de la teoria
(la cuerda bosénica es inicamente invariante bajo transformaciones de Weyl si
D = 26). De este modo, a causa de estas invariancias locales, en la teoria cldsica
de la cuerda bosénica podemos trabajar en el gauge hog = n.3. Esta eleccién
es conocida como el gauge conforme. Con esto la accién de la cuerda (20) queda

como
1

Yo%

S=—

/ d?on®P9,X" 05X, (24)

la solucién derivada de esta accién es simplemente la ecuaciéon de onda bidimen-

sional o2 o2
10 = (s — s ) X# =0 (25)

De la accién (24) podemos calcular el propagador
(XH(0)Xu(0")) = Ao — o) (26)
Este propagador satisface
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—A(c—0")=0d(c -0 27

A=) = b0~ o) (27)
También podemos representarlo en el espacio de momentum

Alk) = / 2o e~ H TN — o) = % (28)



y tomando la transformada de Fourier

Mo—o) = [ et A

*k ik-(oc—a’) 1
- / (2m)2° B2+ m? (29)

donde m es la masa reguladora infraroja. Notemos que si aplicamos (27) en (29)
se obtiene (28).

A causa de la invariancia de rotacién y traslacién, el propagador A(o — o)
depende sélo de la distancia r = |0 —¢”’| que separa los dos puntos. Si escribimos
A(oc — o') = A(r) e integramos sobre o en (27) dentro de un disco de radio r
centrado en o’

1 = —2W/po§p(pA’(p))
1 = 27 T%fnr) (30)

Resolviendo esta expresion

1
Alr) = ——iInr
(r) o
1
Alc—0') = —%ln|a—a/| (31)
Cuando o0 — ¢’ decimos que tenemos una divergencia logaritmica.
El tensor de energia-momentum se define como T3 = —“TZ% (el factor

numérico es convensional en teorfa de cuerdas) y calculado de la ec.(15), debe
anularse. Esto porque la variacién de la accién con respecto a la métrica de la
ldamina-mundo es una ecuacién de movimiento la cual es puesta igual a cero.
Tenemos

1 ’ 7
Top = 0aX" 93X, = Shap b B 0oy X1 050 X, (32)
de lo cual se sigue que la traza es nula
TS = h*T,5 =0 (33)

Esto también lo podemos ver como consecuencia de la simetria de de Weyl, pue
si usamos la relacién (21) vemos que

5—65 = A(o, T)hO"B 5255

88 = 0= 0h 225 =

(34)

Como A(o, 7) es arbitrario y por la invariancia de la accién llegamos a la ec.(33).
Como es usual en dos dimensiones, la solucién general a la ecuacién de onda
sin masa puede ser escrita como una suma de dos funciones arbitrarias

XMo,7) = Xp(07) + X[ (0T) (35)



donde estamos haciendo uso de las coordenadas cono de luz: ¢~ =7 -0y
ot =7+ 0. La funcién X} describe modos ‘moviéndose a la derecha’ de la
cuerda y X/ describe modos ‘moviéndose a la izquierda de la cuerda’.

En estas coordenadas la métrica de Minkowski llega asern,— =n_, = —1/2
v N++ = n—_ = 0. Entonces
1
T11 == TO() == 5(8TX“5‘TX;L + &,X”@UX#) == 0 (36)
Tor = Tw=0;X"0,X,=0 (37)
finalmente obtenemos
1
Ty = §(T00 +To1) = 04 X"04+ X, (38)
1
T__ = §(Too —To) =0-X"0_X, (39)
De la ec.(32) también obtenemos Ty =T__ =0

Finalmente podemos calcular y resolver las ecuaciones de movimiento que
surgen de la accién (22). La variacién de esta accién con respecto a X* produce
una ecuacién de onda bidimensional

[XH = (02 -0 XH" =40,0_-X" =0 (40)

Habr4 distintas soluciones para cuerda abierta o cerrada para los modos moviéndose
a la izquierda o a la derecha correspondientes a las diferentes condiciones de
borde. Por ejemplo, en el caso de la cuerda abierta, los extremos de la cuerda
son o = 0,7 y debe satisfacer las condiciones de borde tipo Neumann para estos
puntos

ox*
=0 41
5 (41)
Entonces, la solucién general de la ecuacién de onda toma la forma
1 .
X+ =2 +Pphr+il Y —ake 42
(o,7)=a! +1"p"'T+1i nz;éonane cos(no) (42)

donde los «,, son las componentes de Fourier y [ es la longitud fundamental
(sobre el orden de la escala de Planck) definido por [ = V2a'. El requerimiento
de que X* es real implica que z y p son reales y que o, = (a#)'. Notemos
que los coeficientes izquierda y derecha son los mismos(a). Para el caso de la
cuerda cerrada requerimos periodicidad en la coordenada o, es decir X*(o,7) =
X*(o + m,7), lo cual produce las siguientes soluciones independientes para los
movimientos a la izquierda y a la derecha

1 1 i 1 .
X = 530“ + 512])“(7 —o0)+ %l Z Eaﬁe_QZ"(T_”) (43)
n#0
w 1 m 1 2 u i 1 ~ i, —2in(T+0)
XL=§x —|—§lp(7'—|—a)+§lzﬁozne (44)
n#0



observemos que ahora los movimientos a la izquierda y a la derecha tienen
diferentes componentes de Fourier (o y @). El mismo requerimiento que para
cuerda abierta se aplica, suplementado por &", = (a#)". En ambos casos,
la solucién esta escrita como una expansién de Fourier para los modos de la
cuerda. Estos modos llegaran a ser los operadores de creacién y destruccion
cuando cuantizemos la cuerda, como veremos ahora.

Hay muchas maneras para proceder a cuantizar. En la vieja aproximacion
covariante uno parte reemplazando los brackets de Poisson cldsicos por con-
mutadores. Nos restringiremos al caso de la cuerda abierta, que es la que nos
interesa (que corresponderia a la imagen de lineas de fuerza que unen un quark
y un antiquark). De este modo obtenemos para la cuerda bosénica

[P*(o,7), X" (o,7)] = —ib(0 — o) (45)

donde P* es el momentum conjugado de X*. Ahora las componentes de Fourier
satisfacen

[Oéﬁrw O‘Z] = m(;m,—i-nnuy (46)

Estos son operadores definidos de manera que o, |0 >= 0, para m > 0 (operador
de aniquilacién). Ahora descomponemos el tensor de energia-momentum de las
ecs.(38) y (39) en los modos de Fourier

1 - —imot
= — 7 4
Ty T Z Lime (47)
m=—0o0
1 © L
= Ly,e "7 4
27T m;m ¢ (48)

donde T = (27a’)~! es la tensién de la cuerda. Encontramos que ellos toman
la forma

L, = T / do(e™ T, 4+ e ™MoT__)
0
T /7 . .
= 3 doe™ (X + X')?
1 oo
= 3 Z Op—m * O, (49)
n=—oo
1, «—
L, = EonJrZoz_nwxn (50)
n=1

donde o = [p*. El motivo para escribir L, de esta manera es porque para m =
0, ap—n, nO conmuta con «,. Aqui tenemos una ambigiiedad que resolvemos
definiendo L, en la ec.(50) para que sea ordenado-normal. Estos L son los
generadores de Virasoro y, usando la ec.(46), encontramos que satisfacen la
siguiente algebra

D
[Liny L) = (M —n) Ly + —

13 (m? —m)0min (51)



donde el segundo término del lado derecho corresponde a la anomalia.

Estos operadores constituyen el elemento central en la determinacién de
importantes propiedades en la teoria. Por ejemplo, el dnalogo cuantico de la
ligadura clasica T}, = 0 corresponde al requerimiento que L, aniquila los estados
fisicos

(Lo — a)l¢) = 0 (52)

donde la constante a es introducida debido a la ambigiiedad del ordenamiento-
normal en la definicién de L, (para los otro L,, no hay tal ambigiiedad por lo
tanto podemos simplemente escribir L,,|¢ >= 0 para m > 0). La ec.(52) nos
lleva al espectro de masa, el cual en el caso de la cuerda abierta es

M22—2a+22a,n~an (53)

n=1

En teoria de cuerda es de gran utilidad el método del campo de background.
Con este método podemos tratar la accién de la cuerda como una teoria de
campo cuéntica. El campo cudntico es el campo bosénico X*(o,7), el primer
paso es escoger el valor de expectacién del vacio, que llamaremos X*, el campo
de background cléasico, y expandimos el campo cuantico alrededor de este valor

XH(o,7) =X+ 2t (0, 7) (54)

donde z# (o, T) representa la fluctuacién cudntica. En general el campo de back-
ground clasico puede ser una funcién que depende de o y 7, y que satisface las
ecuaciones de movimiento clasicas.

Podemos indicar dos ejemplos donde se aplica este método en el contexto de
la teoria de cuerda. El primer ejemplo corresponde a una generalizacion de la
accién (20) en la que reemplazamos la métrica de Minkowski 7,,,, por la métrica
9uv(X) de un espacio curvo

1

S =—
Yo%

/dQU\/ﬁhQﬁaaX'uaﬁXyguu(Xp) (55)

Para que una teoria de cuerda tenga sentido no debe haber violacién cuantica
de la simetria conforme, en particular la teoria debe ser invariante de Weyl. Ele-
giremos el gauge hag = €2%1),5. Para chequear si la expresién (55) es invariante
de Weyl o independiente de ¢ usaremos regularizacién dimensional, que lle-
varemos a cabo en 2 + e dimensiones. De este modo h,g es una matriz de
(24 €) x (2 + €) y obtenemos que Vhh*? = e(?+9)2c=2¢ = ¢ Reemplazando
en (55) llegamos a

1
S=—1- / d** eV hh P 0 X" 05 X" g (XP) (56)
Ahora veamos si la dependencia en ¢ se anula en el limite e — 0. Tratando
esta accién como una teoria de campo cudntica y escogiendo X* como el valor
de expectacién del vacio aplicamos el método del background. Utilizando la



expansion en coordenadas de Riemann para un tensor de rango 2 obtenemos
para la métrica

1 1
G (XP) =1 — gR,Mm(Xg)x’\x” - ED@RMM(X(‘;)I‘%’%” +0((z")") (57)
donde Ry« es el tensor de Riemann del espacio-tiempo en el punto X7. Con
esta eleccién de variables (57) llega a ser

1
S=- Aral f d**o [eﬁqﬁnuuaaxuaaxugﬂu (Xp)

1
€02 R (X)a e Dot 92 + 0G| (58)

El propagador bosénico es

00 J2tef eik~(a—a/)
@n)Fre 12+ m2

«mwnxa»znwaw—avzmw/

—0o0
y podemos ver que

o g2 tek 1
oo (2m)2F€ k2 + m?

Alo — ') = A(0) = ,ﬁ/

_ 76/00 d2+€k /ood 7a(k2+m2) __ ., —€ /Oo da ™ ah —ap?
) emrre ), 0 )y eoEeVa| €

- iu - %ln4ﬂ' +O0(e?)] {1 - % + 0(6)} [1 + d”(f) + 0<€2)}

o e
_ i [1 _ % + ln(i}) + O(e)} (60)

donde m es la masa reguladora infraroja y u es una escala de masa arbitraria.
Podemos calcular la correccion al propagador a un loop. El operador vértice
que se ocupa se extrae del segundo término del lado derecho de la relacién (58).

10



Obtenemos

]

/ Po{ 2 (0)2 (0)0aa™ (0)9° 2" (0) Rponon (X2)

+2(0)2(0) 0z (0)072" (0) Rayuon (X2)

2t ()2 (0) Do (7)0° () R (XE) e
_ / 2o A0)9u ()02 () Ry (X7)

+0aA(0)2#(0)0a" (0) Ry (X))

ot ()2 ()00 A(0) Ry, (XE) fer?

626¢

T 2¢ / d* 0062 (0)0 2" (7) Ry (X7)
_ (216 +¢+ o(e>> / d*00a"(0)0% " (0) Ry (XY) (61)

la parte infinita, cuando € — 0, puede ser absorvida haciendo las redefiniciones
de la funcién z* renormalizada

1
# g RE(XD)a 4 O(a) = oy (62)
€

y la renormalizacién de la métrica del espacio-tiempo

1 1« m R
Ry (X)) |- — 5t Z”E +0(e)| =9, (63)

guu—>guu+§ c

Y con respecto al término dependiente de ¢ que se obtiene de (61) vemos que
la teoria cuantica es invariante de Weyl, o independiente de ¢, si y sélo si

R (X7) =0 (64)
La renormalizacién de la métrica (63) determina la funcién beta a un loop

0 1
ﬂ;w = ﬂ%gfu = _%R#V (65)

De (65), la condicién para el anulamiento de la funcién beta en la accién
efectiva es R, = 0. Esta es la misma condicién requerida para la invariancia
de Weyl (independencia de ¢) de la accién efectiva. Estas dos cosas estdn
relacionadas a causa de que la funcién beta es la traza del tensor de energia-
momentum.

Otro ejemplo en el que aplicamos el método del background, en el contexto de
cuerdas, corresponde al caso en que a la accién de una cuerda abierta acoplamos
un campo vectorial externo en el borde|2]

1 1 2 o v .
- {7 o0, XPI*XY + i dTAM(X)aTX“} (66)
2ma’ L2 M2 oM

11



Expandimos esta accion alrededor de un background arbitrario que depende de
los pardmetros o y 7

XH(r,0) =X (T,0)+ 2t (7,0) (67)
y obtenemos

1
2o

S[X§ + 2" = S[Xg] + [ /M2 d* (9o X 0%z, + %aaxuaax,t)

1
+i / dr(F,2"0, XY + iayFMm”x}‘&Xé‘
oM

1 1
+§FM,/1'D87—.T# + gayFu)\xVx)\aTm# + e ) (68)

donde F),, = 9,A, — 0,A,. Utilizando las ecuaciones de movimiento de X

(=2 +02)XF = 0
0o XM +iF 0. XY lorr = O (69)

llegamos a que la accién on-shell es

1 1
SIX + ) = SIXM] - —— | dPos0.0"0",
27'('0[/ M2
: 1 [ 289
5 /3M dr(gayF,Ma: x 0 XY
1 1
+§Fuua?”87m“ + gayFN,\x”x’\aTx/‘ 4. ) (70)
Las interacciones son en el borde, por lo tanto necesitamos el propagador en
7= =0 2 ko(T—7")
o0 d +Ek ei o(T—T
AT —7) = 71
(r—1") /_Oo (2m)2+e k2 4 m?2 (71)
luego

< d*tek 1

(2m)2te k2 + m? (72)

A=) =20 = |
— 00
que es andlogo al célculo realizado en (60).
Los vértices que se usan en el calculo de la divergencia a un loop son
obtenidos de la expansién (70). La contribucién total a esta divergencia viene
de la suma de los infinitos diagramas posibles, que son proporcionales a 0, X*,
pues el contratérmino es proporcional a |, ong AL 0 XH. Estos vértices son

Vi = 50,Fnd. XY
Ve = %FWQT (73)

12



Entonces la primera figura a un loop que nos permiten las reglas de Feynman
con 0, X, externo es

/ dT%aVFWaTX5<xV(T)xV(T)> = A(0) / dT%ayFwarxg (74)
La segunda figura corresponde a insertar un vértice del tipo V5 al loop anterior
2 / drdm 50, Fund, X4 () (1) 5 Fona® (1) 0r, 2 (1)
iN2
= 2(5) /deﬁ&,FH)\[“)TXé‘FMA(T —1)0, A(T —11) (75)

donde A(T — 71) = (z”(7)a¥(11)).
La siguiente figura corresponde a insertar dos vértices del tipo V5

(2)° / drdrdry 50, Fu, 0r Xpa¥ (T)a" (r) 5 Py (71)0r, 2 (1)

)
7FV2V11"V2 (TQ)aszyl (7—2)

2
— (2)? (%)3 / drdridr0, F 0, XV Fy Fyy,
A(T = 71)07, A1 — 72)0r, AT — T2) (76)
En general, para una figura en la que insertamos n vértices V5 se obtiene
Lo= @ (3" / drdry - dry@y Fyp y 0. XEFyyyy - oy
A(T —71)0r, A(T1 — T2) -+ O, A(T — ) (77)

Podemos hacer las integraciones usando la siguiente relacion
/dTymaTmflA(Tmfl — Tm)0r,, AT, — Timt1) = (Timt1 — Tm—1) (78)
Si n es impar se obtiene
I, = —% /deTlal,F)\#ang(Fn))\yA(T —11)0 A(T — 1) (79)

donde (F™)a, = Fy, Fuyv, -+ Fy,_ . Esta dltima integral corresponde a una
integral de momentum impar, por lo tanto todas estas se anulan.
Por otro lado, si n es par, aplicando (78) se obtiene

I, = % / A7, Fy,0: XP[(iF)" 0 A(0) (80)

De este modo obtenemos el contratérmino a un loop

=1 / drd, Fyrd, X1 (1 — F)1A(0) (81)

n=0

13



donde Y3 g[(iF)" | = 1+ ((F)3, + GF)4, + - = [rrdes |
Como en el ejemplo anterior el contratérmino se elimina si la funcién beta
es cero, y del mismo modo que antes es invariante de Weyl

0

Bu = NaAﬁ =0y Fua(1 — F2);1/1 =0 (82)

2 Lagrangianos Efectivos en QCD

La idea de lagrangianos efectivos es describir la dindmica a bajas energias de
los modos livianos de algun sistema fisico. Estos lagrangianos estan asociados
al hecho de que en fisica muchas situaciones envuelven dos escalas, una pesada
y una liviana. Por esto, si trabajamos en bajas energias, comparadas con la
escala pesada, podemos describir completamente las interacciones dentro de un
marco “efectivo”, el cual estd escrito sélo en términos de los grados de libertad
livianos, pero que incluye totalmente la influencia de la escala de masa pesada
por medio de efectos virtuales.

Como se conoce, QCD describe las interacciones fuertes entre quarks y glu-
ones por medio de una teoria de gauge no abeliana SU(N,), donde N, es el
numero de colores, que para el mundo real es N, = 3. Sabemos que existen
Ny = 6 diferentes tipos de quarks (sabores): up, down, strange, charm, top,
bottom, y cada uno es indicado por la primera letra de su nombre. El la-
grangiano de QCD en términos de quarks y en grados de libertad gludnicos esté
dado por

I 1 a v
Locp =¢(iD — M)y — ZFWFL{‘ (83)
donde
D, =09, —igsA% Aa 84
p = Ou —19s #7 ( )
F, = 0A% — 0A% + gf**° AL A, (85)
u m, 0O
d 0 mg
S 0 0 mg
Y= c M= 0 0 0 me (86)
t 0 0 0 0 my O
b 0 0 0 0 0 my
y donde a = 1,...,8, los campos A? son gludnicos y g es la constante de

acoplamiento de interaccion fuerte. El campo quark 1 representa un vector
columna en el espacio de sabor, los quarks también poseen un indice de color
(que no se ha escrito) el cual participa en la simetria de gauge local, M representa
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la matriz masa de quark en el espacio de sabor, los valores de m; representan
las masas de los distintos quarks. Las A, son las matrices de Gell-Mann, por lo
que M\, /2 son los generadores de SU(3) en la representaciéon fundamental y f°¢
son las constantes de estructura de SU(3).

Masa de los Quarks

My 0.003 — 0.007
mq 0.007 — 0.015
Mg 0.15 —0.3
Me 1.3 —-1.7
myg > 113

mpy 4.8 — 5.2

Si consideramos un limite en que las masas de los quarks son iguales, el
lagrangiano de QCD poseerd una simetria adicional, la simetria global SU(N)
para los N sabores de quarks con igual masa. En el caso en que m, ~ my, la
simetria SU(2) de sabor puede ser considerada una muy buena aproximacion,
es conocida como la invariancia de isospin y consiste de las siguientes transfor-
maciones del campo

¥ = (Z) — =Ty (87)

donde 7¢ (i = 1,2,3) son las matrices de Pauli y § son las componentes de un
vector costante arbitrario.

Si ahora consideramos que la masa del quark s es igual a la de los quarks u y
d, que aunque es mas grande, se puede considerar cercana cuando comparamos,
por ejemplo, con la masa del protén o del mesén rho. En este caso extendemos
el isospin a SU(3), y tenemos las siguientes transformaciones

u
b= d | =y =% (88)
s
aqui ' (i = 1,---,8) son las matrices de Gell-Mann.

Si tomamos la masa de los quarks igual a cero, el lagrangiano de QCD posee
otra simetria global de sabor, la simetria quiral, a causa de que en este limite
las componentes izquierda (left-handed) y derecha (right-handed) de los campos
estan desacoplados. Si consideramos IV sabores, el lagrangiano QCD para estos
quarks sin masa sera

. . I
Loep|mi=o0 = i Dyr, + iy gD — ZFﬁyFZf (89)

donde v v ¥r son las proyecciones quirales del campo . Este lagrangiano
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serd invariante bajo SU(N)p x SU(N)g, generada por

q1
YLr=| — g =€ Y g (90)

qN L.R

donde g¢; se refiere a uno de los quarks, 7 son los generadores del grupo SU(N)
y 01.r son las componentes de dos vectores arbitrario constante (uno por cada
transformacién, L o R).

Ya que los quarks u, d y s tienen masas relativamentes pequenas comparadas
con las tipicas escalas hadrénicas, como por ejemplo la masa del protén (Mp)

My

mq ms
~0.005 — ~0.01 ~0.18 91
P Mp Mp (01)
podemos considerar la aproximacién m, ~ mg ~ ms ~ 0, que es conocida
como el limite quiral. Entonces QCD tiene una simetria global quiral SU(3) [, x
SU(3)r y las operaciones de simetria son andlogas a las de (90),

u
Yrr=| d — Y g=e MRy g (92)
S/ LR
aquf los generadores A\’ son las matrices de Gell-Mann.

Si tomamos el limite en que los quarks v y d tienen masa nula, el lagrangiano
serd invariante bajo SU(2)r x SU(2)g y los generadores serdn las matrices de
Pauli.

Mencionemos algo del rompimiento espontaneo de la simetria quiral. Vimos
que si consideramos el lagrangiano de QCD en el limite de quarks sin masa, este
serd invariante bajo SU(N)p x SU(N) g, pero como el vacio o estado fundamen-
tal |0) serd distinto de cero, tendremos que los operadores de carga de Noether
no aniquilan el vacio

QLl0) #0 Qrl0) #0 (93)

o en otras palabras, no es posible un estado fundamental simétrico.

Por otro lado, en el caso en que las masas de N quarks son consideradas
iguales, el lagrangiano mencionado tiene una simetria de isospin SU(N)p+r,
como vimos mas arriba.

En el caso general en que un lagrangiano para un campo de n componentes
¢ = (¢1, -, Pn), es invariante bajo un grupo G de dimensién g, es decir gener-
ado por g generadores. Entonces si asumimos que a de sus componentes tienen
valor de expectacién del vacio no nulo, es decir

(019i|0) =v; #0 (94)

donde 7 etiqueta alguna de las a componentes, podemos decir que a generadores
de G estén rotos. Esto significa que los correspondientes operadores carga de
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Noether no aniquilan al vacfo, Q;]|0) # 0. El resto de los generadores genera el
subgrupo S de G de dimension s. El teorema de Goldstone nos dice que tenemos
un bosén de Goldstone (campos con masa cero) por cada generador roto. En
otras palabras tenemos a bosones de Goldstone, donde a = g — s.

Si aplicamos esto a lo que remarcamos en los dos parrafos anteriores, pode-
mos hacer la siguiente identificacién: G = SU(N ) xSU(N) g estd espontaneamente
roto, S = SU(N)r+r y tenemos 2N — N bosones de Goldstone. En el caso
especifico en que tenemos rompimiento espontdneo de la simetria SU(2); x
SU(2)g, donde estamos suponiendo que los quarks u y d tienen masa nula,
lo cual es una buena aproximaciéon para la naturaleza, identificamos G con
SU((2)LxSU(2)ry S con SU(2)L+r, por lo que uno espera obtener tres bosones
de Goldstone en el espectro de QCD, los cuales identificamos con los piones 7+
y To. Sin embargo, en la naturaleza estos tienen una masa pequena, pero no
nula, por lo que el desarrollo anterior es sélo aproximado, y los piones son
llamados pseudo-bosones de Goldstone. Si consideramos el limite quiral, hay
ocho bosones de Goldstone asociados al rompimiento espontaneo de la simetria
SU(3)r, x SU(3)r y estos corresponden a los ocho hadrones mas livianos, los
tres piones junto a cuatro kaones y la particula eta. Esta descripcién es menos
exacta que en el caso en que los bosones de Goldstone son sélo los piones, puesto
que la masa del quark s es dos o tres 6rdenes mayor que las masas de los quarks
uwy d (ver la tabla de las masas de los quarks).

Para hacer un estudio del lagrangiano de QCD, podriamos en principio,
pensar en utilizar teoria de perturbacién. Luego podriamos derivar las usuales
reglas de Feynman para una teoria de Yang-Mills y calcular los correspondientes
diagramas de Feynman hasta un orden dado en la constante de acoplo g. Sin em-
bargo, las cosas no son tan simples, ya que QCD es asintéticamente libre, como
veremos, lo que proviene del hecho que, en contraste al caso de Electrodinamica
Cudntica (QED), los campos de gauge (gluénicos en QCD, foténicos en QED)
tienen términos de autointeraccion.

Esto tiene como consecuencia a primer orden de loop de la teoria de pertur-
bacién que la la funcién beta se comporta como

3
8ot = w9 — 1= S 4 (95)

donde p es un parametro no fisico con dimensiones de energia denominado escala
de renormalizacién y que se introduce en el esquema de renormalizacion.

Podemos obtener la constante de acoplamiento explicitamente, resolviendo
la relacion anterior

9(1o)
g(u) = —— T N (96)
1+ ( o f) 9(4o) In (’%)
reecribiendo esta expresiéon obtenemos

bfl
g(p) = ln(u;w

+oo (97)
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donde b, ! = 331_272”]\” v A = poexp (m) es el parametro de escala que
caracteriza a la QCD, tiene dimensiones de energia e indica el limite entre el
régimen perturbativo y el no perturbativo, p es la escala de energia en la cual la
teoria esta siendo aplicada. El valor de A es determinado a partir del tratamiento
numérico de los datos experimentales, resulta ser de una magnitud de orden 100
MeV.

La tltima relacién implica que a grandes energias transferidas (encima de
varios GeV) o a pequenas distancias, la constante de acoplamiento (o la inten-
sidad de la interaccién fuerte) decrece tendiendo a anularse (a energfa infinita),
de modo que tenemos a los quarks comportiandose como si estuvieran libres.
Esto es conocido como libertad asintética. Estudiando la relacién (95), puesto
que Ny = 6 obtenemos ((g) < 0, de lo cual podemos deducir las mismas con-
clusiones mencionadas.

Por otro lado, cuando p se acerca a A, es decir a bajas energias (~ 1GeV)
o a largas distancias, donde queremos discutir tépicos como adherimiento de
quarks para hacer mesones, interacciones de mesones livianos, violaciéon de CP
en decaimiento de mesones k, fisica nuclear, etc, la constante de acoplamiento
crece indefinidamnete, asi tenemos a los quarks confinados en una regién de
radio ~ 10713 cm. Este es el régimen no perturbativo, caracterizado por el
confinamiento de los quarks en el interior de los hadrones. Aparece de este
modo, la necesidad de desarrollar un método para describir la dindmica a bajas
energias de la QCD, especificamente de los quarks mas livianos, y esta es la
caracteristica de los lagrangianos efectivos.

Para introducir lagrangianos efectivos consideraremos el modelo sigma [],
donde tenemos un doblete de campos nucleénicos ¢ = (Z ), un triplete de campos
pi6nicos m = {x"}(i = 1,2,3) y un campo escalar o con el siguiente lagrangiano

L = i )+ %Qﬂr SOt + %@0 COFo — g(o —iT - Tys)Y

p A
+5 (0% ) = (0% 4 7)? (98)
Podemos reescribir el modelo sigma como
1 By P fy_ A 12
L= ZTT(QLE@“E )+ IT’/’(EZ ) — E[TT‘EE ]
+ri DL+ Pri DR — g(brEr + PrEML) (99)

donde ¥ = o + i7 - m. Este modelo es invariante bajo las transformaciones
SU(Q)L X SU(Q)R

Y — Lp, r — Ripr, ¥ — LERT (100)

para L, R en SU(2). Esta es conocida como la representacién lineal.
Otra forma representar el modelo es por la parametrizacién exponencial.
Aqui los campos se escriben como

Y=w+S)U, U =exp(it-m/v) (101)
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De tal modo que obtenemos

2
L = %[@S)?_zu?s? Chtls

Tr(9,U0*UT)
A _ _ _
— MoS? = 28"+ i Py — g(v+ S)(DuUvn +PrUNeL)  (102)
La cantidad U transforma bajo SU(2) x SU(2)r de la misma forma que X
U — LUR', U" — RUTLT (103)
Consideremos una situaciéon general donde tenemos un acoplamiento lineal

de un campo pesado P a un campo liviano [, expresado en el siguiente la-
grangiano

1
L= 5(0,PO"P ~ m3P?) + 1P (104)

Ahora procederemos a separar esta expresién en una integral para el campo P
y otra para el campo [, del siguiente modo

/ d*zL(P,l) = / d*x [;(aﬂpaﬂp—m%ﬂ) +ZP]
= /d4x [;P(aﬂaﬂ —m%)P + ZP] (105)
Si ahora hacemos el siguiente cambio
P(z) — P(z) + P,(x) (106)
donde elegimos P,(z) tal que
(90" — m3)Py(a) = I(x) (107)

De acuerdo a esta redefinicién escribimos (105) de la siguiente manera

/d"‘xL(P, 1) /d4x[—%P(8#8“ —mp)P — P(9,0" —m%)P,
—%Po(aﬂau —m%)P, +1P + 1P,

_ / ' {Po(ﬁ,ﬁ“ —m3)P - 111%} (108)

2

donde, en la primera relaciéon, hemos integrado por partes dos veces, es decir
/ d'a Py(8,0" — m)P = / d'a P(9,0" — m)P, (109)

y en la segunda relacién usamos (107).
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La solucién a la ec.(107) es

Pufa) =~ [ dyAGe — )i (110)
donde A(z — y) es el propagador de Feynman, el cual obedece
(0,0" —mp)A(z —y) = —6(z — y) (111)

Sustituyendo (110) en la integral (108) llegamos a
1
/d4xL(P,l) = —§/d4m P(0,0" — m})P

1
- / d'a / dhyl(z) Az — y)I(()12)
Luego
o3 [ dia [ diyi(z)A(z—y)i(y) J"Dpe—%fd“xP(au@“—m?)P
[ DPe i d'wP@u00-m)P

= e—%fd4wfd4yl(:l;)A(:E—y)l(y) (113)

etZessll]

de lo cual obtenemos
1
Zopgl) =5 [ d's [ d'yi@a - i) (114)

Finalmente se puede obtener un lagrangiano local notando que el propagador
de las particula pesada es peaked a cortas distancias. En estas escalas podemos
hacer una expansién de Taylor de I(y)

Wy) = U(z) + (y — )" [0ul(Y)ly=2 + - - (115)

Guardando el término principal e integrando la tercera relacién de (106)

1
dyA(x —y) = ——5 116
[ - = - (116)
con esto ultimo obtenemos
1
ZegslJ] = /d4x2m%l(m)l(:ﬂ) +e (117)

donde los términos que siguen son suprimidos por potencias de mp.

Ahora podemos aplicar este procedimiento al lagrangiano del modelo sigma
de la ec.(102) donde el campo escalar S es pesado con respecto a los bosones
de Goldstone. Asi considerando la teoria en el limite de bajas energias y nos
olvidamos de las interacciones S?. Hacemos las identificaciones P — S y [ —
vTr(9,U0*UT)/2. Entonces el lagrangiano efectivo toma la forma

’U2

2 2
Lepy = ZTr(auUauUT) + # TT(GMU&LUT) P (118)
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Podemos agregar que a orden O(p?) el lagrangiano efectivo esta compuesto
de operadores de cuatro derivadas, por lo que hay cuatro posibles términos
invariantes quirales a este orden. Sin embargo, en el caso SU(3) uno de los
operadores es linealmente dependiente de los otros

(0,00, Ut 0 Ua U = %[tr(@uUaﬂUT)]z
~tr(0,U0,UNtr(0"U0UT) — 2tr(8,U8"U 0, U0*UT)  (119)

En el caso SU(2) otro término es reduntante también, a este orden porque
tenemos otra identidad

2tr(9,U0"U, U0 UT) = [tr(9,U"UT))? (120)
Asi llegamos al lagrangiano efectivo quiral para los tres sabores livianos
L = L1+ L9 + derivadas de ordenes més altos (121)

donde en el orden méas bajo de la expansion de momentum, las interacciones
de los pseudo-bosones de Goldstone (piones, kaones, mesones eta) son descritos
por el conocido lagrangiano de Weinberg

L= % f2r(0,U0"UT) (122)

En el orden las interacciones de los pseudo-bosones de Goldstone son descritas
por el lagrangiano efectivo quiral obtenido por Gasser y Leutwyler

Ly = Ly[tr(0,U0"UN* + Lotr(8,U8,UM)tr("Ud"UY)
+Lstr(8,U0"U0,U0"UT) + - - (123)

aqui hemos escrito sélo los términos relevantes para el presente trabajo, los
campos externos son puestos iguales a cero.

Con respecto a la obtencién de las constantes a bajas energias L1, Lo y Lg,
existen mas de una docena de trabajos de diferentes modelos quirales que estan
en buen acuerdo con los datos empiricos (las citas de estos trabajos se pueden
ver en [?]).

Destaquemos que cierta relacién entre las constantes ha sido establecida en
[25] y [26], en el limite N, — oo:

1 1
Ly =Ly =1L (124)

También se ha encontrado posteriormente[24] que
1 2
Ly=-Ly, Ly="5In2~125x107% | Ly = —2L, (125)
2 m

Digamos, por ultimo, que la relacién (124) y su conexién con una descripcién
tipo cuerda de la QCD no esté reconocida.
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3 La Cuerda Hadronica

Originalmente, la teorfa de cuerda[l] surge como un intento de comprender las
interacciones fuertes. Nace en los 60 en el momento en que muchos fisicos trata-
ban de comprender la proliferacién de resonancias (hadrones de muy corta vida
~ 10~%segundos), cuando todavia no se establecia el modelo que considera a los
hadrones compuestos de quarks (en cuyo caso muchas de las resonancias corre-
sponden a estados excitados). Esta teorfa surge del trabajo de G. Veneziano[16]
de 1968 en el que postula la férmula para la amplitud de scattering (choque):

_ T(-a()r(-a(1)
ACD = T ot - o) 120

donde I' es la funcién gamma de Euler,
o0
I'(m) = / dea™ e (127)
0

y s = (p1 + p2)?,t = (pa + p3)? son las convencionales variables de Man-
delstam referidas a un proceso de scattering elastico con particulas entrantes
con momentum pi,ps y particulas salientes con momentum ps,ps. La variable
a(s) = a(0) + o's es la trayectoria de Regge, donde los valores enteros de «(s)
corresponden a estados con spin J = «a(sy) los cuales tienen masa cuadrada
m?2(J) = s;. Para mesones livianos, datos experimentales y algunos modelos
dan los valores o’ ~ 0.9 GeV~2.
Podemos expresar la férmula anterior como:

Als.t) = i (at) + D(a(t) +2)...(a(t) +n) 1 (128)
n=0

n! a(s) —n

y encontramos que hay polos en el canal s siempre que o’s =n — 1.

Esta formulacién fue interpretada como un modelo de cuerda por Y. Nambu[].
Esta cuerda carecia de masa, pero tenia energia potencial, que se manifestaba
como una tensién constante entre los extremos y cuyo valor seria exactamente
proporcional a la longitud de la cuerda; también tenia energia cinética, de man-
era de mantener el sistema en equilibrio, pues la tensién produciria el colapso de
la cuerda si fuese estacionaria. La cuerda estaria girando de modo que los ex-
tremos se muevan a la velocidad de la luz (cosa posible, ya que no tienen masa),
asi la fuerza centripeta compensaria la tensién. Esta cuerda tendria un tamano
tipico del nicleo atémico ~ 107'3cm. Podemos hacernos la imdgen de esta
cuerda sin masa como un tubo delgado de lineas de fuerza, como propusieron
H.B. Nielsen y P. Olesen[3].

Esta manera de concebir los hadrones, explicaria la abundancia de resonan-
cias, pues corresponderian respectivamente a los estados excitados que tiene la
cuerda al vibrar a distintas frecuencias. También explicaria las llamadas trayec-
torias de Regge[8], las cuales relacionan el momentum angular y la masa al
cuadrado de los hadrones, como veremos méas adelante. Y el confinamiento se
podia entender dado el equilibrio entre tension y fuerza centripeta.
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A pesar de estos éxitos el modelo de cuerda hadrénica presentaba algunos
problemas. El primero es que era consistente en 26 dimensiones. Otro de los
problemas lo podemos ver con la ayuda de la ec.(128): para n = 0 encontramos
un taquién, J = 0 y m? = —1. Ademds vemos que el segundo estado n = 1
(J = 1) tiene masa cero, el cual deberfamos identificar con la particula rho, con
lo cual estamos frente a un tercer problema.

En la actualidad, la teoria fundamental de las interacciones fuertes es la
Cromodindmica Cuéntica (QCD). A mediados de los 70, cuando se desarrolld
QCD, la mayoria de los fisicos abandonoé el tema de las cuerdas. Sin embargo,
uno de los problemas que se presentaba en la explicacién de procesos nucleares,
la aparicién de una particula sin masa de spin 2, seria una virtud en el contexto
de gravitacién y unificacién, pues se le puede identificar con el gravitén|] (la
longitud de esta cuerda corresponderia a la sugerida por la estructura de la
gravedad, la longitud de Planck, un tamafio ~ 10733¢m).

A pesar de lo anterior, las cuerdas pueden proporcionar una descripcion
efectiva de algin sector de QCD. Como vimos en el capitulo anterior, no es
conveniente aplicar teoria de perturbaciones y si podemos intentar un analisis
usando la idea de la cuerda hadrénica. Los argumentos méds comunes para
justificar esta idea son:

1) En el limite N grande la QCD puede ser reformulada de manera exacta como
un teoria de cuerdas.

En 1973 ’t Hooft[5] propuso una generalizacién de QCD de 3 colores y un
grupo de gauge SU(3) a una QCD de N colores y un grupo de gauge de color
SU(N), al tratar N como un pardmetro libre y considerar N — oo aplicado a
la expansién en una teoria de gauge.

La propiedad bésica en el limite N — oo es el dominio exclusivo de los
diagramas planares (los cuales podemos caracterizar como aquellos que podemos
dibujar sobre el plano sin lineas que se cruzan por encima). Veamos esto tltimo
en el caso del choque (scattering) entre dos mesones. Los diagramas de Feynman
tipicos que contribuyen a la amplitud N grande son los conocidos como red de
pescador (fishnet), pues consisten en cuatro puntos que representan los mesones
entrantes y salientes con sus respectivos momentums, los que se unen por lineas
que representan campos de quarks o antiquarks formando un cuadrilatero que
encierra solo loops internos gludnicos. Los diagramas no planares son suprimidos
por el factor 1/N2, lo mismo ocurre con un loop interno de quark o con una
linea gludnica en el borde externo del diagrama.

Todos los cortes que podemos efectuar sobre el diagrama (a) nos muestran
un estado intermedio singlete de color. El quark, el antiquark y los gluones que
son cortados por la linea estan acoplados del siguiente modo

QAL AL AT g (129)
y vemos que no podemos separar esto en dos o mas partes que sean singletes
de color. En el caso de diagramas no planares podriamos obtener un estado
intermedio con un estado mesénico y un estado gluénico.
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Podemos hacer dos observaciones. Primero, los estados intermedios en di-
agramas son siempre del tipo (129), y si queremos QCD como una teoria de
confinamiento, estos representan un mesén. Segundo, dichos estados pueden ser
interpretados como cuerdas con quarks en los extremos y que determinan una
superficie equivalente a la ldmina mundo de la teoria de cuerdas.

Aceptar la idea de que 1/N = 1/3 es una buena aproximacién para QCD no
viene de argumentos tedricos, como menciona Witten []. Pues decidir si una serie
> an(%)N estard dominada por los primeros términos depende completamente
de cuan grandes son los coeficientes a,. Si los coeficientes son muy pequenos,
% = % puede ser considerado pequeno y si son muy grandes, % seria un nimero
grande desde el punto de vista de la serie.

2) Una teoria de de gauge en una red (lattice) en la aprozimacion de acoplamiento
fuerte (1/g* pequenio) posee la misma estructura que un modelo de cuerdas.

Fl confinamiento de los quarks o més bien de las lineas de fuerza del campo
cromoeléctrico entre un quark y un antiquark es un fenémeno no perturbativo
de QCD. Intentar explicar el confinamiento con algiin desarrollo perturbativo
no procede. Kennett G. Wilson sugiere un método[7], conocido como teoria de
gauge en la red (o Wilson Lattice). Aqui el espacio euclideo continuo se susti-
tuye por una red hipercubica con igual espaciado a en las direcciones x, y, z y
temporal t, y definimos una plaquita (plaquette) como una cara de este hiper-
cubo con dimensiones a * a. Entonces la teoria de gauge aparece discretizada,
por lo que un campo de gauge, por ejemplo de SU(3), se define por una pequena
cadena o cuerda denotada como U(n,n+ /i), la cual estd asociada a la arista que
comienza en el punto n-ésimo y términa en el punto n + [i, donde [i representa
una direccién en la p-ésima direccién del reticulado. El procedimiento que se
sigue en el contexto de confinamiento es considerando el loop de Wilson

WIC] =

P Tr e’ fc 4x42" (130) (donde C representa un loop cerrado y P el ordenamiento de
los caminos de la exponencial a lo largo del loop) en la red, pues este representa
la accién del par quark-antiquark (¢g). El cdlculo se realiza en la aproximacién
de acoplamiento fuerte, es decir para 1/g? pequefio y se calcula el promedio. Se
encuentra que el resultado es proporcional al area minima que cubre la superficie
dentro de las lineas mundo generadas entre dos fuentes que crean y aniquilan un
par ¢¢. Y se verifica que el potencial entre un quark y un antiquark separados
una distancia R y con N colores tiene la siguiente forma

V(R) ~

Rin(Ng?)(131)es decir el potencial es lineal en R. Por otro lado, en el marco
de las teorfas de cuerdas, podemos interpretar W[C] como una suma sobre
superficies con topologia de un disco acotadas por el contorno C' o como una
amplitud para una cuerda abierta cuyos extremos marcan el contorno. Esto
sugiere que la accién efectiva para QCD (a bajas energfas) en la aproximacién
de acoplamiento fuerte es una teoria tipo cuerda. Aunque por ahora tal modelo
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de cuerda es desconocido, esperamos que esta posea ciertos rasgos caracteristicos
de QCD. También hay que considerar que las superficies para la teoria de campos
de gauge estan definidas sobre la red mencionada, mientras que las teorias de
cuerdas se definen sobre un espacio continuo, lo cual es otra dificultad que se
debe superar.

3) La fenomenologia de Regge[8].
Se refiere a la propiedad experimental de una relacién simple entre momen-
tum angular J y masa m al cuadrado

J = a, +a'm? (132)

donde a, denota el intercepto y o’ ~ 0.9 GeV~2 [20] la pendiente de Regge. En
esta trayectoria estdn agrupados mesones distanciados por dos enteros en J.

Hasta ahora QCD no ha podido explicar este fenémeno. Sin embargo, en
los modelos de cuerdas obtenemos espectros de estados los cuales caen dentro
de una trayectoria de Regge. Por ejemplo, para cuerdas cerradas el intercepto
es igual a 2 (por eso aqui tenemos una teoria de gravitones sin masa). Por otro
lado, notemos la siguiente idea simple. Supongamos una cuerda de longitud 2R
rotando rigidamente con una velocidad angular w, donde wR = ¢. Un punto r
a lo largo de la cuerda esta moviéndose con velocidad v(r)/c = r/R. Entonces
la energia de la cuerda es

r = Reosf] = 2RT / “do=xRT  (133)

R
Bom=2 [ ———dil
o V1—v2/c?

Y el momentum angular esta dado por

R
Trov 1
J=2 dr = 134
/o V1—v2/c? "~ 7RT? (134)
Por lo tanto )
_m 2
=gy =am (135)

Entonces tenemos que las ideas de cuerdas dan una facil explicacion del
fenémeno de Regge. Sin embargo, en la actualidad no hay ninguna teoria de
cuerdas conocida que describa este fendmeno debido a que en los modelos cono-
cidos aparecen estados sin masa de spin uno y dos, los cuales no corresponden
a resonancias hadroénicas fisicas.

4) La observacion de Lischer[9] de que al potencial quark-antiquark V(R) hay
que agregar una correccion coulombiana.

Los modelos de cuerdas dan un potencial de confinamiento que aumenta
linealmente con la separacién de los quarks. Liischer et al notaron que los
desplazamientos tipo fluctuaciones cuédnticas de la cuerda con extremos fijos
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en la direcciéon perpendicular a la linea que conecta los quarks separados una
distancia R induce un término coulombiano o del tipo 1/R
md—2

V(R)=0R — uRm T O(1/R?) (136)

donde o es la tensién de la cuerda, d es la dimensién del espacio-tiempo y la parte
1/R es un fenémeno a larga distancia. Esto es en R? > %. Esto dltimo de
acuerdo a la expresién deducida por Alvarez[10] V(R) = o(R? — R2)'/2.

Por cierto, en el cdlculo de estados ligados de un quark pesado y el respectivo
antiquark, por ejemplo en la particula J/1¢ (que es un mesén c¢¢, un quark charm
y su antiquark), aplicamos un tratamiento perturbativo como corresponde con
dos quarks a pequenas distancias. Sin embargo, la libertad asintética sugiere
que en este cdlculo requerimos de un potencial tipo Coulomb. Hay diversas
proposiciones al respecto (ver citas de[11]) y una de ellas es el término de Liischer
derivado en el contexto de modelos de cuerdas.

Podemos agregar un tdltimo argumento, aunque la lista no es completa.

5) Recientes desarrollos en teoria de supercuerda posibilitan la relacion entre
una teoria de gauge en cuatro dimensiones y una teoria de cuerda en diez di-
mensiones gracias a la correspondencia AdS/CFT.

Las evidencias para sostener la correspondencia entre una teoria de gauge y
una teorfa de cuerda han sido desarrolladas por Maldacena[13]. La conjetura
dice que una teoria de supercuerda en un espacio curvo de diez dimensiones
(espacio de cinco dimensiones Anti-de Sitter AdSs y esfera de 5 dimensiones S°)
es equivalente a una teoria de gauge en cuatro dimensiones con supersimetria
N =4 con un grupo de gauge SU(N).

El espacio anti-de Sitter referido es un espacio homogéneo con curvatura
negativa y las cinco dimensiones se refieren a cuatro espaciales y una temporal.
La teorfa de gauge N = 4 es una teoria de campos conforme (CFT, conformal
field theory).

Una idea inmediata que sigue a la conjetura de Maldacena es su extension
a una teoria de gauge no supersimétrica de cuatro dimensiones como QCD. Al
respecto Witten[14] hace una extensién al caso donde la supersimetria estd rota
dejando abierta la posibilidad de progresar en la descripciéon de QCD por un
modelo de cuerda. También Gross y Ooguri[15] tienen un trabajo en el que
llevan su interés a teorias de gauge no supersimétricas.

Debe quedar claro que en esta tesis no estan consignados estos importantes
temas. Los desarrollos tedricos mencionados dan crédito a la idea de que debe
haber un régimen cinématico donde la cuerda bosénica debe proporcionar una
descrpcion aproximadamente valida.

En realidad es altamente cuestionable que donde uno espera una descripcién
tipo cuerda, sea valido para QCD real, no supersimétrico, cuadridimensional y
asintéticamente libre, ya que una cuerda no parece ser el lenguaje natural para
entender procesos de alta energia en choques profundamente ineldsticos (en los
cuales se lanzan electrones sobre protones y neutrones y donde las radiaciones
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electromagnéticas que emite el electrén penetran profundamente la estructura
del protén). Esto porque los resultados indican que las secciones eficaces de dis-
persién inelatica se parece a lo que se obtendria si suponemos que los electrones
al penetrar en los protones se encuentran con blancos puntuales.

Sin embargo, podemos asumir una versién mas tratable de una cuerda hadrénica
basada en la propuesta de[] de una cuerda como teorfa efectiva.

Esta version requiere unicamente que el comportamiento de un loop de Wil-
son grande sea descrito en el limite infrarojo por una teoria de campo bidimen-
sional efectiva la cual serd referida como una “teorfa de cuerda efectiva” (de aqui
no una verdadera teoria de cuerda) y que explica las propiedades tipo cuerda
de un tubo de lineas de flujo cromoeléctrico largo. Digamos que no esté claro
como extender esta descripcién de cuerda efectiva a un régimen ultravioleta,
es decir como relacionarla con algun tipo de de cuerda “fundamental” la cual
si es consistente en el nivel cuantico. O explicado de acuerdo a fluctuaciones
del tubo de lineas de flujo podemos describir este por una teoria cuantica de
campo bidimensional sin masa, donde los campos describirian desplazamientos
transversales del tubo de lineas de flujo. Aqui no podemos apreciar el compor-
tamiento a cortas distancias, pero si pueden obtenerse predicciones para el limite
infrarrojo. Notemos que en el limite infrarrojo la teoria cuantica de campo llega
a ser una teoria de campo invariante conforme.

4 Acoplando Piones a la Cuerda QCD

La cuerda hadrénica en el gauge conforme esta descrita por la accion de la teoria
de campos conforme en el espacio-tiempo euclideo 4-dimensional *

1 —e
Wstr = o /d2+€0' (z) aixuaix/_u (137)

donde para ¢ = 0 consideramos
x, =x,(7,0); —00<T<00,0<0<00; i=7,0 p=1,..4.

El factor conforme ¢(7,0) es introducido para restaurar la invariancia conforme
en 2 + € dimensiones, y es la inica manera que entra en la teoria. Como se
menciona en el tercer punto de la parte 3, la pendiente de las trayectorias de
Regge (relacionada con la inversa de la tensién de la cuerda) tiene un valor
universal o’ ~ 0.9 GeV~2 [20].

Nos gustaria acoplar de manera invariante quiral la matriz en el espacio de
sabor U(x) la cual contiene los campos mesdnicos para los grados de libertad de
la cuerda, mientras que preserva covariancia general en las coordenadas en dos
dimensiones e invariancia conforme bajo transformaciones de escala locales del
tensor métrico bidimensional. La ecuacién de movimiento para el campo U(x)

!Las evidencias directas para dimensiones de la ldmina-mundo de la cuerda[33, 34] (d=2) y
del espacio target[35] (D=4) fueron encontradas del andlisis densidades de estados mesénicos
a altas energfas....
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serd entonces obtenida de la condicion de que la teoria cuantica de campos debe
ser invariante conforme, es decir la funcional § para los acoplamientos U(x)
debe anularse.

Ya que la variable bosénica x de la cuerda no contiene dependencia de sabor,
debemos inventar un modo de acoplarla a la variable background U(z). Para
esto introducimos variables de Grassmann (‘quarks’) sin dimensiones, o més bien
varias familias de ellos, yaciendo sobre el borde de la lamina-mundo generada por
la cuerda: (1), r(7) los cuales transforman en la representacién fundamental
del grupo de sabor de quarks livianos (SU(2) en el presente trabajo). Introduci-
mos una acciéon hermitica local S, = f drLy en el borde o = 0, para describir
la interaccién con los campos quirales de background U (z(7)) = exp(im(x)/ fx),
donde la escala de normalizacién f, ~ 93MeV, la constante del decaimiento del
pién débil, es introducida para relacionar el campo m(x) a un mesén-.

El borde del lagrangiano es elegido para ser invariante bajo reparametrizacién
y en su forma mas simple se lee

Ly = 5 (U0 - 2)dn— W0+ 2
FORU(L+ 27 ) — U (L= 2 e ) (138)

de aqui en adelante un punto implica una derivada en 7: 1/1 = dy/dr. Se ha
hecho un nimero de redefiniciones del campo, con la finalidad de llegar a la
ecuacién (138). Es imposible simplificar la ecuacién (138) algo més, los detalles
estan dados en el Apéndice A.

Una restriccién més se obtiene requiriendo invariancia C'P. Hay dos trans-
formaciones tipo CP. La primera es

U - U+, 1/JL g T/JR. (139)
y el lagrangiano de encima es simetrico C'P para z = —z* = ia. La segunda es
U—U', ¢ —=U"Yr, ¢r— Utg. (140)

Bajo esta transformacién el lagrangiano llega a ser invariante sélo para z = 0.
Interpretaremos la primera transformacién C' P como la transformacién fisica y
la cual uno requeriria de un lagrangiano que describe interacciones fuertes.

El acoplamiento de encima puede parecer sorprendente en principio y algo ad
hoc. Para ver que esto no es asi, expandamos el campo no lineal U(z), es decir
U(z) ~ 1+ in(z)/fx + ... y retengamos los primeros dos términos. El primer
término justamente da origen a un propagador funcién-6 el cual eventualmente
deja el ordenamiento familiar en las amplitudes de cuerda usual t; < t3 < .....
El segundo término provee justamente (después de integrar los fermiones fuera)
el vértice usual (taquiénico!). En breve, si ignoramos las no-linealidades en la
teoria volvemos a las dificultades usuales.

Es facil ver que la accién previa es invariante bajo transformaciones generales
de coordenadas de la ldmina mundo bidimensional. La acciéon fermidnica es
automaticamente invariante conforme, porque esta no contiene el tensor métrico
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de la ldmina-mundo bidimensional, ya que esta puede ser escrita como una
integral de linea.

5 Diagramar

Ahora expandiremos U(z(7)) alrededor de un background constante xy y mi-
raremos los diagramas potencialmente divergentes una particula irreducibles
(1PI, one particle irreducible). Los clasificaremos de acuerdo al ndmero de
loops. Cada loop adicional viene con una potencia «/'.

Expandimos la funcién U(z) en potencias de la coordenada campo de la
cuerda z,(7) = xo, + Z,(7) alrededor de una constante z( la cual es el modo
cero translacional de la cuerda

Ulx) = Uzo)+
= Ul(xzo) + V(). (141)
Uno puede encontrar un parecido a la expansién derivada familiar de la teoria
de perturbacién quiral. Ciertamente la teoria de perturbacién en los operadores
(141) tiene sentido como una expansién en momentum bajo, el cual es presumi-
blemente valido para un momentum que se aproxima a la masa de la resonancia
masiva (p mesén etc.). En el presente caso o es el pardmetro dimensional que

normaliza la expansién de encima.
El propagador fermiénico libre es

(Wr(T)Pr(r)) = U™ (20)0(r — 7'). (142)
Si imponemos simetria C'P entonces
(Wr(M)Pr() = Wr(r)Pr () = Ulxo)d(r — 1), (143)

para campos quirales unitarios U(x).
El propagador bosénico proyectado sobre el borde es

!

(T (7)) =6 A(T —7'), A(r — 7') = A(0) ~ a—, oAt — 1) =0,
€

(144)

Los tltimos resultados se sostienen en regularizacién dimensional (ver mds

abajo).

De manera de hacer contacto entre regularizacién dimensional, un cut-off a
corta distancia (el cual usaremos més tarde) y fenomenologia de Regge nece-
sitaremos fijar sin ambiguedad la normalizacién del propagador de la cuerda.
Esto puede ser inferido de la definicién del kernel de la amplitud taquiénica de
N-puntos para la cuerda abierta[36]. La amplitud Veneziano corresponde a inser-

tar operadores vértice : exp(ik,&j )m”(Tj)) : sobre el borde de la cuerda. Después
de resolver la integral gaussiana uno obtiene para el kernel de la funcién-beta
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generalizada

. y 1 1
(1 : explikPzu(r) ) = e | =5 > kP ROA —7)
j J#l

[T = mf2e s, (145)
j>l

la cual si ambiguedad prescribe
A(r; —m) = —=2d' In(|1j — 7 |p). (146)

La dependencia en g no se muestra en (145) debido a la conservacién energia-
momentum.

Guardando en mente esta definicion determinaremos el propagador de la
cuerda en regularizacién dimensional, restringida sobre el borde. Primero cal-
cularemos la integral de momentum en 2 + ¢ dimensiones

il (£ / d**<k_exp(ikor)
1 (2m)2+e k2
= ot (f) THYT
2 ®

=0 9y ﬁ +C—In (T:ﬂ +0O(e). (147)

A(T)

Un propagador regularizado dimensionalmente propiamente normalizado para
reproducir (146) puede ser construido sustrayendo de (147) su valor en 744 = 1
donde (146) se anularia

siome = () {2 -}
=0 2/ In|rul + O(e). (148)

Por lo tanto uno encuentra sin ambiguedad la relacién

—€
A(0) = —a'T (%) ‘f =0 24/ {1 +C+1In (p:| +0(e) = A — 20/ Ing,
(149)
donde en el espiritu de la regularizacién dimensional hemos asumido que € < 0
y de aqui el primer término en (148) se anula en 7 = 0.

Los operadores vértice de dos lineas fermidénicas y N lineas bosdnicas son
generados por la expansién (141) y aparece con un signo extra (—) = 42 siguiendo
la definicién para la funcional generatriz Z, = (exp(iSp)) y la ec. (138). En
particular, para la transicién L — R uno tiene

V= —% (1= 2V@), + (1+2)0, V(@) .. ), (150)
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y para la transicion R — L aparece el vértice hermitico conjugado. La corre-
spondiente regla de Feynman para vértice de dos lineas fermiénicas y N lineas
bosonicas de la transicion L — R es

Vy = —Q%!aAa(A —B) ... 0, Ulwo) [(1—2)8(A—71)-0(A—7n)+
+(1+2)d(m1 — B) -+ 6(7n —(1H1)

donde A, B son valores de tiempo-propio para los fermiones izquierda y derecha y
Ty, ...,Tn son valores de tiempo-propio para las campos bosénicos de la cuerda.

Desde este punto podemos proceder directamente con el proceso de renor-
malizacién. Determinaremos los contratérminos requeridos para hacer que la
funcional beta para el acoplamiento U(x) se anule hasta el nivel dos loops. A
pesar de la relativa complejidad de las reglas de Feynman, el hecho que estemos
trabajando con una teoria de campos acotada es crucial para hacer el cdlculo
manejable. En efecto, mas diagramas puede determinarse simplemente jugando
con integracién por partes y usando propiedades bésicas de la funcién delta
de Dirac. Todavia la renormalizacién no es enteramente trivial y la estructura
ultravioleta de los contratérminos es sorprendemente bastante compleja. Es
gracias a esta complejidad que valores distintos de cero pueden ser obtenidos
para los coeficientes O(p*). En efecto, creemos que algunos de los resultados en
este trabajo pueden tener presencia en una discusion mas general que envuelva
cuerdas fundamentales también.

En lo que sigue no sélo retendremos las partes singulares de los diagramas a
un loop sino que también las partes finitas, pues seran necesarios para construir
diagramas a dos loops.

6 Renormalizacion del Propagator Fermidnico a
un Loop

Para mantener un cierto orden en el desarrollo, relegaremos los detalles de la
derivacién de los diferentes diagramas de Feynman a los apéndices.

Usando el conjunto de reglas de Feynman descritas en la seccién previa uno
llega al siguiente resultado para la parte divergente del propagador (Apéndice
B)’
3+ 22

2

O(A — B)%A(O)U‘l {—aﬁU + auUU—laMU} Ut (152)

Esta divergencia es eliminada introduciendo un contratérmino apropiado U —

U+ 06U
3+ 22

4

U = A(0) BGZU - 8MUU‘16HU} =0. (153)

Tal como vimos en los dos ejemplos de aplicacion del método del campo de

background en la parte 1, a simetrfa conforme es restaurada (la funccién beta
es cero) si la contribucién de encima se anula.
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Encontremos el valor de z para el que la variacién de U es compatible con
su unitariedad (UUT = 1).

SUUN)Y=U-6U"+6U-U" =0. (154)

Un célculo simple usando (153), muestra que esto toma lugar para z = +i. Para
otros valores de z la ec.(153) produce 8,UU 19, U = 0, lo cual tiene inicamente
una solucién constante trivial en el espacio-tiempo euclideo. En [31] este valor
de z no fue considerado y asi la unitariedad de U no fue convenientemente
tomada en cuenta.

Cuando z = +i y antes de que la ligadura de unitariedad fuera impuesta la
accién cldsica local que tiene (153) como ecuacién de movimiento es

2
w® = % /d4x tr [0,U0,U "+ 0,U%9,(UT)7]. (155)

Para otros valores de z # 41; %4 la accién local relacionada es desconocida. El
lagrangiano de encima es el conocido modelo sigma no lineal, el cual comtinmente
es empleado para describir interacciones de piones.

Para comprobar lo anterior podemos variar la accién

2
58 = % / d'e tr[0,(0U)0,U " + 9,U0,(6U ") + hc.]
2
= %’f / d*z tr [-6U0,0,U " — 8,0,U6U " + h.c.]

2
%’f /d4x tr{—26UU " [0,0,U — 9,UU'9, U] U™}  (156)

donde se ha usado
9,0,U =9, [-U o, UU =209, UU O, UU" —U19,0,UU Y (157)

Y como, en general, sean dos matrices A y B, si tr[AéB] = 0 entonces A = 0,
con lo cual llegamos a la ecuaciéon de movimiento (153).

Hemos asi tenido éxito en encontrar la accién inducida por la cuerda QCD.
Esta tiene todas las propiedades requeridas de localidad, simetria quiral y com-
portamiento apropiado a bajo momentum (cero de Adler). Ademds, describe
piones sin masa. La escala de normalizacion, fr, no se puede predecir de estos
argumentos.

Hasta este punto hemos acertado completamente en nuestro programa, pero
naturalmente ninguna prediccion real ha sido alcanzada aiun. En realidad, ya
conociamos la forma de esta accién de principios generales, aunque esto es con-
veniente para ver que hemos trabajado consistentemente.

7 Renormalizacion de los Vértices a un Loop

Para hacer el calculo a dos loops necesitaremos, en adicién a los contratérminos
para el propagador a un loop (el cual obtuvimos), los contratérminos para el
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vértice con dos lineas fermiénicas y una y dos lineas bosénicas x* respectiva-
mente. También chequearemos si el lagrangiano minimo (138) es suficiente para
renormalizar los vértices. Y veremos que, en efecto, no es.

Obtengamos las divergencias para vértices con lineas bosénicas externas. In-
troducimos un campo bosénico de background externo Z,, para describir vértices
con varias lineas bosénicas y separamos z,, = Z,, +17,. El propagador libre para
el campo de fluctuacién 7,, coincide con .

Entonces la divergencia total en el vértice con dos lineas fermidnicas y una
bosénica es (ver Apéndice C)

O(A — B&A(O)U—1 {z,(A)(1+2) [-0,(6°U) +20,UU'9,0,U

+(1 + 2)9,0,UU10,U — %(1 +2)(3 - 2)0,UU 0, UU 10, U
+2,(B)(1 - 2) [~8,(8°U) + (1 - 2)0,UU 10,0,U + 20,0,UU '8,U
_%(1 B+ z)&,UUlauUUlayU} } U

= %9(,4 — B! [@,L(B)cbf}) + a‘:,L(A)@ff)} Ut (158)

Ahora amputamos lineas fermidénicas y evaluamos las divergencias vértice puras.
Las reglas de amputacién son

. (A)0(A - B) = — / d70,0(A — 7)2,(7)(r — B),
#.(B)8(A - B) — / dr0(A - 7)2,,(7)0,6(r — B). (159)

Entonces la parte divergente (158) puede ser reproducida por el siguiente oper-
ador en el lagrangiano

% (J;L@UMLR - ‘&chp(?)qu) +he, 002 =g, (rol2), (160)

donde las matrices vértice <I>EL172) pueden reagruparse del siguiente modo

34 22
4

o) = a0{a-20,(yov o0~ 0,0)

52 _
. = <12’ZaﬂauUUlayU— 1;ZaVUU*15,La,,U
+20,UU'9,UU"9,U)}
= (1-2)9,(0U) — ¢,
R = (1+42)9,(0U) + ¢y (161)

Los términos proporcionales a las derivadas de U son automaticamente elimi-
nadas por la redefiniciéon de U, que uno hace para renormalizar el propagador a
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un loop (y esto naturalmente se anula si las ecuaciones de movimiento son im-
puestas). Pero la parte proporcional a ¢, permanece, por lo que son requeridos
nuevos contratérminos para absorber estas divergencias. Evidentemente, estos
términos aparecen de los siguientes términos en el lagrangiano:

1

Ade_ = ZA(O)(l — ZQ)’&L <

1-— . 1
2o, 0U o, U — ~ 12

—1 *
5 5 o,uU " 0,U

+zaVUU—1UU—1aVU) Yr + hec. (162)
Por lo tanto los contratérminos requeridos para eliminar las divergencias adi-

cionales para el vértice con una linea bosénica y dos fermidnicas pueden ser
parametrizadas por tres constantes desnudas g1, g2 v g3, las cuales son reales si

la simetria CP para z = —z* se sostiene
ALpgre = é(l — 220y, ((gl — 292)0,UUL0,U — (g1 + 292)0,UU10,U
+2zg36VUU’1UU’18VU) ¥R +h.c. (163)

La renormalizacion se lleva a cabo redefiniendo los acoplos g; del siguiente modo
9i = Gir — A(O) (164)

Las constantes g; , son finitas, pero en principio esquema dependiente, y de (149)
se sigue que una dependencia logaritmica de los acoplamientos desnudos sobre
el factor conforme ¢ es introducido a lo largo del proceso de la renormalizacién.
Los contratérminos son de mas alta dimensionalidad que el lagrangiano original
(138) y por lo tanto los acoplamientos g; son de dimensién M 2. Ya que (138)
fue en realidad el acoplamiento més general permitido por las simetrias del
modelo, en particular invariancia conforme, uno llega a la conclusién de que
la simetria conforme estd rota, ya en el nivel arbol, por estos acoplamientos, a
menos que ello resulte para anularse. Puesto que son dimensionales, es natural
normalizarlos por el inico pardmetro dimensional, es decir «'.

Atn cuando los nuevos acoplamientos son dimensionales, esto produce que
en el orden que estamos computando, la traza del tensor energia-momentum es
sin embargo anulada una vez que los requerimientos de unitariedad de U son
tomados en cuenta (ver Apéndice D) y por lo tanto la invariancia conforme no
estd rota en el orden en que estamos trabajando. A ordenes més altos en la
expansién o contratérminos adicionales pueden ser, sin embargo, requeridos
con objeto de asegurar invariancia conforme perturbativamente. Posponemos
una discusién mas detallada para las secciones finales.

Uno puede introducir los acoplamientos “efectivos” en marcha

gi +Ac = gip +2a' Inp = g7, (165)

Los invariantes conformes a un loop son gf — g5 v 97 — g%. De todos modos,
la dependencia de los nuevos acoplamientos sobre los modos de Liouville esta
determinada.
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En cualquier caso, la aparicién de nuevos vértices cambia el propagador
fermidnico debido a los diagramas discutidos en el Apéndice E. Uno obtiene de
tales términoss (los cuales son de orden mds alto en las derivadas) la siguiente
contribucién al propagador

1—16A(0)(1 — AU {2(g1y — 2292,)0,UU 0,0,UU10,U

—(1+ 2)(g1.r + 292,,)0,UU 18, UU"9,0,U
—(1=2)(91r — 292./)8,0,UU ' 0,UU"8,U
+422g5 ,0,UU 10, UU 1 9,UU 9, U U
= —0(A-B)A(O)UsWUU? (166)

(A - B)

denotaremos esta contribucién por (A — B)d,;. Uno deberia agregar la diver-
gencia contenida en d, al resultado a un loop, de tal modo que modifique la
renormalizacién del campo U y las ecuaciones de movimiento

3+ 22
4

SU = A(0) %BﬁU - 9,UU19,U +sWU| =0. (167)
Esto es, en efecto, la fuente de los muchos sought after términos O(p*).

Notemos que esta nueva contribucién (166) es proporcional a 1 — 22. En
este punto tenemos que preguntarnos si tal ecuacién de movimiento puede ser
derivada de un lagrangiano efectivo local que contiene ambos operadores de
dimension 2 y dimensiéon 4. FKEsto constituiria entonces el lagrangiano efec-
tivo derivado del modelo cuerda. Sin embargo, en este punto esta cuestién
es demasiado prematura para ser formulada. Diagramas a dos loops generados
de (138) ciertamente pueden producir similares contribuciones y, en realidad,
podrian nuevos contratérminos de los diagramas con dos lineas fermidnicas y
dos bosonicas, ellos requiririan un contratérmino adicional. En efecto, puede
verse que las ecuaciones de movimiento de encima no pueden ser derivadas de
un lagrangiano local que envuelve la matriz unitaria U. Los requerimientos de
localidad y unitariedad forzarfan g;, = 0, por lo que esto no seria la respuesta
completa.

Antes de concluir esta seccién y trasladando a las otras contribuciones que
justamente hemos mencionado, calculamos la renormalizacién del vértice con
dos lineas fermiénicas y dos bosénicas, por esto es también requerido como un

contratérmino. Sumariando la estructura divergente para estos diagramas (ver
Apéndice F)

O(A ~ B) U™ {2, (A2, (4) 0,0, (~60) (1 + 2) — ]

+2,(B)z,(B) [0,0,(—0U)(1 — 2) + ¢p.]

+A(0) fracl — 2%2 /BA dr [-2,(7)z,(1)0,UU 0, UU18,0,U(1 — 2)
Vi (7)2,(1),0,UU10,UU10,U (1 + 2)

+(2(7)20 (1) — 2,(7)2,(7))0,0,UU18,0,U] } U™, (168)
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donde

1—22[1—

z _ 142z
d);w = A(O) 2 TﬁpaﬂﬁyUU 18PU — D)

~20,0,UU19,0,U + 20,UU'9,,0,UU ~19,U
+22(0,UU 19, UU10,0,U + 0,0,UU'9,UU*9,U)
—220,UU'0,UU'9,UU"9,U] (169)

2,UU19,0,0,U

Uno puede chequear que los términos metidos en ¢,,, y los que estdn en la
ultima contribucién en la ec. (168) se combinan como una segunda variacién
de los vértices de interaccién adicionales (162) en coordenadas de campos. Por
lo tanto su renormalizacién es completamente realizada con la ayuda de los
contratérminos de la ec.(163) y no aparecen contratérminos adicionales u oper-
adores.

Podemos también ver que, en efecto, cualquier diagrama con un nimero ar-
bitrario de lineas bosénicas externas y dos lineas fermiénicas, es decir cualquier
vértice de aquellos generados por la expansién perturbativa de (138) se hace
finita por los contratérminos previos. Esto completa el programa de renormal-
izacién a un loop.

8 El propagador Fermiénico a Dos Loops

Las contribuciones a dos loops al propagador fermiénico pueden obtenerse de
diagramas a un loop, con dos lineas bosénicas externas que se unen con un
propagador bosoénico. Se ha agregado un factor 1/2. Uno no sélo debe incluir
diagramas una particula irreducible sino que también una particula reducible
y considerar ambas partes divergente y finita. También se pueden calcular
directamente de los diagramas a dos loops.

Hay 10 diagramas a dos loops los cuales estan alistados en el Apéndice G. Las
divergencias en el propagador a dos loops pueden ser presentadas separadamente
en cinco partes

9(A—B)[d1+d[[-‘rd[]]-f—dlvﬁ-dv}. (170)

La primera y la segunda partes contienen las divergencias dobles A2(0), la ter-
cera, cuarta y quinta partes contienen tnicamente las divergencias simples A(0).
Las partes finitas son irrelevantes para la presente discusién.

La componente d; representa “la segunda variacién” o la divergencia a un
loop en la divergencia a un loop

dr

L 1 1 g2 es0y—
SUTHOUUT! = =S AU {Qau(w)

3+ 22
4

[0,(6U) U0, U —0,UU U U"9,U + 9,UU "0, (5U)] } Ut

34 22
4

U = A(0) %8ZU— 8MUU‘18HU] (171)
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Estructuras de campo quiral proporcionales a la divergencia doble AZ%(0)
que aparecen en la contribucién a dos loops al propagador fermiénico.

Estructura CQ dr drr Total
2 2 1 1
wep -3 0 -3
‘uZp ——p 3+8,z2 0 3222
p——1p 342 0 ats?
2 3422 3422
p——p ——p — g 0 -5
p——p——pp - GEEE (s )bl et
Up — —jh— —p _ 3*%2?2 _ (3—;222)2 _ (1—z2%é1—z)2 _ 117z+15%z2+23
3427 3+
o — —pp . SZ(S+ . 0 o 2)8:” .
3+z z z z
pP——H————p 8 + 32 0 32
= —pp——p _7(3+1§ * (1_%2)2 —L2
T
(3+2%)2 (1—22)22 (9—22)(1+22)
pP——H——p— —[ T — —

por lo tanto es renormalizada por la redefinicién del campo U y se anula cuando
son impuestas las ecuaciones de movimiento. Los contratérminos que renormal-
izan el campo U producen la misma expresiéon pero dos veces mas y de signo
opuesto. Asi el resultado es —d; en correspondencia con los resultados de [31]
(para z = 1 esto coincide). Esto es todo lo que fué obtenido en este trabajo. En
particular polos simples, A(0) no aparecen y por lo tanto no fueron obtenidas
nuevas ecuaciones a nivel dos loops. Por consiguiente, los coeficientes de los
coeficientes O(p*) fueron supuestos nulos. Este no serd el caso aqui.

La segunda parte representa los términos que quedan de orden A2(0) en los
diagramas a dos loops después de la sustraccién de d; y esto se lee

dir = 3%&(0)(1 -2 U {2(1 - 2*)0,UU19,0,UU10,U
—(1+2)%9,UU'9,UU19,0,U — (1 — 2)%9,0,UU*0,UU 0, U
+42%9,UU'9,UU0,UU o, U UL (172)

Este término es idéntico, pero de signo opuesto, a las contribuciones generadas
por el contratérmino a un loop en el vértice con dos lineas fermiénicas y una
bosénica, después de su insercién en un diagrama a un loop (ver Apéndice E).

Para sumariar, se muestra en la Tabla 1 la distribucion de las divergencias
A2(0) entre dy and dj;. Se usa una notacién breve para los correspondientes
operadores de campo quiral (CQ), por ejemplo, a 1 — —up — —p le corresponde
U-te,uUu~19,0,UU 0, UU .

En dj;; incluimos estas divergencias de polos simples , proporcionales a
A(0), los cuales son removidos una vez que la renormalizacién a un loop de U
en la parte no local finita del propagador fermiénico a un loop (ver ec. (189))
es tomada en cuenta, esto es, cuando reemplazamos U por U + 62U en el
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propagador a un loop

3(1 —2)A0)AA,B)U [0,(6U) U0, U
—0,UU sUU'9,U +9,UU "0, (sU)] U (173)

Asimismo en djy incluimos las divergencias que son eliminadas cuando los con-
tratérminos adicionales en los vértices de un bosén (aquellos proporcionales a
gi) son incluidos en la parte finita del propagador fermiénico a un loop (los
términos proporcionales a A(A, B) en la ec. (200)).

Uno puede chequear que todos los términos en el propagador fermiénico
lineal a dos loops en A(0) y en A(A, B) pertenecen a dyyy 0 a dyy. Presentamos
estos en la Tabla 2. Asi la renormalizacién a un loop remueve drj; y dry
completamente.

Sumario  de  divergencias simples A(0) las que son  elimi-
nadas después de introducir los contratérminos a un loop.

Estructura CQ dué dry < —2dp1 Totz;l
M2p ——p 1782 0 1;2
2 1—22 1—22
p——Hp 5, 0 5
p——p——p —= 0 — Lz
p— —i— —pp _ (1—z22é3+z2) (1—z2ié1+z)2 _ (1—z2;(1—z)
wp— —pp——p _(1=2%)(3+2%) (1—2%)(1—2)? _(=2%)(1+2)
16 16 8
Bp — —pp 0 0 0
p——l— —p— —p % 0 %
(1—z£)(3+22) (1—z%? 1—22
M__Mp__p D 28 2 B 82 2 _22 2
(1—27)(3+2%) (1-2%) (1-2%)(3=2"%)
p——p——p——p g - i

Sin embargo, algunas divergencias de polos simples permanecen. En efecto,
hay algunas divergencias lineales en A(0) las cuales vienen de la integral doble
en los diagramas del Apéndice G, (217) y (219),

A T1
J(A, B) /B dﬁ/B dm90:, ATy — T2)0r, A(T1 — T2)

2

A—B
—/ dr(A—B—7) [A(T)} . (174)
0

En el Apéndice H esta integral es calculada usando dos regularizaciones difer-
entes. La divergencia que se encuentra es

dy = cvA0)[U'9,UU 9, UU O, UUO,UU !
~U~'9,UU'9,UU " 9,UU 19, UU ]
—A0)U Yy U (175)
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donde cy = o/(1 — 22)?/8 = o/ /2 for z = +i. Este término sobrevive después
de agregar todos los contratérminos y ambos con (166) son las tinicas nuevas
divergencias genuinas que pueden contribuir a la funcién beta (polos simples).
Por lo tanto esto debe ser agregado a la ecuacién de movimiento en el siguiente
orden en la expansién o’ y modifica los términos (YU, 60U — 6 U + dy de
una manera crucial; digamos que esto abre una via para soluciones no cero para
las constantes de acoplamiento g; y por lo tanto para valores distintos de cero
para los coeficientes de Gasser-Leutwyler O(p?).

9 Integrabilidad Local y Unitariedad

Vimos que la ecuacién de movimiento de O(p?), la ec. (153), puede ser obtenida
de una accién local del tipo Weinberg (155), que envuelve una matriz unitaria
U(x), s6lo para z = +i. Si los correspondientes términos con cuatro derivadas
que justamente hemos encontrado son para ser derivados de operadores cuadridi-
mensionales en un lagrangiano local efectivo entonces ciertas relaciones son se-
guramente para ser requeridas de las constantes arbitrarias g; .

Tal lagrangiano tiene sélo dos términos compatibles con la simetria quiral si
usamos las ecuaciones de movimiento bidimensionales (153),

1
£ = 3 f2tr (K10,U0,U19,U0,U " + K20,U0,U"0,U8,U"" + h.c.).
(176)
Los términos

RUo U o,uUT,  orUoUTt,  (00)PUUTY, 0,0,U8,0,U"

los cuales en principio son posibles de reducir al conjunto (176) con ayuda
de la integracién por partes en la acciéon y de las ecuaciones de movimiento
bidimensionales (153).

La variacién del lagrangiano previo nos da la siguiente adicién a las ecua-
ciones de movimiento

o5 —f2U'{2K, [0,0,UU 9, UU'0,U + 9,UU'0,UU"0,,0,U

sU

-0,UUto,uU o, UU10,U —20,UU0,UU10,UU 10, U
+0,UU ' 02UU 10, U]
+K5 [0,0,UU0,UU"0,U + 9,UU'9,UU"0,,0,U+
20,UU710,0,UU10,U
+O,UU T 0,UU T 0,U + 0,UU 1 0,U U
-0,UUo,uUto,UU 19, U —20,UU10,UU10,UU0,U
-30,UU 19, UU0,UU 0, U]} UL (177)

Ahora apliquemos las ecuaciones de movimiento O(p?) para remover el lapla-

ciano sobre los campos quirales 82U . Entonces uno obtiene el conjunto de coe-
ficientes para las varias estructuras de campo quiral dadas en la Tabla 3. Para
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Comparacién entre los coeficientes de las diferentes estructuras de campo
quiral en las ecuaciones de movimiento derivadas de un lagrangiano
local y de la condicion de anulamiento de la funciéon beta, digamos
el anulamiento de las divergencias polo simple en el nivel dos loops

Estructura CQ x-lagr. dg dy
p——p——pp —202K1 + Ka)  5(1=2*)(1+2)(g1,r +292,) O
pp——p——p —22K1 + Ka2)  5(1=2*)(1 = 2)(91,r —292+) O
= —pp——p —4Ks §(1=2%) (=g + 2%g2.+) 0

p——p——p——p 2[(1-2*)K + Ko 0 —cy
bW——p——p——p —222K, 0 0
p——p——p——p A[K) + Ko — (1= 2%)2%g3, cv

ser determinados estos coeficientes son comparados entonces con los resultados
obtenidos de los coeficientes de las divergences polo simple a uno y dos loops

(ver (166) y (175)). Para 22 = —1 sélo una solucién es posible, implicando
1 o
Kp=0, Ky=-7ey= 3 10 = —G2,r = —g3,r = 4cv. (178)

Asi, comparando la ec. (176) con la parametrizacién usual del lagrangian de
Gasser-Leutwyler[38],

1 1 1
L :—L :—7L :_7K 2:
1 2 2 1 3 2 1f7r

f20/
16 °

(179)

Para o/ = 0.9 GeV~2 y f. ~ 93 MeV produce Ly ~ 0.9 - 1073 el cual es un
result[39] completamente satisfactorio.

Hasta ahora no hemos prestado atencién a la unitariedad de U en el nivel
dos loops. La variacién implicada por d, y dy respeta la unitariedad pertur-
bativa de U? O esto deja una nueva ligadura eventualmente incompatible con
los valores numéricos previos? Esto produce (ver el Apéndice I) que si uno
acepta coeficientes arbitrarios reales en el conjunto de vértices cuatridimension-
ales incluidos en (177) entonces la unica solucién compatible con la unitariedad
estd dada por la parametrizacion con constantes K1 y Ko. Asi el requerimiento
para preservar unitariedad bajo la renormalizacién de campos es enteramente
equivalente la condicién de integrabilidad local, similar al caso de operadores
bidimensionales. Este es un resultado notable que indica la consistencia del
procedimiento entero.
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A

Para construir la accion mas general invariante quiral e invariante bajo reparametrizacion
sobre el borde de la cuerda, uno puede usar el siguiente conjunto de operadores
bilineales en variables fermidnicas y de dimensién minima

"ZJLU'(/.)R7 7';./LU¢R> iééfoﬂ/)L’ @RU'”L%:,
Ve, VYR, YLUUTYL, ¢YrUTUYR. (180)

Otros vértices como U g pueden ser descompuestos en una combinacién
lineal de vértices bésicos (180) después de integrar por partes en la accién
Sy = [drLy. La interaccién local multi-fermiénica es suprimida en la aproxi-
macién principal N grande, ya que asumimos que todos los grados de libertad
mesonicos relevantes en este limite son reproducidos por la cuerda hadrénica.
Entonces una interaccién multi-fermiénica puede efectivamente surgir sélo de-
bido a la reduccién de masa pesada de glueballs, mesones hibridos y multiquark
suprimidos en el limite NV grande.

Como el caso de la accién simétrica CP es de lo més importante para pro-
porcionar la simetria conforme, nos restringimos con el andlisis de esta accién
solamente. Asi el lagrangiano general hermitico invariante C'P toma la forma:

Ly = bboUdr+ 0" GUyR+ 0" 4U ) + bdrUt,
+ic ("ZJL@/}L + @Ril}R) +id (@LUUWL - @RUJerR) , (181)

donde la constante b es compleja mientras que las constantes ¢, d son reales.
Como comparado al lagrangiano minimo (138) el Ly general contiene tres pardmetros
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Figure 1: Diagramas a un loop para el propagador.

reales mds, Im(b), ¢,d. Ahora mostremos que por la rotacién local de las vari-
ables fermidénicas que preservan su estructura quiral,

v = b+ aUvr, Y =aj¥r+ asrUT,
Yr = B+ UYL, Yr=BiYr+ B5¢LU, (182)

uno puede eliminar los vértices redundantes y reducir el lagrangiano (138) a la
forma minima. En orden a probar esto transformamos el lagrangiano minimo
(138) con la ayuda de la rotacién (182). El conjunto inicial de constantes es
b= (a+1)/2,c=d=0. El conjunto final de vértices serd invariante CP si las
siguientes condiciones se cumplen:

alffy = aifh, (183)
afly = ayf, (184)
oy = ayfh (185)
las primeras dos ligaduras relacionan algunas fases,
a1 = |oa|exp(ig1), B1 = £[B1|exp(ig1),
as = |asg|lexp(ide), P2 = =£|Ba]exp(ida), (186)

mientras la tercera elimina uno de los médulos de |o;| v |5;]. Tres mddulos
quedan y la fase relativa ¢ — ¢ viene a ser suficiente para cuadrar con las tres
constantes reales Im(b), ¢, d,

1 2d+¢c)?2 1
il = faalin = e+ ELEE

cos(¢p1 — ¢2) = g,
|31

1 1621} _ 1
slonllgil Floalitl = g¢ (#5220 = Jmw. asn
Evidentemente este sistema de ecuaciones tiene soluciones para Im(b), ¢,d ar-
bitrarios y por lo tanto el lagrangiano minimo puede ser siempre obtenido por
una transformacién de equivalencia (182) de campos fermidnicos. En el nivel
cuantico esta transformacion local no produce un jacobiano no trivial cuando
aplicamos la regularizaciéon dimensional para calcular esto.

B

En este y en los siguientes apéndices se presentan los resultados de nuestro
calculo perturbativo. Cuando sea necesario, ambas partes finita y divergente
seran dadas. Los diagramas estan etiquetados de acuerdo al nimero de la figura.
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Figure 2: Diagramas a un loop para el vértice con un campo .

Diagrama 1.a:
1 _ -
—59(A— B)A(O)UouU . (188)
Diagrama 1.b: Aqui se muestra el desarrollo del calculo

/dTldTQU_19(A - Tl)( - %) [(1 - z)ﬁ—T: - ;3_71(1 + Z)] U A1y — 72)

U(n - ) ( - %) (1= 2)0r, = 9, (1+ )| U 0(r - B)

= UTUUTQUU [ dndna (1 - 2)0(4 - )3(n — 72)d(re — B)A( - 72)

—(1 - Z)(l + Z)Q(A —71)07,0(T1 — 7'2)5(72 - B)A(Tl — Ta)
7(1 —+ Z)(]. — Z)(*(s(A — 7'1))0(’7’1 — TQ)(S(TQ — B)A(Tl — 7'2)
F(1 4 2)2(=8(A — 7)) (=8(r1 — 12))0(2 — B)A(ry — 72)]

= iU*laﬂUU*aﬂUU*1 [(1 — 22)9(A — B)A(0)
+(1 = 2?) /dTldTQG(A —11)0(11 — 72)8(12 — B)A(11 — 72)
+(1 - 22)0(A — B)A(A — B) + (1 + 2)%0(A — B)A(O)]

= iG(A - B)[3+2%)A(0) + (1 - 2*)A(A,B)| U9, UU 0, UU .

C

En este apéndice se muestran los resultados del célculo a un loop de los vértices
con dos lineas fermiénicas y una bosoénica. Las divergencias que aparecen no son
totalmente eliminadas por una redefiniciéon de U y los contratérminos adicionales
con derivadas mas altas son llamadas por.

Diagrama 2.a:

—39(14 = B)A(O)U18,(*U)U " [2,(A) + £,(B) + 2 (2,(A) — Z,(B))] -

(190)
Diagrama 2.b:
1004 = BYU {[A(0) (201 + 2)u(4) + (1~ 2)°2,(B))
+A(A,B)(1 - 2%)z,(B)] 9,UU"9,0,U
+ [A0) (14 2)*2,(A) 4+ 2(1 — 2)Z,(B))
+A(A,B)(1 - 2%)z,(A)] 0,0,UU ', U U . (191)
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Diagrama 2.c:
—le(A ~B){AO) [(1+ 223 — 2)2,4(A) + (1 — 223+ 2)7,(B)]
+A(A, B)(1 - 23 [Z,(A) (1 + 2) + Z,.(B)(1 — 2)]
+(1 = 2%) / dri,(r B)(1—2)— A(A,T)(1+z)]}

xU 9, UU0,UU 9, UU . (192)

D

Este apéndice tiene que ver con el determinante fermidnico y el anulamiento de
la anomalia de escala discutido en el cuerpo principal de la tesis.

Hay dos operadores mutuamente conjugados en la forma bilineal del la-
grangiano (138):

D = {(1 —2)U(7)i0; + (1 + 2)i0, (U(T)} ;

S0 N .

DI = [(1 + 29U (1)i0, + (1 — 2*)i0, (U+(T)] : (193)

Por lo tanto el determinante fermidnico total (el resultado de la integracién
sobre fermiones) o contribucién de loop fermiénico puede ser representado por

2y = | DD = | @0, - 51~ HVU*)(@0, - 51— =)0,

(194)

donde nos hemos restringido con los campos unitarios U. Ahora uno puede
factorizar fuera la constante infinita para operadores libres y encontrar la parte
no trivial en términos de propagadores fermiénicos:

Z; = |(i0.)|| exp {Tr (log ( ’aT (1- z)UU+)

24
bt
+log (1 21'87(1 2\UU ))}

_ Cexp{@(());/oo dT(lz+1z*)tr(UU+)}

—0o0

= Cexp{;/oo dm(UU*)}. (195)

—0o0

En esto ha sido explotada propiedad tridngulo del propagador fermidnico libre,

(] 7'y = 0(r = 7'), (196)

i
10, + i€
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el cual se sigue de la funcién de Green anticipada que se prescribe agregando
+ie. Como un resultado, sélo el primer orden en la expansién de los logaritmos
en (195) sobrevive cuando la operacién de traza funcional es realizada. El valor
0(0) = 1/2 y la eleccién invariante C'P z = —z* son empleadas. M4s rigurosa-
mente este resultado puede ser obtenido tomando el intervalo de tiempo-propio
finito con condiciones de borde antiperiédicas para campos fermiénicos. En-
tonces el determinante estard dado por el producto de autovalores discretos de
los operadores (193). Cuando procedemos a la linea limite infinita y para la pre-
scripcion adelantada con +ie uno recupera exactamente la funcional presentada
en la tltima linea de (195).

Evidentemente, para grupos SU(N) y para grupos U(1) con condiciones de
borde periddicas el exponente en (195) se anula y por lo tanto la contribucién
del loop fermidnico del lagrangiano minimo estd ausente. Esto automatica-
mente elimina la anomalia de escala ~ (Lf)yqc y con eso la simetria conforme
permanece intacta por los efectos de la polarizacién del vacio.

Para el lagrangiano extendido que incluye los vértices de mas altas dimen-
siones (163) la derivacién del determinante fermidnico es similar. Los correspon-
dientes operadores diferenciales lucen del siguiente modo:

D = (iBT - %(1 —2)UUT + %(1 —2?) [(gl — 2g2)0,UUT9,UUT (g1 + 2g2)
_0,UU+0,UU~ + 2zg38VUU+UU+aVUU+]) U,
Pt o= U+ <iaT - 3(1 _ MUt — éu ~ ) [0~ 2 wvaU VAU
(g1 + 2 g)UBUUD, U + 22*93U&,U+UU+U&,U+D . (197
De nuevo sélo el primer orden en la expansién de la traza logaritmica no es nula:
logZ; = C'+ é /_Z drtr ((1 _ 22 [zgga,,f]ayw + zgga,,UU+UU+ayUU+}

(1 - (2)?) [—z*gQayUayW + z*ggaVUUWU*a,UU*D . (198)

Los vértices proporcionales g; no aparecen después de aplicar la traza. Tomemos

las constantes simétricas CP z = —z*. Los vértices con la constante de acoplamiento
g3 son proporcionales a z+ z* y por lo tanto se anulan. En cuanto a los términos

g2 ellos forman una derivada temporal total en el caso invariante C'P,

oo
logZy =C"+ % / dr(1— 2%)zgy 0,t1(9,U9,UT) = 0, (199)
— 00
éste toma lugar para condiciones de borde periédicas.

Asi, a pesar del hecho que los vértices de mas altas dimensiones traen una
dependencia de escala dentro del lagrangiano (las constantes g; son dimension-
ales), ellas no generan una anomalia de escala debido a loops fermidnicos si y
solo si la simetria C'P es impuesta en el lagrangiano.
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Figure 3: Contratérminos a un loop para propagador fermiénico que vienen de
los vértices adicionales.

file=fig4.eps,width=5cm

Figure 4: Diagramas a un loop para el vértice con dos campos .

E

Aqui se consigna la contribucién de los contratérminos adicionales (161) al
propagador fermidnico.
Diagramas 3:

i (A(0) — A(A,B)) [(1+2)U'9,UU ¢, U
—~1=-2)U"¢ U '0,UU], (200)
donde
6 = A®0) _222 (1_228#81,UU_181,U— 1J2rZaVUU—1aHaVU
+20,UU'9,UU19,U). (201)

Cuando solamente retenemos los términos ~ A2?(0) uno reproduce exéctamente
2d II-

F

Aqui consignamos los diagramas que son relevantes para el calculo de los vértices
a un loop que involucran dos lineas fermidnicas y dos bosénicas.
Diagrama 4.a:

1
—gﬂ(A — B)A(0) [2,(A)Z, (A) (1 + 2) + Z,(B)Z,(B)(1 — 2)] Ufla,tayaiUUfl.
(202)
Diagrama 4.b:
Sus partes divergente y finita son

éG(A — B) {A(0) [2,(A)2, (A)2(1 + 2) + £,(B)z,(B)(1 - 2)%]
+A(A, B)z,(B)z,(B)(1 - 2%} U '0,UU10,0,0,UU . (203)

Diagrama 4.c:
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Sus partes divergente y finita son
éG(A ~ B){A(0) [2,(A)2, (A)(1 + 2)? + 2,(B)2,(B)2(1 - 2)]
+A(A, B)Z,(A)z,(A)(1 - 2*)} U19,0,0,UU '9,UU . (204)

Diagrama 4.d:
Sus partes divergente y finita son

—%9(,4 — B){A(0) [2,(A)z, (A)(1 + 2)*(3 — 2) + Z,(B)Z,(B)(1 — 2)*(3 + 2)]
+A(A, B)(1 = 2%) [2,(A) 2, (A) (1 + 2) + 2,,(B) 2, (B)(1 - 2)]
A
+(1 - 2%) / dr (2,2, (7) + 2,2, (7)) [A(7, B)(1 = 2) — A(A,7)(1 + Z)}}
B
xU~t9,UU19,0,UU19,UU . (205)

Diagrama 4.e:
Sus partes divergente y finita son

S04~ B {A0) [ (A7 (A1 + 226 — 2) + 2, (B) ()1~ 2P (3 +2)

A

(1= 22(1+ z)/B dr,,(1)d, ()

+A(A, B)(1 = 2%) [£,,(A)7,(B)(1 + 2) + £,(B)Z,(B)(1 - 2)]

L1z / d7 [i0(1)2, (B)A(r, BY(1 — 2) — 3(1)2, () A(A, 7)(1 +z)}}
xU~t9,UU 0, UU19,0,UU . (206)

Diagrama 4.f:
Sus partes divergente y finita son

— S04~ B) {A0) [2, (7, (A) (1 + 23 — 2) + 2, (B2, (B)(1 — 2)(3 + 2)

A

—(1-2)(1+ z)2/ dr,(7)7, (1)

B

+A(A, B)(1 — 2°) [2,(A)2, (A) (1 + 2) + 2, (A) 7, (B)(1 — 2)]
A
+(1 - z2)/ dr [2,(7) 2, (T)A(T, B)(1 — 2) — Z,(A)2, (1) A(A, 7)(1 + z)]}
B
xU~19,0,UU 0, UU'0,UU . (207)

Diagrama 4.g:
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Figure 5: Diagramas a dos loops para el propagador.

Sus partes divergente y finita son
%G(A — B){A(0) [2,(A)Z, (A)(1 + 2)(3+ 2)) + Z,(B)Z,(B)(1 — 2)(3 — 2)

A
(1 22) /B 47 (£,(1)3, (1) — ,(7)2(7))

+2A(A, B)(1 - 2%)7,(A)7,(B)}
xU~19,0,UU10,0,UU " (208)

Diagrama 4.h:
Sus partes divergente y finita son

%69(14 — B){A(0) [2,(A)Z,(A)2(1 + 2)*(3 — 2) + 2,(B)7,(B)2(1 — 2)*(3 + 2)]

B

(
(B =) - (1-22) [ dm‘cmm(r)]

A .
- ZQ)/B dr [A(r, B) (2,(r)i (1)2(1 — 2)

+i(1)T0 (T)(1 = 2%) + 3u(7)2, (B) (1 - 2)?)
—A(A, ) (Zu(T)2 (T)(1 = 2%) + 2, (1) 20 (1)2(1 + 2) + 2, (A)T (T)(1 + 2)?) ]
A T1
C(1— 2 / . / draea(1)3, (12) A7, 72)}
B B
xUto,UU o, UU9,UU " 0,UU . (209)
Todas las divergencias son removidas combinando la renormalizacién de U y

los contratérminos adicionales determinados del vértice a un loop con una linea
bosonica externa. Nuevos contratérminos no son requeridos.

G

Diagramas a dos loops para el propagador fermiénico. Sélo las partes divergentes
son necesarias.

Diagrama 5.a:

Su contribucién es totalmente divergente,

1
—§9(A - B)A*(0) Utz 0ouU (210)
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Diagrama 5.b:
Sus partes divergentes son

1
V(A= B) {A%(0)(3+ 2%) + A(A, B)A(0)(1 — 2*) } U1 020,UU 1 0,UU .
(211)
Diagrama 5.c:
Sus partes divergentes son

%9(,4 — B){A*(0)(3+ 2°) + A(A, B)A(0)(1 — 2*) } U 9,UU ' 920,UU .

(212)
Diagrama 5.d:
Sus partes divergentes son
1
—30(A - B) {A2(0)(3 + 2%) + A(A, B)A(0)(1 — 2%)}
xU~'9,UU 0 UU 1 9,UU . (213)

Diagrama 5.e:
Sus partes divergente y finita son

—%9(,4 — B){A?(0)(11 + z + 52 — 2°) + A(A, B)A(0)2(1 — 2°)(1 — 2)
+A*(A,B)(1-2*)(3+2)} U '0,UU 0, UU19,0,UU . (214)

Diagrama 5.f:
Sus partes divergente y finita son

—%H(A — B){A2(0)(11 — 2 + 522 + 2%) + A(A, B)A(0)2(1 — 22)(1 + )
+A*(A,B)(1-2*)(3—2)} U 10,0,UU "0, UU "9, UU". (215)

Diagrama 5.g:
Sus partes divergente y finita son

ée(A — B){A*(0)(3+2%) + A*(A,B)(1—2*)} U 19,0,UU"9,0,UU".
(216)
Diagrama 5.h:
Sus partes divergente y finita son

37129(14 =B {A%(0)(3+ 22)(T+ 22) +2(1 — 22)(3 + 22)A(A, B)A(0)
+(1 = 2%)(5 — 2*)A%(A, B)

A T1
+2(1 — 22)2/ dTl / dTQa‘rlA(TlvTQ)aTzA(TlvTQ)}
B B

xUto,uU 9, uU 9, UU 9, UU . (217)
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Diagrama 5.1
Sus partes divergente y finita son
1 2 2 2
750(/1 — B) [A*(0)(1 + 2%) + A(0)A(A4, B)(1 — 2%)]
xU10,UU19,0,UU 0,UU". (218)
Diagrama 5.j:
Sus partes divergente y finita son
1
604~ B) {A2(0)(1+2%)(9 — 2%) + 2(1 — 2%)(3 — 2*) A(A, B)A(0)
A

+(1— 2HA2(A,B) — (1 — 22)2/ dr (A(A, 1) — A(A, B)) A(r, B)
B

A T1
—(1722)2/ d7'1/ A0, A(T1,T2) 07y A(T1, T2)
B B
xU to,uU 9, UU19,UU 10, UU". (219)

La primera integral es reunida dentro de una expresién no singular. La segunda
integral es preparada para tener una singularidad mas débil que A2%(0) y esto
revela una singularidad del tipo A(0).

H

Primero entendamos las singularidades en J(A, B) con la ayuda del propagador
del campo escalar euclideo en 2 dimensiones (148) en la regularizacién cutoff,

A(r,0) = —d'In[(7* + 0° + R*)p*], R — 0. (220)

La regularizacién mancha la singularidad log, la normalizacién es tomada para
proporcionar —9?A(r,0) = 47a’§(7)8(o) for R — 0. Asf sobre el borde,

A(r,0=0) = —a/In[(* + R*)i?], s A(T,0 =0) =0, (221)

lo dltimo esté en concordancia con las condiciones de borde de Neumann para
cuerdas abiertas. Evidentemente, la relacién entre divergencias en RD y la
presente regularizacion es:

2 /
A(0) ~ —a' In [R2p?] 7%‘. (222)

Naturalmente este propagador no es necesariamente exacto en su parte finita.
Pero las divergencias extraidas con su ayuda deberian ser universales.
Con este ansatz es facil encontrar que

A-B)

J(A—B)=a"? {—ﬂ-( 7 —2In (R2,u2)} + términos regulares.  (223)
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La primera divergencia es tipo potencia y la desechamos (esta no apareceria en
célculos de RD). El segundo término es logaritmicamente divergente ~ 2a/A(0)
y retenemos Unicamente este.

Ahora realizaremos el mismo célculo en la Regularizacién Dimensional. Primero
definimos la integral (174) en 2 + ¢ dimensiones. Evidentemente podemos hacer
esto consistentemente para la segunda expresion en (174). Digamos que, reem-
plazamos 7 — || = ¢ con 7 siendo un vector 1 + ¢ dimensional e integra sobre
la esfera |7| < (A — B),

~B)=— ery (A— B 7)) [
ra-p = [ armra-poE A e

Después insertamos en (224) la derivada del propagador de la cuerda (148) en
2 + € dimensiones,

A'(t) = —a/el (%) (“f) e (225)

lo cual conduce a

e e ()"

2 2
A-B
X / dt(tp) (A — B — t)t=27¢, (226)
0
donde el volimen angular,
1+e
27z
MNte = 7 (227)
(%)
Después de integrar uno encuentra la siguiente expresién
- 2 V71 (A= B)uym) "
)
( ) (@p™)" (e 2 I (1) e(1+e)
s Ao o€ 2
20 AT pea). (228)
€

De este modo hemos reproducido el mismo valor de la constante cy .

I

Tomemos el conjunto de operadores maés general que pueden aparecer en las
ecuaciones de movimiento (E.0.M.) con constantes arbitrarias. Las ecuaciones
de movimiento de dimensién dos (153) son asumidas para sostener o apoyar y
por lo tanto no incluye ningtin vértice que contenga el D’Alambertiano 82. Nos
gustaria dar cuenta de un conjunto de constantes las cuales sostengan la relacion
de unitariedad (154), USU' = —6UUT. Los resultados son presentados en la
Tabla 4.
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Comparaciéon entre los coeficientes de las diferentes estructuras
de campo quiral en las ecuaciones de movimiento, sus hermiticos
conjugados y aquellos derivados de wun lagrangiano local (177)

Estructura CQ E.o.M. (E.o.M.)f x-lagr.

f——p— —pip a1 —az —2(2K1 + K>)

pp— —p——p az —ay —2(2K; + K»)

B—=—pp = =p as —as —4K>
pH—=p——=p——p ayq ay +az +aq 2[(1 - 2?)K; + Ko
p——pp——p——p  as as + as —22°K,
= —=p——p—=p ag a1 +az + a3+ ag 41K + K]

Uno puede ver que la unitariedad de 6U® es proporcionada para 22 = —1
sélo si

1
a; = ag = —(4K1 + 2K2), a3 = —4Ky, a4 = —5((11 + ag),

1 1
as = —§a3, ag = —§(a1 + a2 + a3>. (229)
Asi la unitariedad es alcanzada cuando los operadores en la ecuacién de movimiento

son derivados del lagrangiano local (176) y vice versa.

J

En este apéndice exploraremos un acercamiento un poco diferente y veremos
como los resultados son totalmente equivalentes a aquellos presentados en el
texto. Integraremos fuera los ‘quarks’ y derivaremos una accién efectiva en
términos de fuentes externas.

Para derivar la accién efectiva suplementaremos el lagrangiano (138) con
fuentes externas para campos fermiénicos

Ly=L;+ g+ Jribr +¥rJr + YrJr. (230)

Como este lagrangiano es cuadratico en los campos la accién efectiva,

oiSers(@) _ /diﬁdwe”‘ Lydt (231)

es sostenida por las soluciones de las ecuaciones clasicas,
vr + %(1 LU Tgn = U g, (232)
Tt 5 (42RO = Tt (233)
AN TR i S (234)
Ut %(1 G UUT = —id U, (235)
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Las soluciones se leen

Yn(r) = / in [Texp( drg (142U (TZ)U(TQ)H
iU~ (1) Tr(1), (236)
vi(r) = / i [Texp( dr2 1—2*)UT‘1(72)UT(TQ)>}

it ™! (11)JL(11), (237)

y su companera compleja conjugada.
Por lo tanto la accién efectiva toma la forma simple:

/:odTJL(T)/;dﬁ [Texp( /dT2 (14 2)0- (TQ)U(TQ)H

xiU " (11)Jr(m1) (238)

A su vez el propagador fermiénico total toma la forma

Wrlr)in(m) = U IT e |50 -2) [ ar00 a (0] ot = )

Texp [;(1 +2) / g [:c#(T)]}

T2

XU_l[IM(TQ)]9<T1 —T2). (239)

Remarquemos que las dos piezas con T-exponenciales en la tltima igualdad son
idénticas.
Expandimos la primera expresién para el propagador en (239)

T1

(Yr(11)¥L(12)) = (11 — 72)U (1)) [1 + 1(1 - Z)/ drUU [z, (7))

%(1 — 2)? /T dr / dr'UU e, (M) UU [z, (7)) + - ] (240)

El segundo orden en la expansién es suficiente para analizar divergencias a un
loop del propagador. A su vez podemos desarrollar la expansién perturbativa
alrededor de un background, z(7) = xg + Z(7),

U fa(m)] = U (a ﬁLmAme> !(a0)
%@(ﬁ):ﬁy(ﬁ)[—(auayU)U—l(xo) + 2(6MU)U‘1(al,U)U‘l(xo)}(.Ml)

Evidentemente el término con dos derivadas sobre U sale sélo de esta parte de
la expansiéon. Ademds uno deberia también evaluar:
UU M au()] = 2,0,UU *(xo) + 243, [0,0,UU*(20)
—0,UU'0,UU  (zg)] + -+ (242)
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Ahora insertamos las dos expansiones de encima dentro de la ec. (240) y reten-
emos sélo términos cuadréticos en Z,,,

U*l(xo)%[faﬂayUU*(xO) +20,UU10,UU " (20)] (1) 2, (1)

—%(1 - z)U’laﬂUU’la,,UU’l(xo)/ A, (1), (1)

T2

%(1 U 0,0,00 (0) — 0,UU 10, UU " ()] / dri (7)3(7)

1 T1 T . .
+1(1—z)2U—1auUU—1a,,UU—1(xO)/ dT/ dr' &, (1), (7') (243)

Después de integrar sobre 7, 7" y promediando en Z,(7) con la ayuda de férmulas
para el propagador de la cuerda, teniendo en mente que A(O) = 0 (es decir la
contribucién de la tercera linea es igual a cero) uno obtiene la parte a 1-loop en
la forma en que se escribi6 en el texto principal,

30— U [80){ -5z

2 1— 2
+?H_228MUU‘16MU} + %A(Tl - 72)8NUU‘18MU] U1 (244)

K

En este apéndice se muestra como agregar campos U(1) al lagrangiano (138).
Para llevar a cabo esto, reescribamos (138):

2= 5i{0 — DU @n — (1 + U @)r) +he.  (245)
v acoplemos campos U(1) haciendo:
U(z) — U(z) = @)U (2)e~#*)Q (246)
donde
p=gi+es= [ A AE) (247)

To

Pl = EEH(T)AM(Q%) + Z (n i 1)!5u(7)*%1/1 (1) Ty, (T)0, - Oy, Ap(2o) (248)

pr= [ Ar0E) S B ) T ()00 B Fuy(a)
T n=1

(n+1)!
(249)
Entonces podemos expandir U () alrededor de un background constante x,,
y para estudiar los diagramas Una Particula Irreducibles (OPI):

1 1 ~ 1. - 1 1
5902‘1‘5903‘*" - )(Uo+$uaqu+§xuxvauavUo o )(14‘290_5802—5@3"" )

o

U(x) = (1—ip—
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~ 1. [T ~ ~ 1. .
=2,D,U, + §$,L$VD,LDVU0 + % / dr' 0,7, (7%, (") Fuw, Up) + gx“x,,zAD“DVDAUO

To

—&—%@AT) /7-: dr'0-2, (7T \(7")[DuUs, Fru(70)] + % /T: dr' 8-, (72, (T ZA(T") [Uss Dy Fap(20)]

1. . - - [T - -

—&—Ix#xyx)\mpDuDl,D)\Don — %/ dr'0:%, (7", (T TA(T") 2o () [0 ONF i Us)
i [T ~ ~ N~ /

fg/ dr' 07, (7T, (T T (7") 2, (7) [0y Faps DpUo)

o

+%/T dr'0:%, (") T, (7 TA(T)xp(T)[Fy s DAD,U,)

1 /7 - - T - -
+ / A7 0,5, (') (') / A"\ (7")F (P [Fopes Usl o + o [Uns For]} (250)

o o

Y como antes podemos obtener las Reglas de Feynman
De la expansién anterior obtenemos el propagador fermiénico libre:

(Qr(T)Yr () =U10 (1 —7') (251)
El propagador bosoénico libre es:
(2 (P (7)) = b AT — 7), (252)
notemos que
A(r — ') = A(0) = % (e — 0)

Los dos primeros vértices los podemos expresar como:
El operador vértice 2-fermiones y 1-bosén

—%[(1 - z)8_; -1+ Z)E]DHUO (253)

donde las flechas sobre la derivada parcial indican hacia donde actia.
Y el operador vértice 2-fermiones y 2-bosones

SH0-298 — (14 25 5 <7050 > DD,
+5 [ Ldr'0, < E(FT) > [Fu U} (254)

Como antes, con los propagadores y operadores vértice previos, podemos
computar las correcciones al propagador fermiénico a 1-loop

1
ZU;lDHUOUo‘lDHUOUO‘l{(3+z2)A(O) +(1—2H)A(Ta—7B)}O(TA—TB) (255)

o7



1
—§A(O)@(7A —71)U,'D,D,UU," (256)

Entonces se obtiene para la parte divergente del propagador:
1 -1 2 3+ 22 -1 -1
5@(7,4 —18)A0)U, " ¢ =D, U, + —5 D, UU;"D,U, U, (257)

Podemos eliminar esta divergencia introduciendo un contratérmino apropi-
ado

2
SU = A(0) {DﬁUo - <?’+22> DHUOUolDHUO} =0 (258)

Recuperamos la simetria conforme si anulamos la contribucién de arriba.
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