Apéndice 1: La integral de Jy(z)

Introduccién

En este Apéndice encontramos la Transformada de Laplace de Jy(z) y a partir de ella demostramos que
oo

I3 Jo(x) da = 1.
0

En la Clase XX, a partir de la funcién generatriz de las funciones de Bessel, encontramos la representacion
integral de Jo(z) la que estd dada por
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(1) Jo(z) = —/ cos(zsen 0) db.
2m Jo
Usando la férmula de Euler, i.e., que exp(iz) = cos z + isen z, podemos reescribir (1) como
1 27 ) )
) - izsen 0 —izsen de.
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Ahora multiplicamos (2) por exp(—az) con a > 0 e integramos en x entre 0 e infinito. Intercambiando
los ordenes de integracién, obtenemos de inmediato que

(3) /000 Jo(z) exp(—ax) dzx L7 < ! + ! ) de 1L a do.
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Usando la formula del 4ngulo medio, i.e., que sen?§ = (1 — cos 26)/2, tenemos que

oo 1 27 2

y, haciendo el cambio de variables 8 — ¢ = 20, y recordando que cos ¢ es periddica de periodo 27,
obtenemos,
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(5) /O JO(.T) eXp(—aaj) d.]? = ;/(; m d(b = ; \/(2a2 n 1)2 1 = \/1 - a2 .

Aqui hemos usado la integral,

©) /2“ dp  or
o a-+bcosed aZ b2’
que es valida cuando a? > b2, y que se puede hacer facilmente usando el Teorema de los Residuos en
Variable Compleja.
Haciendo a = 0 en (5) vemos de inmediato que

/000 Jo(z)dz = 1.

Tomando derivadas con respecto a a en (5) y luego evaluando en 0 podemos calcular otras integrales,
e.g.,
oo
/ x Jo(z) dz =0,
0

etc.



