CLASE #12: La ecuaciéon de ondas en una dimensién; solucion por el método de
D’Alembert

Introduccion

En esta clase presentaremos el método de D’Alembert para la solucién de la ecuacién de ondas en una
dimensién. En particular, la solucién de D’Alembert para la ecuacién de ondas en toda la recta esta dada
por la ecuacién (15) mds abajo.

Como vimos en la clase anterior, la ecuaciéon de ondas en una dimensién estd dada por

1
(1) S Utt = Ugg,

c
en que el parametro ¢, depende de la densidad de masa de la cuerda y de la tension a la que esta sometida.
Aqui veremos que c es precisamente la velocidad de propagacion de las ondas en una cuerda infinita (i.e.,
muy larga).

En la primera parte de esta clase discutiremos la solucién de la ecuacién de ondas en toda la recta real
(i.e., para una cuerda infinita) con condiciones iniciales

(2) u(z,0) = f(z),
y
(3) u(2,0) = g(x),

respectivamente. En cuanto a las propiedades de regularidad de las funciones f y g supondremos que
ambas son continuas y que tienen derivadas continuas por pedazos. Nos proponemos encontrar la solucién
u(z,t) que satisface (1), (2) y (3). Con ese objetivo hagamos el cambio de variables (x,t) — (&, n), dado
por

(4) E=x+ct y n=ux—ct,

respectivamente. De (4) encontramos de inmediato la transformacién inversa, i.e.,
1 1

5 == t=—(&—n).

(5) e=5E+n) vy 50 (&~ )

Vamos a abusar de notacion y llamaremos con el mismo simbolo a la solucién u en estas nuevas coorde-
nadas. Usando la regla de la cadena y (4, encontramos que que
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Ui
Uy = Ug7— + Uy 57— = Ug + Uy,
T 3 ox n ox 3 n
y repitiendo este cdlculo una vez més obtenemos
(6) Ugy = Uge + 2Ugy + Uy,
en que hemos usado que ug, = u,e). De la misma manera, podemos calcular,
&n ng
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y haciendo el calculo una vez maés, obtenemos,
(7) up = ¢ (uge — 2ugy + ) -
Reemplazando las expresiones para ., y u; obtenidas en (6) y (7) respectivamente en la ecuacién de
ondas (1), obtenemos de inmediato esta ecuacién en las nuevas variables:
(8) Ugn = 0
1



cuya solucién general es

9) u(&,n) = p(&) +q(n),

en que p y ¢ son funciones arbitrarias de £ y 7 respectivamente. A continuacién tenemos que determinar
estas funciones p y ¢ a partir de los datos iniciales f y g. A partir de (4) y (9) tenemos en general que

(10) u(z,t) = p(x + ct) + g(x — ct)).
Imponiendo la condicién inicial (2) encontramos,
(11) p(z) +q(z) = f(z)

Ahora, derivando (10) con respecto a t y luego evaluando en ¢t = 0 e imponiendo (2) encontramos,
c(p'(z) = ¢ (x)) = g(x),

expresion que podemos integrar, para obtener,

1 xr
(12) p(o) -~ (o) = 3 [ gs)ds

¢ Juy
en que xg es un punto cualquiera de la recta real (i.e., corresponde a la constante de integracién). A partir
del sistema de ecuaciones (11) y (12) obtenemos las funciones p y ¢ en términos de los datos iniciales f,
v g. Asi,

(13) o) =5 () + [ aas).

0

y
(14) «m§<ﬂﬂé}@m§;<ﬂ@+LMM$@)

respectivamente. Evaluando estas expresiones para p y g en x+ct y x—ct respectivamente, y reemplazando
en (10) finalmente encontramos que la solucién de la ecuacién de ondas unidimensional (1), con los datos
iniciales (2) y (3) respectivamente, estd dada por

1 1 x+ct
(15) u(z,t) = = (fla +ct) + flz —ct)) + — / g(s) ds.
2 26 x—ct

Esta es precisamente la solucién de D’Alembert para la ecuacién de ondas en R. (ver comentarios
bibliograficos al final de esta clase). El significado de los distintos términos de la solucién de D’ Alembert,
es el siguiente: Si f(z) es el perfil inicial para la peturbacién inicial de los distintos puntos de la cuerda,
f(x — ct) represeta un perfil idéntico al inicial que se desplaza (manteniendo su forma) hacia la derecha,
con velocidad ¢. Por ejemplo si pensamos que f(z) es un perfil que tiene un maximo en un punto z, en el
tiempo t, f(z —ct) tiene el méximo en x —ct = Z, i.e., en © = &+ ct. En otras palabras en un tiempo ¢ el
méximo se ha desplazado en una cantidad ct hacia la derecha. De la misma manera, f(z — ct) representa
un perfil idéntico al inicial que se desplaza con velocidad ¢ hacia la izquierda (manteniendo su forma).
Entonces, dado el perfil inicial f(z) para la posicién de los distintos puntos de la cuerda, uno puede
construir la evolucién de este perfil geométricamente, dividiendo f(z) en dos, y desplazando estas dos
mitades rigidamente hacia la derecha y hacia la izquierda respectivamente. Una interpretacién analoga
se puede hacer para la evolucién inducida por el término g. De esta interpretacion fisica se esprende el
hecho que ¢ es la velocidad con que se propagan las perturbaciones iniciales en la cuerda.

Un aspecto importante de la solucién de D’Alembert, es el hecho que la solucién u(z, t) para un tiempo
t (cuando g = 0) solo depende del perfil inicial en las posiciones x — ¢t y x + ct respectivamente. Este
hecho también es cierto para lasolucién de la ecuacién de ondas en cualquier dimensién (espacial) impar,
i.e., en particular para dimensién 1 y 3. Esto no es cierto en dimensiéon 2 como veremos mas adelante.
Esta propiedad de las soluciones de la ecuacién de onda (en dimensién impar) se conoce como “Principio
de Huygens”.



Método de D’Alembert para resolver la ecuaciéon de ondas en una cuerda finita con condi-
ciones de borde

Al principio de esta clase vimos como encontrar la propagacién de perturbaciones en una cuerda
infinita. A continuacin usaremos el método de D’Alembert para encontrar las soluciones al movimiento
de una cuerda de largo L con condiciones de borde fijas en los extremos, i.e, al problema descrito por el
sistema de ecuaciones:

(16) C%utt = Ugy,

(17) u(,0) = f(z) vy w(z0)=g(x),
y

(18) u(0,t) =u(L,t) =0,

para todo z € [0, L], y t > 0. Para poder usar el método de D’Alembert y al mismo tiempo satisfacer las
condiciones de borde (17), extenderemos las funciones f(z) y g(z), las que en principio estdn solamente
definidas en el itervalo [0, L] a toda la recta real. Abusaremos de la notacién y usaremos los mismos
nombres, f y ¢ para las funciones extendidas. Primero extendemos f a una funcién definida sobre el
intervalo [0,2L] del modo siguiente: f(z) en el subintervalo [0,L] y —f(2L — z) para = € [L,2L]. En
palabras simples lo que hemos hecho para construir esta extensiéon es reflejar primero la funcién con
respecto al eje x y luego esta funcién reflejada la reflejamos en torno al eje = L (i.e., hemos reflejado f
en forma impar con respecto al punto (z,y) = (L,0). Luego, extendemos la funcién, que obtuvimos del
paso anterior, en forma periédica (con perfodo 2L) a toda la recta real, i.e., f(z +n(2L)) = f(x), para
todo z € [0,2L], en que n € Z. Es simple verificar (por construccién) que la funcién f(z) extendida,
satisface f(0) = f(L) = 0 (mas en general, que f(nL) = 0, para todo n € Z. En cuanto a la extensién
de g desde el intervalo original [0, L] a toda la recta real, procedemos exactamente de la misma manera.
Una vez que contamos ya con las extensiones de las funciones f y g a toda la recta real, la solucién de
nuestro problema (i.e., el sistema de ecuaciones (16), (17), y (18) estd dada precisamente por la solucién
de D’Alembert (15), en que ahora f y g son nuestras funciones extendidas. Nétese que en (15) esta vez
(x,t) € [0, L] x R*. Que la funcién dada por (15) satisface la ecuacién diferencial (16) y las condiciones
iniciales (12.17) es inmediato. Solamente necesitamos verificar que ademds satisface las condiciones de
borde (18). En efecto, de (15) tenemos que

“+ct
u(0,8) = 5 (f(et) + f(—et)) + - / o(s) ds.

2C —ct
Perro, por construccidn, tanto (las extensiones de) f y ¢ son funciones impares, i.e., f(—z) = —f(z),
g(—x) = —g(z). De aqui sigue de inmediato que u(0,¢) = 0. Como las funciones extendidas tambiés son

impares con respecto a x = L, sigue también que u(L,t) = 0 para todo ¢ > 0.

Equivalencia de las soluciones de D’Alembert y de Bernoulli

En la clase pasada obtuvimos, mediante el método de separacién de variables y la descomposicién en mo-
dos normales, una solucién alternativa de la ecuacién de ondas en un segmento finito [0, L] con condiciones
de borde de Dirichlet. En esta seccion demostraremos que ambas soluciones coinciden.
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