CLASE #5: EL TEOREMA DE WEIERSTRASS.
Introduccién

En esta clase discutiremos el Teorema de Weierstrass sobre la aproximacion de funciones continuas reales
definidas en un intervalo cerrado y acotado, por medio de polinomios.
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Consideremos el espacio vectorial de funciones continuas reales definidas sobre el intervalo cerrado y
acotado, [a,b], el que denotaremos por C([a,b]). En 1885, Karl Weierstrass (1815-1897) demostr6 que
toda funcién, f € C([a,b]) se puede aproximar por polinomios, mds precisamente

Teorema 1 (Weierstrass, 1885). Dado € > 0, existe n(e) y un polinomio p, tal que

(1) /(@) = pn(z)] <

para todo x € [a,b].

En esta clase demostraremos este Teorema, siguiendo la adaptacion de la demostracién de S. Bernstein
(ver [1]). Esta demostracién es constructiva, en el sentido que dada una funcién continua f, tenemos
una familia explicita de polinomios que la aproximan. Estos polinomios se conocen como polinomios de
Bernstein. Para simplificar los cdlculos, solo consideraremos funciones definidas sobre el intervalo [0, 1]
(siempre se puede llevar un intervalo cerrado y acotado [a, b] al intervalo [0, 1] mediante una traslacién y
un escalamiento). Consideremos entonces f € C([0,1]), y definamos los polinomios
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Noétese que cada uno de los términos de la suma en (2) es un polinomio en z, de grado n, de modo que
B, (f,z) es un polinomio de grado n. En un momento vamos a demostrar que si n es suficientemente
grande B, (f,z) es una buena aproximacién de f, pero antes, como precalentamiento calcularemos los
polinomios asociados a algunas funciones simples.
Primero calculemos B, (1, z), i.e., el polinomio asociado a la funcién constante 1. Para hacerlo, usare-
mos el Teorema del Binomio, i.e.,

3 @+u)" = Z BE

Eligiendo y = 1 — z en (3), obtenemos
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y si comparamos esta expresién con (2) en el caso en que f = 1, vemos de inmediato que
(4) B,(1,z) = 1.
Ahora, si derivamos (3) con respecto a x y multiplicamos el resultado por 2 obtenemos,
n
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que podemos reescribir (dividiendo por n y eligiendo y = 1 — 2 como antes), como



y, comparando con (2) vemos que
(6) B, (z,z) = .

Vamos a repetir el procedimiento anterior una vez més. Partimos ahora de (5), derivamos nuevamente
con respecto a x y multiplicamos el resultado por x y obtenemos

(™) ne(@+y)" " +nn -1’ (@+y) = (Z) K2y,
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Tal como antes, elegimos y = 1 — x, y, esta vez, dividimos por n?, para obtener
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y, comparando con (2) vemos que

(8) Bl ) = o2 4 21=2)

Esta vez, B, (22, z) no coincide con 2. Sin embargo el error (i.e., la diferencia entre la funcién z2 y el
polinomio B, (22, z), que estd dado por z(1 — x)/n es menor o igual a 1/(4n) en todo el intervalo [0, 1].
Eligiendo n suficientemente grande, este error se puede hacer tan chico como uno desee.

Después de este precalentamiento podemos ir a la demostraciéon del Teorema de Weierstrass. Vamos
a utilizar las siguientes dos propiedades de las funciones continuas definidas sobre un intervalo cerrado y
acotado:

i) Toda funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado es acotada (de hecho toda funcién continua
sobre un intervalo cerrado y acotado alcanza su méximo y su minimo en dicho intervalo), asi pues,
podemos asumir que existe una cota M, tal que

(9) [f(z)| < M,
para todo z € [0, 1].

ii) Toda funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua, i.e., Para todo
€ > 0, existe § (que sélo depende de €) tal que

(10) [f(@) = f)l <e  silz—y| <.

Teniendo en cuenta la identidad,

1= kz: <Z)xk(1 — )k,

y la definicién (2) de los B, (f,z) podemos escribir el error (i.e., la diferencia entre la funcién f y el
polinomio B,,(f,z)) como

(1) Bt - 1@ 1= (3) [ - s -,
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Pero el médulo de una suma es menor o igual que la suma de los médulos de los sumandos, por lo tanto,
a partir de (11) obtenemos,

(12) Buthi) - 1@ < 3 (3 )1AC) = flh 1 -
k=0

Consideremos ahora un punto x arrbitrario, pero fijo, en el intervalo [0, 1]. Nétese que cuando k varfa
entre 0 y n, la cantidad k/n varfa entre 0 y 1. Si n es suficientemente grande k/n puede aproximarse
bastante a x, para algunos valores de k. Separemos la suma en el lado derecho de (12) en dos partes,
de acuerdo a la cercanfa de k/n a x. Consideraremos entonces dos tipos de valores de k en [0,n]: los k
cercanos, que satisfacen

|E - Jf| < 67
n

en que § es el ancho de la ventana asociada a la ecuacién (10), y los k lejanos, que satisfacen,
k
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Para los k cercanos tenemos por (10) que |f(z) — f(k/n)| < €, en tanto que para los k lejanos solo
podemos afirmar que
k k
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usando el hecho que f es acotada. Haciendo pues la descomposicién, y usando estas dos ltimas desigual-
dades en (12) obtenemos,
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Podemos mayorar la primera suma extendiendola a todos los valores de 1 < k < n. En tanto que en la
segunda suma usamos
(z — (k/n))?
1< 2
para escribir,
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y luego mayoramos la suma extendiéndola a todo 1 < k < n. Asi obtenemos,
|Bu(f.x) = f@)| < e+ 300 (3) (2% = 22 + (5)?) o (1 —2)"
(15) =€+ 25# (xz —22B,(x,x) + Bn(x2,x)) ,

en que hemos usado (2) para reemplazar las tres sumas distintas que aparecen en (15) en términos de
B, (f,x). Finalmente, usando los cdlculos que hicimos en el precalentamiento tenemos By, (z,z) = = y
By (2%,2) = 2 + 2(1 — x)/n, y reemplazando en (15) tenemos

2M M
(16) |Bu(f,2) = fl@)] S et 5 a(l—2) S et g < 2¢,

si elegimos n > M/(25%¢), lo cual concluye la demostracién del Teorema de Weierstrass.
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