CLASE #6: METODO DE CUADRATURA DE GAUSS.
Introduccion

En esta clase estudiaremos una aplicacion de polinomios ortogonales al cdlculo de integrales definidas.

El método de cuadratura de Gauss es un excelente método numeérico para evaluar integrales definidas de
funciones, por medio de sumatorias simples y faciles de implementar. Por otra parte, es una aplicacién
bastante interesante de los polinomios ortogonales.

Antes de ver el método de cuadratura de Gauss propiamente tal necesitamos introducir la Interpolacion de
Lagrange: Consideremos una funcién continua definida en un intervalo (a,b), y un polinomio cualquiera
¢n de grado n, con n raices simples en el intervalo (a, b). El método de interpolacién de Lagrange consiste
en encontrar un polinomio de grado n — 1 que coincida con la funcién f(x) dada, precisamente en los
ceros de ¢,. Este polinomio de interpolacién estd dado explicitamente por
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en que la abcisa z,; es el cero i-ésimo de ¢,,.

Noétese que cada uno de los sumandos en (1) es un polinomio de grado n—1, pues cada uno de los factores,
é()n/(x — ;) es un polinomio de grado n — 1 dado que z,,; es precisamente una raiz de ¢, (x). Por
otra parte, tenemos ya sea,
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donde hemos usado I’Hopital para evaluar este ultimo limite.

Consideremos el espacio de funciones L?([a, b], w(x) dz), i.e., funciones reales de cuadrado integrable en
el intervalo [a,b] con respecto a la funcién de peso dada w(xz) > 0. Llamemos {¢,}, a la familia de
polinomios ortogonales (construidos a partir de las potencias 1, x, 2, ..., usando el método de Gramm-—
Schmidt con el producto interno usual, i.e., (f,g) = f; f(@)g(z)w(x)dz). Hemos visto mds arriba que
el polinomio ¢, (de grado n) tiene precisamente n ceros simples en el intervalo (a,b). Llamemos y ;,
1=1,...,n a estos ceros.

Consideremos ahora una funcién f(x) que sea un polinomio cualquiera (pero fijo) de grado 2n — 1.
Llamemos F(z) a la funcién que interpola a f(z) a través del polinomio ¢,, (i.e., la funcién definida a

partir de f(z) por (1)).
Llamemos
f(z) — F(z)
4 r(r) = ————=.
(4) (x) (@)
Notemos las siguientes propiedades de r(x) as{ definida: i) Como la funcién de interpolacién, F(z),

coincide con la funcién original f(x) en cada uno de los ceros del polinomio ¢,,(x) usado en la interpolacion,
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el cuociente r(x) es continuo en el intervalo [a,b] (los ceros del denominador se cancelan con los del
numerador); ii) Debido a lo anterior, y como f(z) es un polinomio de grado 2n—1, F(z) de gradon—1y
¢n(x) de grado n, se puede observar de inmediato que r(x) es un polinomio de grado (2n—1)—n =n—1.

Ahora, de (4) tenemos,

(5) f(z) = F(z) + r(2)¢n().

Si multiplicamos (5) por el peso w(z) e integramos en (a,b), obtenemos de inmediato que

(6) / F@)w(z) de = / Pyl dr.

Para obtener (6) hemos usado que f x)dn (z)w(z) de = 0, que sigue del hecho que r(x) es un polinomio
de grado n — 1, de modo que se puede expresar como una combinacién lineal de ¢q, ¢1, ..., ¢n_1 todos
los cuales son ortogonales a ¢,,.

Finalmente, reemplazando la expresién de F(z) dada por (1) en (6), e intercambiando la suma por la
integral, obtenemos
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en que los pesos quedan dados por

o é(x)
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Ejemplo 1: Usemos el método de cuadratura de Gauss para evaluar la siguiente integral:

1
dx
I = .

La integral anterior es muy simple de evaluar en forma exacta. De hecho tenemos,

(10) I=1log(3+2) | ,=log2 ~0,6930...

Ahora usaremos el método de cuadratura de Gauss para estimar I. Notese que la integral en cuestiéon
estd hecha sobre el intervalo (—1,1), de modo que la podemos pensar de la forma

I= /_11 f(z)w(x)dz

en que f(x) =1/(3+4 z) y el peso w(x) = 1. Los polinomios apropiados son por lo tanto los polinomios
de Legendre. Usemos entonces el Método de Cuadratura de Gauss con el polinomio (de Legendre) de
segundo grado

1
¢a(x) = 5(31'2 —1).
Nétemos que, tal como se espera, ¢, tiene exactamente dos ceros simples en el intervalo (—1, 1), dados
por
V3 V3
T2 1 = Y Y T2 = +?-

En cuanto a los pesos correspondientes, tenemos,
1
322 — 1
11 Aot = / \f / + ~Z)dx = 1.
( ) 21 -1 (.’L‘ — .132 1)6%‘2 1

Anilogamente se puede encontrar Ay o = 1. Antes de continuar, notemos que si usamos el método de
cuadratura de Gauss escogiendo ¢2, s6lo obtendriamos un resultado exacto si la funcion f fuese un
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polinomio de grado 2n — 1 (i.e., 3 en este ejemplo). En nuestro caso la funcién f(z) = 1/(3 4+ x) no es ni
siquiera un polinomio, asi es que el método de cuadratura sélo dard un resultado aproximado. Veremos
que el valor aproximado es bastante satisfactorio. (En general se puede estimar el error). Luego de este
comentario, usando cuadratura, tenemos la siguiente estimacion,

(12)
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_13+$zA2,1f(x2,1)+>\2,2f(m2,2)=f(?)+f( 3 ):3+\/§/3+3—\/§/3:ﬁ%0’6923"’

resultado que difiere en un uno por mil del resultado exacto.

Ejemplo 2: Usemos ahora el método de cuadratura de Gauss para evaluar la siguiente integral:
(13) J = / |
o 1 3 + .’172 ’

La integral anterior también es muy simple de evaluar en forma exacta. De hecho tenemos,

2 1 T
14 J = —arctan —= = ——=
14 V3T AT 5
Ahora usaremos el método de cuadratura de Gauss para estimar J. Ndétese que la integral en cuestiéon
estd hecha sobre el intervalo (—1,1), de modo que la podemos pensar de la forma

1
I:/gﬂ@wWM%

en que f(x) = 1/(3+22) y el peso w(z) = 1. Los polinomios apropiados son por lo tanto los polinomios
de Legendre. Usemos entonces el Método de Cuadratura de Gauss, pero esta vez con el polinomio (de
Legendre) de tercer grado, cuyos pesosy abcisas estdn dados por

5 V15

= 57 xr31 = 7?7

~ 0.6046

8
Az = 9’ z32 =0,

y
5 V15
A3z = 7 31 = JrT,
Por lo tanto, usando cuadratura, tenemos la siguiente estimacion,
1
dx 8 25 49
1 — &\ A A = —4+—=—r 49. ..
(15) /_1 37 22 31 (231) + A32f(32) + A3 3f(23,3) 57 + 81 31 0,6049

resultado que difiere en menos de un uno por mil del resultado exacto (14).
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Notas histéricas: El articulo original de Gauss sobre el método de cuadratura se puede ver en sus obras
completas [Gauss, C.F., Methodus nova integralium valores per aproz. inveniendi, en Werke, Vol. 3, pp. 163].
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