CLASE #9: POLINOMIOS ORTOGONALES (Continuacién): ECUACION DIFER-
ENCIAL DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES / FUNCIONES GENERATRI-
CES.

Introduccién

En esta clase continuaremos nuestra exposicion a los polinomios ortogonales. En primer lugar deduciremos
la forma de la ecuacion diferencial que satisfacen los polinomios de Jacobi. Luego discutiremos las
funciones generatrices, en particular, usaremos la funcién generatriz de los polinomios de Legendre para
deducir algunas de las propiedades de esta familia de polinomios. En la proxima clase usaremos la
Férmula de Rodrigues y el Teorema de Cauchy de variable compleja para deducir la funcién generatriz
de los polinomios de Hermite.

Todas las familias de polinomios ortogonales que hemos visto hasta ahora satisfacen ecuaciones diferen-
ciales lineales de segundo orden, que pueden ser interpretadas como ecuaciones de valores y funciones
propias. Son estas ecuaciones diferenciales las que aparecen en diversas aplicaciones de la fisica. Por
ejemplo, la ecuacion diferencial que satisfacen los polinomios de Hermite aparece en la solucion del os-
cilador arménico en Mecdnica Cuéntica. A continuacién revisaremos un método simple para deducir la
ecuacién que satisfacen los polinomios de Jacobi (que incluyen a los de Tchebycheff y de Legendre). Este
método se puede usar en forma similar para deducir la ecuacion que satisfacen las otras dos familias de
polinomios ortogonales que hemos visto, i.e., Laguerre generalizado y Hermite.

Denotemos por ¢,, al enésimo polinomio de Jacobi (que como hemos visto son la familia de polinomios
ortogonales en el intervalo (—1,1) con respecto al peso w(z) = (1 — z)*(1 + x)”.

Consideremos la expresién

0 £ (w00 =)L 0@

la que podemos pensar como el resultado de la accién del operador lineal £ definido como

) £= g (w@a-220).

x
sobre ¢, ().

Observemos primero que £(¢,) es igual a w(z) veces un polinomio de grado n. En efecto, usando la
funcién de peso w(z) = (1 — 2)*(1 + z)” de los polinomios de Jacobi, y calculando explicitamente las
derivadas que ocurren en (1) tenemos

(3) L(pn(x)) = w(z) [(1 —a?)¢y, + (B —a— (a+ +2)z)¢,] -
Podemos notar que el factor que aparece entre paréntesis [..] es un polinomio de grado n y por lo tanto
puede ser expresado como una combinacion de ¢g, @1, - . ., Pn, i.€.,
d don -
4 — (1 —2? — ) = :
(4) (0= ) =@ Y o
k=0
Si podemos demostrar que los coeficientes ¢ son nulos para 0 < k < n, entonces (4) serd una ecuacién
diferencial de segundo orden para ¢,. Para demostrar que, efectivamente los coeficientes c; se anulan
para k < n, multiplicamos la ecuacién (4) por ¢r(x) (con 0 < k < n), e integramos sobre el intervalo
1
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(—1,1). Por la ortogonalidad de los polinomios ¢, con respecto al producto interno con peso w(x) en el
intervalo (—1, 1), vemos que el lado derecho de (4) se convierte en

(5) LD = c(¢x, o)
en tanto que el lado izquierdo se convierte en
1
d do
LI = — (1 -2 —_— .
©) [ o (0= ie) w

Integrando dos veces por parte la expresién anterior, obtenemos

(7) LI = /11 [;; ((1 - x%w(x)cg’rﬂ bn(z) da.

Nétese que los términos de borde se anulan por la presencia del factor (1 — 22). Repitiendo el mismo
argumento que nos condujo a la ecuacién (4), podemos concluir que el término entre paréntesis [...] en
(7) es un polinomio de grado k, que puede por lo tanto escribirse como combinacién lineal de ¢y, .. ., d.
Usando la ortogonalidad de los polinomios, vemos que si k < n, LI = 0. Como LI = LD, de aqui y de
(5) concluimos que ¢ = 0, para todo k = 0,...,n—1, que era lo que querfamos demostrar. Para concluir
esta seccién calcularemos el valor de ¢,. De las ecuaciones (3) y (4), usando el hecho que ¢, = 0 si k # n,
tenemos

8) (=2} + (B —a = (a+ B +2)x)¢,] = cntn.
Como ambos lados de (8) son polinomios de grado n, basta fijarse en el coeficiente del término de més
alto grado en ambos lados. Si llamamos k,, al coeficiente que acompafla a =™ en ¢,(z) (i.e., Pp(z) =
Enz™ 4+ ...), el término de més alto grado a la derecha de (8) es

—ky, [n* +n+n(a+B)] 2",
y en el lado izquierdo es

kncnz™.

Igualando los coeficientes, finalmente obtenemos,
(9) en = —[n(n+1) +n(a+p)].

Como hemos dicho en las clases anteriores, tanto los polinomios de Legendre como los polinomios de
Tchebycheff son casos especiales de los polinomios de Jacobi. Los polinomios de Legendre corresponden
al caso @ = 8 = 0 en tanto que los de Tchebycheff corresponden a o = 8 = —1/2.

Asi, de (8) y (9) vemos que la ecuacién diferencial que satisfacen los polinomios de Legendre esta dada
por

(10) (1—2*)P! —2xP, = —n(n + 1)P,(x),

o, alternativamente

d d
11 —— |(1-2*)—P,| = 1) Py (z).
(1) i |- r)| =+ P
Por otra parte los polinomios de Tchebycheff satisfacen
(12) (1 — 2T — 2T, = —n*T),(z).

FUNCIONES GENERATRICES:

Una de las herramientas mas utiles para deducir las propiedades de las familias de polinomios ortogonales
son las funciones generatrices. En la préxima clase veremos como utilizar el Teorema de Cauchy de



variable compleja para deducir, a partir de las férmulas de Rodrigues, las expresiones analiticas cerradas
para las funciones generatrices. A continuacién definiremos la funcién generatriz para los polinomios de
Legendre, y usando la expresién cerrada para esta funcién generatriz ilustraremos como obtener, por
ejemplo, la relacién de recurrencia para estos polinomios. La funcién generatriz de los polinomios de
Legendre se define como,

(13) w(%t) = Ztnpn(x)
n=0

para todo —1 < & < 1 y para todo —1 < t < 1. Es decir, los polinomios de Legendre P,(z) son los
coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de la funcién ¥( ,¢). Se puede demostrar (ver el método
empleado en la préxima clase) que

1
14 D) . S—
(14) Vi) V1—=2tx+ 2
Veamos como a partir de (13) y (14) podemos deducir la relacién de recurrencia para los P, (z). Derivando
Y(x,t) dado por (14) con respecto a t, obtenemos

P(z,t)

0
(. t) = (z = t)m~

(15) ot

Por otra parte, de (13) tenemos,
(16) —w x,t) Znt" 'P.(x Znt" 'P.(z
Igualando (15) y (16) tenemos

(17) L S Znt" 1P, (a

172t$+t2

Multiplicando la ecuacién anterior por (1—2tx+t?), y reemplazando ¢(z,t) = > > t"P,(z) obtenemos,

(18) i(x —t)t"P,(z) = ia — 2tz + t*)nt" " P, ().
n=0 n=0

Finalmente, rearreglamos todas las sumas que aparecen en (18) de modo que los exponentes de ¢ sean
todos iguales. De este modo obtenemos

(19) th"P Zt P,y fZ(n—f—l)t Pz i 2nx)P, i n—1)P,_1(x).

n=0
Como las distintas potencias de " son linealmente independientes, sus respectivos coeficientes deben ser
iguales, y por lo tanto se tiene
(20) (n+ 1)Pyy1(x) — (2n+ DaPy(x) + nPy—1(x) =0

paran > 1y Pi(z) = x Py(xz). Como Py(x) = 1, a partir de esta relacién de recurrencia se pueden
obtener rapidamente los polinomios de Legendre de cualquier grado.
Por otra parte, derivando la funcién generatriz con respecto a x, obtenemos

w

(1 — 2zt + t2) =t,
y, comparando con (15) podemos deducir que
OV _ N
21 - _
(21) tor = ~(E—2)5
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de donde se deduce, procediendo como en la derivacién de (20), que
(22) zP, — P! | =nP,,

para todo n > 1. Integrando (22) entre 0 y 1, obtenemos de inmediato

1 1
/ xP) dr =P, 1(1) — P,_1(0) + n/ P, (z)dz.
0 0

Integrando el término de la izquierda por partes, y usando que P, (1) = 1, finalmente obtenemos,

(23) /0 P, (x)dx = - _1~_ 1

Sin embargo, avaluando la expresion de la funcién generatriz en x = 0, obtenemos

Po_1(0).

oo

\/117]52 = ngo P,(0)t",
y expandiendo el lado derecho (en serie de potencias en t?) obtenemos finalmente que Py(0) = 1,
Pop41(0) =0,
para todo k =0,1,2,... y
(2k)!

Pae(0) = (=1)"

para k=1,2,3,....
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