Solucion de la Tarea 4

Problema 20: Los Polinomios de Hermite
La férmula de Rodrigues vista en clases para los Hy(z) es

Ho(x) = (1) 0 (o) 1)
Si llamamos ¥ (z,t) = Y~ H,(2)t" /n!, usando (1) obtenemos
vty = 3 (e L (o), )

n! dxn
n=0

y, utilizando el Teorema de Cauchy,

= w2 1 . e
1/1(%'5):7;)(—1) e 5t ﬁmd% (3)

en que C' es un contorno cualquiera en el plano complejo que encierra a x. Mas
adelante elegiremos el contorno C' de tal manera que al intercambiar el orden
de la integral y la suma, la suma geométrica que obtengamos converja, para
todo z en el contorno C'. Suponiendo que esto ocurre, intercambiamos el orden
y obtenemos,

2_,2 _H"
blet) = gk foe” T iy e dz (4)
_ _1 2_,2 1
- ﬁtn fC’ e z—(x—t)’ (5)
siempre que |t/(z —z)| < 1 para asegurar la convergencia de la serie geométrica.
En cuanto a la eleccién del contorno C' para que se satisfaga la condicién anterior

se puede hacer del modo siguiente: basta tomar un circulo de radio p alrededor
del punto =

b) Como
e o= 1 "
Yo, t) = 70 = Y — Ha()t",
n=0

y puesto que (como vimos en clases por medio de la férmula de Rodrigues)
(Hn,Hy) = 0 si n # m (con respecto al producto interno de peso w(z) =
exp(—x?), entonces,

&0 2 > 2 2 s 1 2 > 2
/ V2 (z,t)e™" d:r;:/ et =2 gy = Z (m> th/ Hy(z)%e™" du.

n=0
(6)
El lado izquierdo de (6) estd dado por

& on §2n

(7)

n!

o0
o2 o2 042
/ e (B2072 gy — me?t =71
— 00

n=0



Comparando los desarrollos en serie de (6) y (7) obtenemos de inmediato

/700 H,(z)%e ™™ do = /72" (8)

c) i) usemos la funcién generatriz,

oo

bl t) = =t = 3 EnlD (9)

n!
n=0

Derivando (9) con respecto a  y t respectivamente tenemos

e = 2t1), (10)
y
Yr = 2(z — t)ih. (11)
Derivando el lado derecho de (9) con respecto a t tenemos
_ - an(Z’) n—1 __ - Hn+1tn
1/%—2%Tt —Z;T+Hl(m)- (12)
n= n=

Por otra parte, de (??) y del lado derecho de (9) se tiene

n=0

(13)
De (7?), (12) y (13), igualando los coeficientes de iguales potencias de t, obten-
emos

H1 =2z H() (14)

Hy1(x) =2x Hy(x) — 2nHp—1 (), (15)

e) Basta demostrar que H,.1(z) = (22 — -L)H,(z), y usar induccién. De la
férmula de Rodrigues (1) tenemos

2 gn+1 2
Hn+1 — (_1)n+lez dn+1e T

2 " a—
= e® (_1)n+1%($_ne z)
= s (—1)ntid (e‘”z(—l)” Hn)
=98 | 2zH, = (22 — L)H,(z). (16)

Noétese que en la tercera igualdad usamos la férmula de Rodrigues (1) nueva-
mente. Para completar la induccién basta verificar que (2z — d/dx)l = 2z es
efectivamente H; (z).

Nota: (2z — d/dz) es el operador de subida que se discute habitualmente en
Mecanica Cuntica al tratar la solucién del oscilador arménico



f) Usando la relacién de recurrencia (15) tenemos

1
xH, = §Hn+1 +nHy,_1, (17)
de modo que
1
?H? = ZH,%H +n’H2 | +nHp 1Hpy1. (18)

Multiplicando (18) por e~%", e integrando en z entre —oo y 400, utilizando
la ortogonalidad de los polinomios de Hermite para indices distintos y que de

acuerdo a (8)

I—In(:lr;)2e_””2 dr = /72" n!,

—00

obtenemos

/ 22 Hy(2)Hu(z) e ® do = 1Vm2Mt (n + DI+ n22" H(n — 1)y/7

— 00

= T2 'n!(2n + 1). (19)

Expresion para los primeros polinomios de Hermite: Los seis primeros
polinomios de Hermite estan dados por:

Ho(z) =1,
Hy(z) = 2z,
Hy(z) = 42* — 2,
Hs(z) = 823 — 12z,
Hy(z) = 162" — 482712,

Hs(x) = 322° — 160> + 120z.

En la figura () hemos dibujado (usando Maple) los cuatro primeros poli-
nomios de Hermite.

Notas adicionales:

i) Los polinomios Ortogonales con MAPLE 6: Es muy simple usar
los polinomios ortogonales cldsicos en MAPLE 6. Basta utilizar el comando
with(orthopoly); para cargar la libreria de polinomios ortogoales. Dentro de
esta libreria P(n,z) denota el polinomio de Legendre de orden n evaluado en x.
Anélogamente, H (n,z) representa el polinomio de Hermite de orden n, L(n, x)
el de Laguerre de orden n, T'(n, x) el de Tchebycheff de Primera Clase y U(n, x)
el de Segunda Clase. Finalmente G(n, z) representa el polinomio de Gegenbauer
de grado n.

ii) Usando la funcién generatriz es muy simple calcular el valor de los polinomios
de Hermite en el origen. Evaluando (9) en z = 0 tenemos

o0 tn
e =" H,(0)=.
=0 n.
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Figure 1: Grafico de los primeros 4 polinomios de Hermite

El desarrollo en serie de Mac Laurin de et est4 dado por

o0

2 1
—t k2 k
e’ = E (=1)"t ik
k=0

Comparando estas dos ultimas expresiones obtenemos de inmediato

Hp41(0) =0,

Problema 21: Los Polinomios de Laguerre

a) La férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre, vista en clases, es

1 T dn —I, .1
L,(z) = oy (e "z™) (20)
Entonces,
Y@, t) =D Lu(x)t" =Y et (e "2"), (21)
n=0 n=0 """

y, utilizando el Teorema de Cauchy,

1 & e 2"
H=—>S"terd == 4 22
W) = g 3w § (22)

en que C' es un contorno cualquiera en el plano complejo que encierra a x. Mas
adelante elegiremos el contorno C' de tal manera que al intercambiar el orden



de la integral y la suma, la suma geométrica que obtengamos converja, para
todo z en el contorno C'. Suponiendo que esto ocurre, intercambiamos el orden
y obtenemos,

—Z ,T

e “e

1/1(33715) = dZ; (23)

27i Jo 2z — x — 2t)
siempre que |tz/(z—z)| < 1 para asegurar la convergencia de la serie geométrica.
En cuanto a la eleccién del contorno C' para que se satisfaga la condicién anterior
se puede hacer del modo siguiente: basta tomar un circulo de radio p alrededor
del punto  de modo que p > t|z|/(1—t). Aqui, 0 <t < 1. Entonces, |z—z| = p
y [tz| = |tz +tpexp(ib)| < t|z| +tp < p. Finalmente, haciendo la integral (??),
usando el Teorema de los Residuos, puesto que existe solamente un polo simple
(z =z/(1 —t)) en el dominio encerrado por C, obtenemos

1 1 it
1) = e~ ®/(1-t) — _
Y(z,t) = e'e T = 1 P

), (24)
para todo 0 <t < 1y para todo 0 <z < o0.
b) Norma de los L,: Como es habitual, conviene calcular

e xp — 2zt X +t
/0 e P(a, ) de = [T e gt do = [ S de =

I B (25)

Por otra parte, como ¢ (z,t) = Y.~ L,(z)t" y puesto que los L, son mu-
tuamente ortogonales con respecto al producto interno de peso w(x) = e™?

tenemos -
/ e “p*(z,t) dr = Z </ e “L2(z) dm) 2", (26)
0 0

n=0

Comparando (25) con (26) obtenemos

/OO e L2 (x)dx = 1. (27)
0

c) Algunas relaciones de recurrencia:
i) De la expresion para funcién generatriz dada por (25), obtenemos de inmedi-
ato

(1= t)¢. = —ty, (28)

y utilizando la expresién (21) para ¢ (z,t), reagrupando términos y calculando
el coeficiente de t", tenemos

L,n - L,n—l = _Lnfly (29)

para todo n > 1. Noétese que sumando (29) en n desde n = 1 hasta k + 1

obtenemos
k

S Lule) = ~ Ly, (@), (30)



ii) Derivando la expresién (25), para la funcién generatriz v, con respecto a t
tenemos asi mismo

(1= = (1 =)y — app. (31)

Usando la expansién de ¢ en polinomios de Laguerre en (30), colectando los
términos en iguales potencias de t nos conduce a la relacién de recurrencia

(n+1)Lpy1 —[(2n+1) —z] Ly +nL,—1 =0, (32)
para todo n > 1.
ili) Ahora combinando (28) y (31) se tiene

(1 = t)thy =ty + a1)a, (33)

y usando la expansién de ¢ en términos de los polinomios de Laguerre, e igua-
lando los coeficientes de iguales potencias de ¢, encontramos

n(Ly — Lp—1) = xL!, (34)
para n > 1. Nétese que combinando (29) y (34) se tiene de inmediato
(zL})" = —nL,_1, (35)

paran > 1.

d) Ecuacién Diferencial para los L, (z): Usaremos el método discutido en
clase en conexién con los Polinomios de Jacobi. Consideremos, en forma andloga
al caso de los polinomios de Jacobi,

d n

I (w(z)zL)) = w(z) (xL] + (1 — z)L}) = w(x) ZakLk, (36)
k=0

en que aqui el peso w(x) = exp(—z) y la ultima igualdad sigue del hecho que

zL! 4+ (1 —x)L), es un polinomio de grado n. Multiplicando (36) por L;, j < k,

usando la ortogonalidad de los polinomios de Laguerre con respecto al producto

interno de peso w(z) = exp(—z), encontramos

*_d

aj :/ Lj— (e *zL}) dx. (37)
0 dz

Integrando dos veces por parte la expresién anterior, usando que e *x es cero

en 0 y en oo, encontramos

< ! d !
a; :/0 Ln% (e waj) dx. (38)
Pero, por el mismo argumento usado en la derivacién de (36), d(exp(—z)z L) /dx
es un polinomio de grado j. Asi, por la ortogonalidad de los polinomios de La-
guerre, de (38) tenemos que a; = 0 si j < n, de modo que solamente «;, es
distinto de cero en (36) y por lo tanto,

zL)) + (1 —z)L], = apL,. (39)



Para encontrar el valor de «,,, dado que ambos lados de la ecuacién (39) son
polinomios de grado n, los coeficientes de todas sus potencias deben ser iguales,
en particular el coeficiente de z™. De este modo, si escribimos

L,=k,z"+... (40)

y lo reemplazamos en (39), colectando el coeficiente de 2™ en ambos lados de
(39) encontramos «,, = n, de modo que los polinomios de Laguerre obedecen la

ecuacion
—zL!! — (1 — )L, = nL,. (41)

Expresion para los primeros polinomios de Laguerre: Los cinco primeros
polinomios de Laguerre estan dados por:

LO(Z’) = ].,
Ll(.r) = 1 -,
Ly(z) = % (27 — 42 +2)

1 A

Ly(z) = ¢ (—2* +92* — 18z +6),
1

=5 (z* — 162° + 722 — 96z + 24) .

En la figura () hemos dibujado (usando Maple) los cinco primeros polinomios
de Laguerre.
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Figure 2: Grafico de los primeros cinco polinomios de Laguerre

Problema 22: Los polinomios de Tchebycheff de Primera Clase



Expresion para los primeros polinomios de Tchebycheff de Primera
Clase: Los seis primeros polinomios de Tchebycheff estan dados por:

T()(Z’) = ].,
T (z) = x,

Tr(z) = % (2:1:2 — 1) ,

Ts(z) = 3 (42° - 32) ,

Ty(z) = é (82" —82” + 1),

| =

Ts(z) = — (162° — 202° + 5z)

C =
D

En la figura () hemos dibujado (usando Maple) los cinco primeros polinomios

de Tchebycheff.
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Figure 3: Gréfico de los primeros cinco polinomios de Tchebycheff

Solucién del Problema 23:

Escribimos

f@) =Y anPu(e) (42)
n=0

Como los polinomios de Legendre, P, (x) son ortogonales entre si, i.e., (P, P,) =
0 si n # m, si multiplicamos (42) por P,,(z) e integramos en z entre —1 y 1,
obtenemos P

(Pma Pm)



Para la funcién f de este problema tenemos

(f, Pn) = / Py(x) de. (44)

En clase vimos que el cuadrado de la norma de los polinomios de Legendre esta

dada por
2
P,,Pn) = —. 45
( ) 2m +1 (45)
Los polinomios de Legendre satisfacen la siguiente relacién de recurrencia (dis-
cutida en clases)

' ' _
P, — P, | =nk,,

paran = 1,2,.... Si integramos la relacién anterior en = entre 0 y 1 obtenemos

1 1
/ tP(x)dx = P, 1(1) = P, 1 + n/ P, (z)dz.
0 0

Integrando por partes el lado izquierdo, y usando que P,(1) = 1 para todo n

tenemos finalmente L
1
/0 Pa(a) do = — = P2 0) (46)

para todo n > 1. Como P(0)(x) = 0, tenemos ademds que

/01 Py(z)dz = 1.

Entonces, reemplazando (44), (45) y (46) en (43) tenemos

2m+1
=—FP,_1(0 47
am 2(m+1) m 1( )7 ( )
param > 1y
1
(LOZE. (48)

Los polinomios de Legendre tienen paridad (—1)™ (i.e., los polinomios de {ndice
par son pares con respecto al origen y los polinomios de indice impar son impares
con respecto al origen) de modo que

Py 41(0) =0, (49)

para todo k. Usando la funcién generatriz de los polinomios de Legendre

Y(x,t) =1/V1 =2zt + 2 = 7, Pa(2)t", evaluada en & = 0 obtenemos

P (0) = (-1 s, (50)

Finalmente, de (47), (48), (49) y (50), obtenemos los coeficientes de la expansién
de f(z) en serie de Polinomios de Legendre:

1
ag = 5, (51)



a2k = 07 (52)

k=1,2,...
Y (4k +3) (2k)! (53)

a = (-1
21 = (—1) 4k + 1) (kI2%)?
para k = 0,1,2,.... Debido a que la funcién f tiene una discontinuidad (en
x = 0) los coeficientes a,, de la expansioén, convergen lentamente a 0. De hecho,
para valores grandes de k, podemos utilizar la aproximacién de Stirling para k!
(ver nota adicional al final de este problema) para concluir que

1

A2k+1 R (—l)km,

para valores grandes de k.
En la figura siguiente he graficado la suma de los primeros 10 términos no

nulos de la serie (42). Se observa la oscilacién caracteristica de la serie en torno

a z =0 (fenémeno de Gibbs).
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Figure 4: Aproximacién de f(z) por la serie (42).

Notas adicionales: Aproximacién de Stirling (muy 1itil en Probabili-
dades y Mecdnica Estadistica): Si n > 1 es un entero, entonces

1 n! 1
ex < < expl—/—),
p(12n + (1/4) \/27rnexp(—n)nn p(IQn)
de modo que
n!

)

lim
n—o0 | /2 nexp(—n)nn

resultado que fue demostrado por James Stirling en 1764. Para ver una de-

mostracién del Teorema de Stirling, ver, e.g., el libro de K.R. Stromberg, In-
troduction to Classical Real Analysis, Wadsworth International Group,

10



Belmont, California, 1981. Usualmente en Mecédnica Estadistica el Teorema de
Stirling se usa para proximar

log(n!) = nlogn —n

para valores grandes de n.

Problema 24:
Se trata de demostrar la siguiente relacién integral para los Polinomios de Leg-
endre en términos de los Polinomios de Hermite:

Po(x) = \/17_”1, / e~ 4" H,, (2 1) dt. (54)

Esta es una representacion integral para los Polinomios de Legendre en
términos de los Polinomios de Hermite. Existen muchas maneras de demostrar
este resultado. La mads simple, quizds, es utilizando las funciones generatrices
tanto de los polinomios de Hermite como de Legendre. Basta demostrar que
utilizando la representacién integral en cuestién par los polinomios de Legendre,

si sumamos la serie
= 1
D" Pa(r) = ——, (55)
n=0

V1 —2xs+ s2

i.e., obtenemos la funcién generatriz de los polinomios de Legendre.

Si multiplicamos (54) por s" y sumamos, obtenemos

Y Pula)s™ = 7 / [ (ts) I:, (“)] dt, (56)
n=0

y, usando la funcién generatriz de los polinomios de Hermite, podemos escribir,

Z (ts)"Hy(wt) _ e2zt2 s—tzsz' (57)

n!
n=0

Reemplazando (57) en el lado derecho de (56) obtenemos,

— 1 © e 2y g242 1 (% e
P(z)s" = — = / et (XSS dt = —/ e dt, (58)
20 ™ ( ) =7,

—00

en que @ = 1—2sz+s>. Pero f exp(—at?) dt = \/m/a, de modo que finalmente

SR = (59

que es precisamente la funcién generatriz de los polinomios de Legendre.

Solucién del Problema 25:

11



Usamos la férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre L2, i.e.,

Ln:mx edm—”(e ") (60)
De este modo
LY _ 1 —a T dn+1 -z, n+l4+a 61
b G G
Y 1 dn
Lot = am’o‘flezdm—n (e "z™totl). (62)
Si llamamos o
¢ = o (e "z tott), (63)
al factor comidn que aparece en (61) y (62), obtenemos de (61)
d 1 d*¢
I — = amajpZ ¥ 64
dx "t (n-{—l)!m € da? (64)
Pero, de (62) y (63)
¢ =nlLo T gotte™®, (65)
de modo que
d dLott
@ _ !l [(a 4+ Da%e ™ —a* e ] + 2% le " nl—L2— (66)
x dz
y
d? at1 27 atl
d—a:f = ”!2de"95 [(a+ 1)z¥e ™ —zTle ] + gotle—zpld 5;2

+nlLoT! [a(a + Dz~ te™ — 2(a + 1)a®e™® + 2%Tle™®] . (67)

Reemplazando (66) y (67) en (??) obtenemos, luego de simplificar,

dL% 1 d? dLotl
= — Lot 2— n___ potl 68
dz n+1 (m dz2 ™" tlat 7) dx " (68)

Sin embargo, la ecuacién diferencial de los polinomios de Laguerre LS es

> . dL% o
x@Ln+(a+l—x) T +n LS. (69)

Usando la ecuacién diferencial (69) (con « reemplazado por a + 1) en (68)
obtenemos finalmente
dLy 14 1

et U L

que era lo que se pedia demostrar.

Representacion Integral para los polinomios de Hermite:

12



Una propiedad 1til de los polinomios de Hermite es la siguiente representacion
integral (ver, e.g., E. Merzbacher, Quantum Mechanics, Wiley International
Edition, Tokyo, 1961, prob. V, pp. 77):

H,(z) = % /700 (x + iu)"e*"2 du. (70)

Hay muchas maneras de demostrar esta representacién integral. Quizas la més
simple es demostrar que si uno define las funciones por medio de (70), multiplica
por t"/n! y suma en n desde 0 hasta oo se obtiene precisamente la funcién
generatriz de los polinomios de Hermite. El dnico inconveniente de este tipo de
demostracién es que no es una demostracion constructiva. Sea

2n [ "

I= ni) (ﬁ _Oo(x +iu)te™ du.) - (71)

Entonces queremos demostrar que I = exp(2tx — t?).
Intercambiando el orden de las operaciones de integral y suma en (71), ha-
ciendo la suma, obtenemos

== / te+iv)—u® gy, ) (72)

/ e2tiu—u2 du = (/ e—(u—ti)2 dU)) e_tz = \/7_re_t2.) (73)

(Mediante una deformacién elemental del contorno de intregracién, utilizando
el Teorema de Cauchy, el hecho que exp(—z?) es una funcién entera, y que para
valores grandes de R e y fijo, exp(—(R + iy)? — 0 se transforma la integral
del segundo miembro de (73) en la intrgral de una gaussiana). Finalmente el
resultado sigue de (72) y (73).

Nota: Es evidente, de la representacién integral (70) que el lado derecho es un
polinomio de grado n en z.

Pero,

Problema 26:

Usaremos la representacion integral de los polinomios de Hermite
2n [ 2
H, = — iu)"e™" du. 74
@)= = [ e (74)

(ver problema anterior). Usando (74) dos veces obtenemos

22n n 2 o
G(z,y,t) = ! / / z +iu)"(y +iv)"e™™ 7Y dudv. (75)

mn!

Intercambiando el orden de la suma y de la integracién, y sumando la serie que
resulta obtenemos

G(z,y,t) = [0 Joo exp Az + iu)((y + iv)t) — u® — v® dudv
=etovt [% % exp—duvt + diuyt + divat — u? — v dudv. (76)

13



Luego hacemos primero la integral en u, (completando cuadrados y deformando
contornos en el plano complejo, usando el Teorema de Cauchy). Asi, tenemos

/ exp —4uvt + diuyt — u® = /mwexp 402 — 4y*t? — Sivyt?. (77)
Reemplazando (77) en (76) obtenemos

G(l’,y,t) — Le4xyt—4y2t2 /oo e—v2(1—4t2)+4ivzt—8ivyt2 dv. (78)
-0

N

Si t? < 1/4, completando el cuadrado en (78) y deformando contornos en el
plano complejo, usando que la funcién e es entera, y haciendo la integral de
la gaussiana resultante, obtenemos

et —4z%t? — 16y°t* + 16zyt3

1
V1 — 42 1—4¢2

Reagrupando términos en la exponencial, obtenemos finalmente

G(z,y,t) =

1 dzyt — 4t (2% + y?)
G t) = . 79

Indicaciones:

i) En este ejercicio hemos hecho uso repetido de la integral
/ ) e gy = |1
oo V a

ii) Quizas es mas conveniente definir 7 = 2¢ en (79) y de este modo la expresién
para G(z,y,7) toma la forma méas simple

con a > 0.

=1 T 1 22yt — 72 (2% + y?)
—H,(x)H, "= .
7;) n! (:L‘) (y)(2) m exp 1— 7.2

Nota Bibliografica: Esta expresion para G(z,y,t) juega un papel importante
en el célculo de integrales funcionales (proceso de Ornstein-Uhlenbeck). Esta
expresién para G(z,y,t) se conoce como férmula de Mehler. Ver, e.g., el libro de
Barry Simon, Functional Intregration and Quantum Physics, Academic
Press, NY, 1979, pp. 38 y las referencias alli mencionadas. De acuerdo a
Barry Simon, esta formula fue derivada por J. Doob, Stochastic Processes,
Wiley, NY, 1953; sin embargo seria conveniente revisar los articulos originales
de Ornstein y Uhlenbeck o los libros de Mark Kac.

Rafael Benguria, 6 de Mayo, 2002.
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