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Instrucciones: Haga uno de entre los problemas 18, y 19. Haga el problema 21. Haga
uno de entre los problemas 22, 23, 24. El problema 25 es el problema de desafio de esta
semana.

18. Polinomios de Hermite. Los polinomios de Hermite estan definidos como el
conjunto de polinomios ortogonales en L?(—00, 00); e~ v’/2 dx). a) Demuestre que ¢ (z,t) =
e2e~1* g ]a funcién generatriz de los polinomios de Hermite H,(x), en el sentido que
= H,(z)t
22—t _ n
e = 3o Il
n=0
b) Encuentre ||H,||* = (H,, H,),-.>.
c¢) Demuestre las siguientes realaciones de recurrencia para los Ly, (x):
(i) Hypy1(x) = 22H,(z) — 2nH, (), n > 1,
(i) H) (x) =2nH, 1(z), n > 1
d) Demuestre que H,, satisface la ecuacién diferencial
H,(z) — 2zH) (z) + 2nH,(z) = 0.

e) Demuestre que

o 1Y 1o

/_ N 22e " H,(z)H,(z) dz.

oo

f) Calcule

Esta ultima integral aparece en el calculo del desplazamiento promedio de un oscilador
en mecanica cuantica.
Advertencia: En distintos libros existen distintas convenciones para definir los poli-
nomios de Hermite y otros. En este problema estamos usando la misma convencion que
las referencias [1] y [3].

19. Polinomios de Laguerre. Los polinomios de Laguerre estian definidos como el
conjunto de polinomios ortogonales en L?*([0,00);e *dx). a) Demuestre que ¢(z,t) =
e~/ (=0 (1 —#)=1,0 <t < 1 es la funcién generatriz de los polinomios de Laguerre L, (z).

b) Encuentre ||L,||> = (Lpn, Ly)e-=.
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¢) Demuestre las siguientes relaciones de recurrencia para los L, (x):
(i) Ly +n?Ly s — (2n+1—2)L, =0,n>1,
(i) L), = nL, —n?L,_1,n > 1.

d) Verifique que L, (z) satisface la ecuacién diferencial

L) + (1 —x)L], +nL, = 0.

20. Polinomios de Tchebycheff. Los polinomios de Tchebycheff estan definidos como
el conjunto de polinomios ortogonales en L?([—1,1]; (1 — 22)~%/2 dz). Repita el problema
anterior para estos polinomios haciendo los cambios siguientes

a)
P(z,t) = L S ZTn(x)(Qt)”.

1 —2at+1*
b) Encuentre ||T,||* = (T, Tn), /y/i—g2-
¢) Demuestre que Ty(z) =1, y que T,,(x) =2

d)

1= cos(n arccos ), n > 1.

1
Toii1(z) — 2T, (z) + ZTn_l =0,n>2

e) Verifique que T, satisface,
(1 —2*)T) — 2T, +n°T, = 0.

21. Desarrolle la funcién f(x) = 0si —1 <2 <0, f(zr) =151 0 < 2 <1 en serie de
polinomios de Legendre.

22. Demuestre que

21 (™
P,(r) = \/j—' / e U2 H, (xt) dt.
Tn! Jg

d (8%
%LnJrl

23. Muestre que
(z) = —L3* ().

24. Derive la siguiente funcién generatriz

- tn 1

exp [2zy — *(2” +y?)]/(2(1 - 7))

25.
a) Sea a € R, a > 0. Demuestre que e ** € L?(0,00;e * dx).
b) Para todo entero n > 0 encuentre

Cn,a = (e—ax7 Ln(x))/(an Ln)?

en que () es el producto interno en L?(0, co;e™% dx).
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¢) Considere luego la serie Y >° ¢, oLy (). Demuestre que esta serie converge en el sentido
de la norma de L?(0, 00;e % dx), i.e.,

lim ||e %" — Z Cn.aLn(z)]| = 0.
n=0

N—00

d) Demuestre que las funciones e~"*  n entero no negativo, forman un conjunto completo
en L?(0,00;e %dx), es decir que toda funcién en dicho espacio puede ser aproximada
tanto como se desee en el sentido de la norma por combinaciones lineales finitas de e™"*.
Para demostrar esto, use un cambio de variables apropiado y el Teorema de Weierstrass.
e) Finalmente deduzca que los L, forman un sistema completo en L?(0, 00; e ® dx).
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Notas histdricas: Charles Hermite nacié en Dieuze, regién de Lorena el 24 de diciembre de
1822. Luego de estudiar en Nancy, se mudé a Paris donde estudié primero en el College Henri
y luego en 1840-1841 en el prestigioso College Louis-Le—-Grand, donde tuvo como profesor de
matemadticas a Louis Richard (1795-1849) quién anos antes fue el profesor de Galois. Debido
a un problema fisico en un pie, se le rechazé como alumno en I’Ecole Polytechnique. En 1856
fue nombrado miembro de la Academia de Ciencias y en 1869 Profesor en la Sorbonne y en
I’Ecole Polytechnique. Entre sus alumnos destacan Henri Poincaré, Gosta Mittag—Leffler y
Jacques Hadamard. Muri6 en Paris, hace poco mas de un siglo, el 14 de enero de 1901. Trabajé
en teoria de numeros, en funcines elipticas, etc. Demostré que es posible obtener las raices
de los polinomios de quinto grado en términos de funciones elipticas. Hermite demostré que
7e” es trascendental (i.e., no es un entero algebraico). Hermite es recordado en matematicas
por los polinomios que llevan su nombre, por las matrices hermiticas, etc. (ver http://www-
groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history /Mathematicians/Hermite.html).



