Capitulo 3: Energia y Trabajo

Consideremos una particula que se encuentra solamente sometida a la fuerza de
gravedad, i.e., a su propio peso. Como hemos visto en los capitulos anteriores,
la ecuacién de movimiento de la particula estd dada por
d*v R
m—— = +mg. 1
i (1)

—

Ahora, si multiplicamos la ecuacién anterior por ¢ = dF/dt, esta puede ser
integrada una vez. En efecto, por la regla de la cadena, es simple verificar que
el lado izquierdo se puede escribir como una derivada,

&7 dF d (1,
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El término entre paréntesis se conoce como energia cinética de la particula.
Es un niimero real, nonegativo, que depende del médulo de la velocidad de la
particula, y por supuesto de la masa de ésta. Usaremos la notacién

1
K = —mi?, (3)
2
para referirnos a la energia cinética de la particula.
Si procedemos en forma similar con el lado derecho de (1), observamos que
dar d
2 Or_ a4 - 4

también es una derivada exacta. También le daremos un nombre al término
entre paréntesis en (4). A la cantidad

V(i) =—-mg-T, (5)

que depende sélo de la posicién de la particula, y no de su velocidad, la denom-
inaremos energia potencial de la particula. Si llamamos k a la direccién vertical
(hacia arriba), entonces § = —gI;', de modo que la energfa potencial se puede
expresar como

V(z) =mgz, (6)

en que z es la proyeccién del vector posicién a lo largo de la vertical, i.e., z = 7 k.
De las ecuaciones (2), (4), y (6) vemos que la ecuacién (1), al multiplicarla
por ¥ se puede escribir como

d
—(K = 7
K+ V) =0, 7)
con K y V dadas respectivamente por (3) y (6). La ecuacién (7) implica de
inmediato que

K+V=E, (8)

en que F es una constante de integracién. El valor de E queda determinado
por el estado inicial del sistema, i.e., por el valor inicial de la posicién 2(0) y la



velocidad inicial #(0). A esta constante de integracién la llamremos la energia
total del cuerpo, y de (8) vemos que la energia total es la suma de las energias
cinética y potencial.

Comentarios:

i) En la determinacién de la energia potencial, el origen de coordenadas puede
ser escogido arbitrariamente. En otras palabras, existe libertad para elegir el
nivel cero del potencial. Claro estd que una vez elegido este nivel cero, se debe
mantener fijo.

ii) La ecuacién de conservacién de energia, (8), es una ecuacién diferencial de
primer orden, pues en ella solo aparecen las componentes de la velocidad y la
posicién de la particula. Recordemos que la segunda ley de Newton es una
ecuacion diferencial de segundo orden.

iii) La ecuacién de conservacién de energia es una ecuacién escalar, al contrario
de la segunda ley de Newton, la cual es una ecuacién vectorial.

iv) Finalmente, debemos notar que la ecuacién de conservacién de energia con-
tiene menos informacién que la ecuacién de movimiento, por lo que a menudo
(e.g., en sistemas en dos o més dimensiones) debe ser complementada con otros
teoremas de conservacién, o con informacién proveniente de la ecuacién de
movimiento.

0.1 Lanzamiento de proyectiles (revisién)

El movimiento de cuerpos que realizan movimientos unidimensionales bajo la
accion de la gravedad es muy simple de determinar usando conservacién de
energia. Por ejemplo, si lanzamos un objeto hacia arriba con velocidad vg
podemos calcular de inmediato la altura maxima que alcanza. En efecto, si
tomamos como nivel de referencia de la energia potencial el nivel de lanzamiento,
la energia inicial del cuerpo es sélo energia cinética, i.e.,
L

E, =K, = R 9)
en que m es la masa del objeto. Ahora, en el punto més alto de su trayectoria,
i.e., en el momento que su velocidad es cero y empieza a caer, su energia es
solamente potencial. Si llamamos h a la altura en ese instante (que corresponde
a la altura maxima de la trayectoria), la energia del cuerpo es

Ef:Vmegh. (10)

Como la energia total se conserva (si la dnica fuerza que actiia sobre el cuerpo
es la gravedad), igualando E; y Ey, de (9) y (10) obtenemos

2
h_v_o

=5 (11)



Otro calculo que es muy simple usando conservacién de energia es el cdlculo
de la velocidad que adquiere un cuerpo despues de caer una altura h desde el
reposo. Si tomamos como nivel de referencia la altura inicial, tanto la energfa
cinética como la potencial del cuerpo son nulas, i.e.,

E; =0. (12)

Si llamamos vy a la velocidad que adquiere el cuerpo luego de caer una altura
h, su energia cinética en ese momento es

1
K; = —mv? 13
en tanto que su energia potencial es
Vi =mg(=h) = -mgh, (14)

de modo que su energia total en ese momento es
L
Ef:Kf+Vf:§me—mgh. (15)

Como la energia se conserva y la energia inicial era cero, de (15 obtenemos de

inmediato
vy =+/2gh, (16)

la cual es independiente de la masa del cuerpo que cae (de acuerdo al experi-
mento de Galileo, [?]).

Cuando consideramos movimientos de proyectiles en dos dimensiones, no
basta utilizar conservacién de enrgia para resolver completamente el movimiento.
Sin embargo, si sélo actia la gravedad sobre el proyectil, la componente de la
fuerza sobre el proyectil a lo largo de la horizontal es nula. Entonces, de acuerdo
a la segunda Ley de Newton, la componente horizontal del momentum lineal
del proyectil se conserva. En resumen, en lo que concierne al movimiento de
proyectiles en dos dimensiones tenemos dos cantidades conservadas: la energia
total y la componente horizontal del momentum lineal. A modo de ejemplo,
utilicemos estas dos cantidades conservadas para reencontrar la altura maxima
que alcanza un proyectil que es lanzado con velocidad vy y angulo de tiro 8. Si
elegimos como nivel de referencia de la energia potencial el nivel de lanzamiento,
la energia total en el momento de lanzamiento es

L
Ez‘ = Kz = §mvo. (17)
Por otra parte, la componente horizontal del momento lineal en el momento del
lanzamiento es
Pi = Mg cos . (18)

Como la componente horizontal del momentum lineal del proyectil es conser-
vada, la componente horizontal, digamos v,, de su velocidad es conservada y
estd dada en todo momento por v, = vgcosf. En el punto mds alto de su



trayectoria la componente vertical de su velocidad, digamos vy es nula, y asi la
energia cinética del proyectil estd dada sélo por

1 1
K; = §m(vfc + vj) =gm vg cos? 6. (19)
Por otro lado, si llamamos h la altura maxima, la energia potencial en el punto
mas alto de la trayectoria estd dada por

Vi=mgh. (20)
Por la conservacién de la energia, de (17), (19), y (20) obtenemos

1 1
—mu2 = =mu2 cos®> 0 +mgh, 21
2 0T 20

de donde finalmente reobtenemos

’Ug 2
h = —sen“f. 22

0.2 Las fuerzas normales y el plano inclinado: revision

Acabamos de ver que para un cuerpo que solo sufre la fuerza de gravedad la en-
ergia es conservada. A medida que avancemos en este capitulo veremos para que
otro tipo de fuerzas tendremos una ley de conservacién de la energia. Supong-
amos ahora que ademaés de gravedad un cuerpo estd sujeto a una fuerza normal,
como es el caso de un bloque que se mueve sobre un plano inclinado. En tal
caso la ecuacién de movimiento del bloque estd dada por

m— =mgj+ N, (23)

en que N es la fuerza normal que ejerce el plano sobre el bloque. Podemos repetir
el procedimiento utilizado anteriormente, y multiplicar (23) por 4. Obviamente
el término de la izquierda dard origen a la derivada de la energia cinética, en
tanto que el primer término de la derecha dard origen a menos la derivada de
la energfa potencial. Finalmente, como el bloque se desliza a lo largo de la
superficie del plano inclinado, en todo momento ¥ es ortogonal a la normal, i.e.,
7-N =0. Entonces, nuevamente tendremos la misma ley de conservacién de
energia anterior, i.e., (8), con K dado por (3) y V dado por (6). Usando la ley
de conservacién de energia es simple reobtener la aceleracién de un bloque que
desliza por un plano inclinado liso (i.e., en ausencia de roce). Utilizando como
nivel de referencia de la energia potencial el vértice superior del plano inclinado
(ver figura), la energia potencial del bloque estard dada por

V = —m g zsenq, (24)

en que hemos usado el mismo sistema de coordenadas que en la figura (??). Por
otra parte la energia cinética del bloque estd dada por

1
K= §m$2, (25)



Figure 1: Plano inclinado

de modo que la energia total del bloque es
1 .,
E= omd” —mgzsena. (26)

Como FE es constante, dE/dt = 0, de modo que derivando (26) con respecto al
tiempo obtenemos
m (% — gsena) £ = 0. (27)

El bloque no estd inmovil sobre el plano inclinado, i.e., & # 0, y, entonces, de
(27) reobtenemos el valor de la aceleracién del bloque,

% = gsena. (28)

0.3 El péndulo simple y las cuerdas ideales; revision

Algo similar a lo que ocurre con las fuerzas normales ocurre con las tensiones
de las cuerdas en el caso de la dindmica de una particula. Consideremos, por
ejemplo, el péndulo simple que discutimos en detalle en el capitulo anterior. De
acuerdo al modelo de cuerda ideal, la tension en la cuerda actia a lo largo de
la cuerda. Como el péndulo efectda un movimiento circular, perpendicular a
la cuerda, el producto T -7 = 0 en todo instante, de modo que nuevamente
tendremos una ley de conservacion de le energia. Si nos referimos a la figura, la
ecuacion de movimiento del péndulo simple es

ma =mg+ T. (29)

Si multiplicamos (29) por ¥, el término de la izquierda corresponde a la derivada
de la energia cinética del péndulo con respecto al tiempo. El primer término de la
derecha corresponde a menos la derivada de la energia potencial del péndulo con
respecto al tiempo, y el dltimo término, como hemos notado, es identicamente
cero. Asi, en este caso también la energia total se conserva. Usando coordenadas
polares, tal como lo hicimos en la discusién de la seccién (nn), la velocidad de
la masa m del péndulo estd dada por ¥ = Zéé, de modo que su energia potencial
es

1 .
K = §m£292_ (30)



Figure 2: Péndulo simple

Por otra parte, si elegimos el nivel del punto de suspensién del péndulo (i.e., el
punto O en la figura (??)) como nivel de referencia de la energia potencial, la
energia potencial de m estd dada por

V(@) =mg(—£Lcosf) = —mglcosh. (31)

Como la energiatotal del péndulo es conservada, de (29) y (30) tenemos
1 .
§m€292 —mglcosf =FE, (32)

en que E, la energia total del péndulo, es una constante de movimiento cuyo
valor depende del estado inicial del péndulo. Si derivamos (32) con respecto al
tiempo, usando la regla de la cadena, y simplificando por 6 (pues el péndulo
est4 en movimiento y 6 # 0), obtenemos

6+ %senﬂ =0, (33)

que es precisamente la ecuacién de movimiento del péndulo (2-46) que encon-
tramos en el capitulo anterior.

1 Balance de energia y trabajo

Luego de haber considerado esta serie de ejemplos, consideremos el caso general
de una particula de masa m sometida a la accién de una fuerza cualquiera F.
De acuerdo a la segunda ley de Newton, su ecuacién de movimiento estd dada
por

mi=F. (34)
Procediendo de la manera usual, multipliquemos la ecuacién anterior por .
Entonces, el término de la izquierda es la derivada de la energia cinética con
respecto al tiempo. Asi obtenemos

4
dt

L

K=F.7, (35)



en que K = mo?/2. Tal como vimos en el capitulo anterior, la trayectoria 7(t)
de la particula queda determinada por la ecuacion (34) y por las condisciones
iniciales (i.e., por los valores de 7y ¥ en el instante inicial). En la figura (?7?)
hemos dibujado esquematicamente la trayectoria de la particula en cuestién.
Integremos ahora 35) en el tiempo entre dos instantes cualquiera, digamos ¢1 y
ty. De este modo obtenemos,

12 d (2] -
5 Zdt= 5 F-#dt. (36)

Por el Teorema Fundamental del Célculo, la integral de la izquierda corresponde
a

K(t2) — K(t1), (37)

es decir, a la diferencia entre la energia cinética de la partticula en el instante
to y la energia cinética de la particula en el instante ¢;. Entonces,

AK = K(ts) — K(t) = /t2 7wt (38)

t1

De acuerdo a la definicién de la velocidad (que hicimos en el capitulo 1),
vdt = dr, en que dr es el vector desplazamiento entre dos puntos cercanos
en la trayectoria de la particula. En rigor, di es tangente a la trayectoria, tal
como se ilustra en la figura (77)

r(t,)

Figure 3: Balance Energia y Trabajo

Con esta observacién podemos reescribir el lado derecho de (38) como

-

/ 7 dr, (39)
71

en que hemos llamado 7; = 7(t1) y 7 = 7(t2), respectivamente. Observando la
estructura de (39) es conveniente definir en general

B
Wap = / F.dr (40)
A

a lo largo de una curva cualquiera, suave, C, como se ilustra en la figura.



A la cantidad Wy g definida en (40) la llamaremos el trabajo que hace la
fuerza F' para llevar a la particula a lo largo del camino C desde el punto A
hasta el punto B. Debemos notar que en general W4 g no depende solamente
de los puntos A y B sino que ademads del camino C.

Utilizando est4 definicién podemos reescribir (38) como

AK = K(tQ) - K(tl) = WT"‘l,FzJ (41)

es decir, la variacién de la energia cinética entre los instantes ¢; y t2 es igual al
trabajo realizado por la fuerza F' sobre la particula desde 7 hasta 7 a lo largo
de la trayectoria.

2 Potencia

La rapidez con que una fuerza hace trabajo se llama Potencia. De acuerdo a
(40), el trabajo que realiza una fuerza como funcién del tiempo estd dado por

W(t) = F . dr, (42)

en que la integral estd calculada a lo largo de la trayectoria de la particula, 7 es
un punto fijo cualquiera de la trayectoria y 7(¢) es la posicién de la particula en
el instante t. W(t) dado por (42) representa el trabajo realizado por la fuerza
F entre 7 y 7(t) a lo largo de la trayectoria de la particula. Derivando (42),
usando la regla de la cadena obtenemos

dW s
L _F.w 4
dt v (43)

de modo que la potencia que realiza F est4 dada por

aw =
P=—"—=F-.%. 44
o v (44)

Comentario: En la seccién 7, mas adelante, discutimos las unidades usuales de
energia y trabajo.

3 Dependencia del trabajo en el camino

Como hemos dicho en la seccién anterior, dada una fuerza cualquiera, en general
el trabajo no solo depende de los puntos A y B sino que ademaés de la trayectoria.
A modo de ejemplo, consideremos un campo de fuerzas en dos dimensiones dado
por .

F(z,y) = 3yi + 2zj, (45)

y calculemos el trabajo que esta fuerza hace para llevar una particula desde el
origen O = (0,0) hasta el punto B = (1,1) a lo largo de los dos caminos C;
y Cs de la figura. El camino C; de la figura consiste en la unién del segmento
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Figure 4: Trabajo a lo largo de dos caminos, Cy y Cy

horizontal que va desde O = (0,0) hasta D = (1,0) y el segmento vertical que
va desde el punto D = (1,0) hasta B = (1,1). El segmento horizontal puede
ser parametrizado por ¥ = xi, con z variando entre 0 y 1. Entonces, sobre ese
segmento dr = dxi, y F.dr = 3y. Sin embargo, sobre el segmento horizontal
en cuestién y = 0, de modo que F -di = 0 en cada punto del segmento y, de
este modo el trabajo que hace F desde O hasta D es nulo. Ahora, los puntos
del segmento vertical que une D con B pueden ser rotulados por ¥ = 17+ y 7,
con £ =1 e y variando entre 0 y 1. Asi dF =dyjy F.di =2z dy = 2dy, pues
z = 2 en cada punto del segmento vertical. Entonces,

1
WD,B = / 2dy =2, (46)
0

¥, como Wo p =0, el trabajo Wo, g a lo largo del camino C; es 2.

Por otra parte, el camino C; es la recta diagonal que une el origen O con
el punto B. Los puntos de esta diagonal pueden ser rotulados por ¥ = xi + zj
(pues sobre la diagonal, y = z), de modo que dF = (i + j)dz y F = 5zdz.
Entonces, el trabajo que hace F desde O hasta B por el camino Cs estd dado
por

1
WO,B:/ Szdx = §, (47)
0 2

que es distinto al trabajo calculado anteriormente a traves del camino C;.

Este ejemplo ilustra el hecho que en general el trabajo depende no solo de
los puntos inicial y final, sino que ademés del camino.

4 Fuerzas conservativas y el teorema de conser-
vacion de la energia

Llamaremos fuerzas conservativas a aquellas fuerzas para las cuales el trabajo
que ellas realizan entre dos puntos, sélo depende de estos puntos y no del camino
que los une. Si recordamos la definicién de trabajo dada por (40), y el Teorema
Fundamental del Célculo, para que el trabajo no dependa del camino es su-
ficiente que el producto F - dF se pueda escribir como una diferencial exacta,
i.e., es suficiente que exista una funcién V de modo que F.df = —dv (aqui



hemos introducido el signo menos solo por conveniencia posterior). De exis-

tir esta funcién V', que llamaremos genericamente potencial o energia potencial
o

asociada a la fuerza F', por el Teorema Fundamental del cédlculo tendremos

W= /ABﬁ-dF: —/Ade — V(4) - V(B), (48)

que explicitamente muestra que el trabajo solo depende de A y B y no del
camino. Si F' deriva de un potencial, utilizando (41), obtenemos

E(t2) = K(t2) + V(i2) = K(t1) + V(1) = E(t1), (49)

en que hemos definido, tal cual lo hicimos en los ejemplos preliminares, la energia
total £ como la suma K + V. Asi, si F deriva de un potencial, tenemos una ley
de conservacién de la energia, dada por (49).

El criterio de intregrabilidad para ver si F deriva de un potencial es rela-
tivamente simple de derivar. Escribiendo el producto F - di en coordenadas
cartesianas tenemos

F.dF = Fydx + F,dy + F, dz. (50)

Por otra parte, para cualquier funcién V (7) = V (=, y, 2) que sea diferenciable y
cuyas primeras derivadas sean continuas, por la regla de la cadena tenemos

oV oV ov
dv 8wdm+ 8ydy+ 6zdz (51)

Exigiendo F-di = —dV, y comparando (50) y (51), notando que los incrementos
dz, dy, y dz son arbitrarios tenemos de inmediato que una condicién suficiente
para que F' sea conservativa es que

ov
_ . —F 2
5 = o (52)
oV
oy =Fy, (53)
Y oV

Si V es diferenciable dos veces y las derivadas segundas son continuas en-
tonces, el orden de las derivadas no altera el resultado, i.e.,
o*vV 0%V
Oxdy ~ Oydz’

(55)

Esta condicién impone una restriccién fuerte sobre F. En efecto, de (52), (53)
y (??) tenemos que para que F' derive de un potencial es necesario que

OF, OF,

Oy k3

(56)

y que se satisfagan relaciones andlogas para el resto de las derivadas.

10



Noétese que para el ejemplo de la seccién anterior, i.e., para F = 3yt + 2x3,

F, =3y, y, Fy = 2z, de modo que
OF,
9y

:37&2:%, (57)

de modo que la fuerza F del ejemplo no deriva de un potencial, lo que era de
esperarse pues vimos que el trabajo realizado por esa fuerza depende del camino.

Como vimos en la primera seccién de este capitulo, el peso, i.e., F' = mg es
una fuerza conservativa, que deriva de la funcién potencial

V=mgz. (58)

Otro caso de interes dentro de las fuerzas conservativas lo constituyen las
fuerzas armonicas (e.g., un caso especial de fuerza armdénica lo constituyen los
resortes que vimos en el capitulo 2). En efecto, si

F = —k7, (59)
tenemos )
F.di = —k7-dif = —d (5157*2) (60)
de modo que las fuerzas armdnicas son conservativas y derivan del potencial
1
V(F) = 5kr*z. (61)
Para el caso particular de un resorte en que F(z) = —k(z — £p), el potencial
asociado es 1
V(z) = §k($ — )% (62)

5 Fuerzas no conservativas: Balance Energia—
Trabajo

Las fuerzas que no derivan de un potencial y, para las cuales el trabajo depende
del camino, las llamaremos fuerzas no conservativas (el nombre, obviamente se
debe a que para tales fuerzas no existe una ley de conservacién de la energia).
Los ejemplos mas cldsicos de fuerzas no conservativas son las fuerzas de roce
dindmico y la fuerza de roce viscoso. Si sobre un cuerpo actian tanto fuerzas
conservativas como no conservativas, podemos ciertamente escribir

mad = F, + Fye, (63)

en que F, denota la suma de todas las fuerzas conservativas, y F,. da cuenta
de todas las fuerzas no conservativas que actian sobre el cuerpo. Multiplicando
(63) por ¥y procediendo como antes obtenemos

d

%(K—}-V):ﬁnc-ﬁ, (64)

11



en que K es la energia cinética del cuerpo y V la energia potencial asociada a
las fuerzas conservativas. Integrando (64) entre dos instantes cualquiera t1 y t2,
obtenemos el siguiente balance entre diferencia de energia y trabajo,

AE = E(ty) — E(t1) = Wi, #,, (65)

en que E = K4V es la energia total del cuerpo, y W es el trabajo que hacen las
fuerzas no conservativas sobre el cuerpo, a lo largo de la trayectoria del mismo,
entre los puntos 7y = 7(t1) y 72 = 7(t2). Esta expresién generaliza el resultado
(38) que habiamos visto anteriormente.

6 Conservacion de energia para sistemas de dos
y mas particulas

Consideremos ahora dos cuerpos que interactian entre si y que ademads estan
sufren la accién de sendas fuerzas externas. Las ecuaciones de movimiento de
estos cuerpos pueden ser escritas como

mydy = Fyy + Fi,, (66)

y

Mady = Fo1 + Fhe, (67)
en que, de acuerdo a nuestra convencién, Fis es la fuerza que el cuerpo 2 ejerce
sobre el cuerpo 1, Fi. es la fuerza externa (al sistema 1-2) actuando sobre
1, etc. De acuerdo al principio de accién y reaccién ﬁlg = —F_’:n. Si ahora
multiplicamos (66) por ¥ y (67) por @2 y sumamos, recordando lo visto en las
secciones anteriores, obtenemos

%(Kl + K>) =ﬁ12'(’l71 —’172)+ﬁ1e'171 + By, - 7. (68)
Aqui K; = mlﬁf /2y Ko = mgﬁ’% /2 son las energias cinéticas de los cuerpos 1
y 2 respectivamente.

De aqui en adelante debemos distinguir diversas situaciones, de acuerdo a
los distintos tipos de interaccion posibles entre los cuerpos. Sin embargo, en el
resto de esta seccién solo consideraremos ya sea fuerzas conservativas o fuerzas
de ligazén (normales y tensiones).

Distingamos los siguientes casos:

a) La fuerza de interaccién entre los cuerpos es una fuerza de reaccién normal.
En este caso, Fi» es ortogonal al desplazamiento relativo entre los dos cuerpos,
ie., Fio - (01 — ¥2) = 0, de modo que (69) se reduce a

d — N — N
E(Kl + Ky) = Fi. - V1 + Fae - Ua. (69)

Si las fuerzas externas son conservativas, entonces tanto Fi, como Fj.) derivan
de un potencial, y podemos escribir

- d
Fi. - 1 = a(‘fle)a (70)

12



S d

Fe - 11 = a(VZeL (71)
de modo que (69) se puede escribir finalmente como una ley de conservacion,
i.e., la energia total del sistema

E=K+YV, (72)

es constante. En (72), K = K; + Ko y V = Vi, + Vs, i.e., tanto la energia
cinética como la energia potencial son aditivas.

b) Los cuerpos en cuestion estan unidos por cuerdas ideales, como en las cldsicas
méquinas de Atwood. En este caso, como las cuerdas ideales son extensibles,
la posicidn relativa entre los cuerpos es constantes de modo que ¥; — s = 0 en
(69), asi es que tal como en el caso anterior somos conducidos a la misma ley
de conservacién de energia (72).

c) Los cuerpos estdn unidos mediante resortes ideales. En este caso, la fuerza
matua entre los cuerpos es de la forma estd dirigida a lo largo de la linea que
une los cuerpos y su magnitud es de la forma,

|Fio| = k|7 — 7| — ol (73)

en que k es la constante eldstica del resorte y £y su largo natural. Introduciendo
esta informacién en (69), vemos que el primer término del lado derecho de esa
ecuacion se puede escribir como

2 o d
F12 - (’Ul — ’1)2) = _E‘/l% (74)
en que

..
Via = §k(|T2 — 7| = to)?, (75)

representa el potencial de interaccién entre los dos cuerpos; la interaccién mitua
entre los cuerpos se debe al resorte, y V15 representa una energia potencial in-
terna, del sistema de los dos cuerpos. De este modo, si ﬁle y ﬁge son conser-
vativas, utilizando (75), obtenemos una ley de conservacién de la energia de la
forma

E = K; + K5 + Vi2 + Vi, + Vo, = constante, (76)

en que Vi corresponde a la energiapotencial interna del sistema y, tal como
antes Vi, y Vae corresponden a los potenciales asociados a las fuerzas externas.

Para un sistema de N cuerpos se puede proceder en forma enteramente
andloga, y concluir con una ley de balance energia—trabajo de la forma

AE =W, (77)
en que la energia E del sistema estd dada por

E=K+V, (78)
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donde K es la energia cinética del sistema de N particulas, la cual es aditiva,

ie.,
N N

K=Y K=Y %miv%. (79)
i=1 =1

La energia potencial V' es tipicamente de la forma

N

V=Y Vi+> Vi (80)

1<i<j<N i=1

en que el primer término de la suma representa la energiapotencial interna del
sistema, en tanto que el segundo término representa la energia potencial asociada
a las fuerzas externas conservativas que actian sobre el sistema. Finalemente, en
(77), W representa el trabajo total que hacen todas las fuerzas no conservativas
(tanto internas como externas) sobre el sistema.

7 Unidades

Como hemos visto a través del presente capitulo, tanto la energia como el trabajo
tienen las mismas unidades. Como el trabajo es el producto de una fuerza
por un desplazamiento, las unidades de trabajo en el Sistema Internacional
de Unidades corresponden a [N-m]. A esta unidad se la conoce comunmente
como Joule (en honor a James Prescott Joule (1818-1889). Asi, tipicamente
en el Sistema Internacional de Unidades se habla mas bien de joules que de
Newton—metro. A partir de la unidad de energia podemos derivar de inmediato
la unidad de potencia, i.e., de trabajo por unidad de tiempo. Entonces la
unidad de potencia en el Sistema Internacional de Unidades es [joule/seg] que
comunmente se deomina watt en honor al inventor de la maquina de vapor James
Watt (1736-1818). Existen varias otras unidades practicas de energia, que son
de uso frecuente. A partir de la relacién entre potencia y trabajo vemos que una
posible unidad de trabajo es el watt-hora [wh] que por supuesto equivale a 3.600
[joules]. Del mismo modo, el kilowatt hora [kwh] es una unidad de trabajo que
equivale entonces a 1000 [wh], i.e., a 3,6 x 10° [joules]. Otra unidad de potencia
de uso frecuente es el [hp], i.e., horse power, que equivale aproximadamente a
745,7 [w]. Otra unidad de energia de uso frecuente es la caloria [cal] que equivale
aproximadamente a 4,184 [joules]. La “caloria” que se usa conmunmente en la
descripcién del contenido energético de los alimentos en realidad corresponde a
mil calorfas, i.e., a una [kcal] ~ 4.184 [joules].

8 Ejemplos

Al principio de este capitulo ya vimos varios ejemplos del uso de la ley de
conservacion de energia para resolver problemas simples de movimiento de una
particula. A continuacién veremos algunas aplicaciones adicionales.

Ejemplo 1: La mdquina de Atwood: revision.

Como primera aplicacién, regresemos al problema, de la miquina de Atwood que
vimos en el capitulo 2 (ver figura). La miquina de Atwood es un sistema de dos
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cuerpos en que actia la gravedad como fuerza externa, y la tensién en la cuerda
como fuerza interna. La gravedad es una fuerza conservativa, y la tensiéon no
hace trabajo sobre el sistema total (ciertamente hace trabajo sobre cada uno de
los cuerpos, pero la suma de los trabajos que hace sobre las dos masas es nulo).
Entonces la energfatotal del sistema se conserva. La energia cinética del sistema

0

Figure 5: Méquina de Atwood

estd dada por
1 1
K= 5mz‘f + 5Mz‘§. (81)
Por otra parte, si tomamos el nivel del eje de la polea como nivel de referencia
de la energia potencial, la energia potencial del sistema estd dada por

V=—-mgz —Mg2z,. (82)

Entonces, la energia total del sistema estd dada por
1 5, 1
E=§mz1+§Mzz—mgzl—Mgz2. (83)

Como la cuerda que une las dos masas es una cuerda ideal,
21+ 20 =d, (84)

en que d es una constante (basicamente el largo de la cuerda). Derivando (84)
con respecto al tiempo tenemos

3o = —%. (85)

Reemplazando (84) y (85 en la expresién de la energia (83, obtenemos

1 .

E=§(m+M)zf+g(M—m)z1—Mgd. (86)
Derivando esta ultima expresién con respecto al tiempo, luego dividiendo por
21 (que es distinto de cero pues las masas estdn en movimiento), encontramos
de una vez,
_m—-M
“m+MP
que es la misma expresién que habfamos obtenido anteriormente (ver ecuaciones
(2-21) y (2-22)).

(87)

Z
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Ejemplo 2: Una mdquina de Atwood mds compleja.

Consideremos ahora la miquina de Atwood de la figura. Esta consiste en un
bloque de masa M que descansa sobre una superficie horizontal rugosa, de coe-
ficiente de roce dindmico p, y un bloque de masa m que se mueve verticalmente
sujeta a una polea ideal (sin masa y sin roce) como se indica en la figura. Si
el sistema parte del reposo se pide calcular la velocidad de m luego que M ha
recorrido una distancia d sobre la mesa. Este sistema también consiste en dos

Figure 6: Maquina de Atwood més compleja

cuerpos, pero esta vez tenemos fuerzas conservativas (la gravedad) y no conser-
vativas (el roce). Tomemos como nivel de referencia de la energia potencial el
nivel de la siperficie horizontal. Si en el momento inicial la masa m estd a una
distancia £ por debajo de la superficie horizontal, la energia inicial del sistema
es simplemente

Ei=-mglt. (88)

Llamemos z a la distancia por debajo de la mesa de la masa m (e.g., 2(0) =Ly
z a la distancia de M desde el vértice de la mesa (ver figura). Entonces, como
se trata de una cuerda ideal, 2z + x es constante, y en particular,

2z+xz =24+ z(0), (89)

en que z(0) es la posicién inicial de M. Derivando (89) con respecto al tiempo
se tiene
20+ =0, (90)

en que hemos llamado v = Z a la velocidad de m. De (89) vemos que en el
momento que M se ha desplazado una distancia d, i.e., cuando z = z(0) — d, la
nueva, posiciéon de m es

d

Si llamamos vy a la velocidad de m en ese momento, la velocidad de M en el
mismo instante es —2vy como se desprende de (90). Entonces la energfa cinética
del sistema en ese instante es

1 1 1
K; = imU? + §4MU? = i(m +4M)vfc. (92)
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Por otra parte la energia potencial en ese mismos instante es, utilizando (91),

d
Vi=—mgzs = —mgé—mg§, (93)
de tal modo que la energia total en ese instante es
1 9 d
Ef=Kf+Vf=§(m+4M)vf—mg€—mg§. (94)

De acuerdo a la ecuacién de balance de energia trabajo, la perdida de energia
del sistema es igual al trabajo realizado por el roce, i.e.,

Ei—E;=W=F,d=uMgd. (95)
Finalmente, de (88), (94) y (95) obtenemos,

_ [gd(m —2p) M
vr= m+4M (96)

Ejemplo 3: Amortiguamiento de un resorte debido a la fuerza de roce.

|

k,lo

RO CRRER O RS H
D
AN '

Figure 7: Amortiguamiento de un resorte debido a la fuerza de roce.

9 Problemas

42. Considere dos bloques unidos por una cuerda como se indica en la figura. Si
los bloques se sueltan del reposo, calcule, usando trabajo y energia, la velocidad
comun de los bloques cuando éstos han recorrido una distancia d. El coeficiente
de roce cinético entre la mesa y my es .

43. La cuerda de la figura tiene una longitud de 120[cm], y la distancia d, desde

el punto O al tope P es de 75[cm]. Cuando la bola se suelta desde el reposo en la
posicién indicada en la figura, se movera a lo largo de la curva punteada. ; Cudl
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es la velocidad de la bola cudndo pasa por el punto mas bajo de su trayectoria?
i, Cudl es la velocidad de la bola cudndo pasa por el punto mas alto, luego que
la cuerda se enrolla en el tope P? trayectoria?

44. Un bloque pequefio de masa m desliza a lo largo del circuito, sin roce, de
la figura. El bloque se suelta desde el reposo en el punto P. ; Cual es la fuerza
resultante en el punto Q7 ; Cudl es la altura minima, medida desde la base del
circuito, necesaria para que el bloque no se desprenda del circuito durante su
recorrido por é1?

45. Se arroja una piedra de masa m verticalmente hacia arriba, con una veloci-
dad vg. Una fuerza constante f debida a la resistencia con el aire actia sobre la
piedra durante su vuelo. Calcule, usando energia y trabajo, la altura maxima
alcanzada por la piedra? Calcule la velocidad de la piedra una vez que ésta
regresa al punto de partida.

46. Considere el campo de fuerzas definido por la expresién F' = z(y? + 22)i +
y(z? + 22)j + z(2® + y?)k. | Es éste un campo de fuerzas conservativo?

47. Un esquiador parte del reposo en A y desliza con poco roce hasta la posicién
horizontal de despegue en B. Aterriza en la ladera de 45° a una distancia s de la
base del trampolin. Calcule el valor maximo posible de s que se podria alcanzar
si el rozamiento del esqui y la resistencia del aire fuesen nulos.

48. El dispositivo de la figura a) se utiliza para disparar un objeto segin se
muestra en la figura b). Suponga que la constante del resorte del dispositivo
es k y que inicialmente éste se comprime en una longitud d. ; Qué distancia
alcanza el objeto?

49. En el sistema de la figura el carro de masa m es impulsado por el resorte de
constante eldstica k. ; En cuanto es necesario comprimir el resorte para que el
carro recorra el circulo de radio R sin nunca abandonar los rieles?

50. Un sistema se compone de dos resortes unidos, cuyas constantes son kj y
k2. Encuentre el trabajo que es necesario hacer para estirar el sistema en una
longitud A/, cuando los resortes estan unidos en

a) serie,

b) paralelo.

51. La central hidroeléctrica Pangue estard ubicada en el rio Bio—Bio a 87[kms]
al sureste de la ciudad de Los Angeles, y se puso en marcha en abril de 1997.
Su altura de cafda bruta es de 100[m] y el caudal de disefio de 500[m3]. Si la
potencia eléctrica generada serd de 450 Megawatts, § cudl es la eficiencia de la
central?

52. En la figura adjunta la masa m = 1kg se encuentra en una posicién tal que
el resorte A estd comprimido en 10c¢m mientras que el resorte B tiene un largo
que excede en 5¢m su largo natural. Calcule la maxima velocidad que adquiere
la masa m una vez que se la suelta de esa posicién. Suponga un coeficiente de
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roce igual a 0.2 entre la masa y la superficie. Los coeficientes eldsticos de los
resortes A y B son 40N/m y 20N/m respectivamente.

53. Considere un bloque de masa M sujeto a un resorte vertical de constante
k y de largo natural ly. Sobre el bloque se coloca una particula de masa m.
Suponga que inicialmente se comprime el resorte en una distancia d con respecto
a la posicién de equilibrio del sistema. Calcule la altura maxima (sobre el suelo)
que alcanza la masa m una vez que se libera el resorte.

54. Considere dos bloques de masa m, unidos por un resorte de constante
elastica k. El sistema formado por los dos bloques y el resorte descansa en
forma vertical sobre una mesa, tal como se indica en la figura. ;En cuanto se
debe comprimir el resorte con respecto al largo natural para que al soltar el
sistema, éste eventualmente despegue de la mesa?

55. Para el instante representado en la figura la masa M estd detenida mientras
que la masa m se desplaza con una velocidad vg y el resorte tiene su largo natural
£y. Si el coeficiente de roce dindmico es g y el estatico es ., y la constante del
resorte es k,

a) Determine la compresién maxima del resorte para que M no deslice.

b) ¢ cudl es el valor de vg si M = 2m, pe = 2uqg = 1, y M no desliza?

56. Los bloques representados en la figura, de igual masa m, estdn unidos a los
extremos de un resorte ideal de constante k. Los bloques, que partieron juntos
del reposo desde la posicién en que = 0, deslizan con roce despreciable por los
planos que tienen el mismo dngulo de inclinacién. Si el resorte estd sin deformar
en la posicién en que z = 0, determine:

a) la posicién de los bloques cuando el resorte alcanza la maxima compresion;
b) la rapidez méxima de los bloques y la posicién en que la alcanzan.

57. Un objeto de masa m se ata al extremo de una cuerda y se coloca sobre
una rampa sin roce inclinada en un angulo € con respecto a la horizontal. El
otro extremo se fija a un punto de la rampa y el objeto describe una trayectoria
circular de radio R, de tal modo que la tensién de la cuerda en el punto més
bajoes T.

a) Encuentre el médulo de la velocidad en el extremo més bajo.

b) Encuentre el médulo de la velocidad en el extremo més alto.

c¢) Encuentre la tensién de la cuerda en el extremo maés alto.

58. Un bloque de masa m desliza sin roce por una rampa cuya forma estd
definida por la ecuacién:

Ity by

( a b

partiendo del reposo en el punto A. Al alcanzar el punto B la masa desliza
sobre una superficie horizontal rugosa de largo d y choca luego con los dos
resortes. Como resultado del impacto, la masa se detiene cuando los resortes se
comprimen una distancia s. Considerando que la constante eldstica de ambos
resortes es k calcule el coeficiente de roce dindmico entre la masa y la superficie
horizontal rugosa.
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59. El motor de un barco de 30 [Ton] entrega una potencia constante de 15[kW]
(aproximadamente 20 [hp]), que Ud. puede considerar independiente de la ve-
locidad con que se desplaza el barco en el agua. Si la fuerza de roce entre el
barco y el agua es proporcional a la velocidad del barco, con una constante de
proporcionalidad de 150 [Kg/s], encuentre (a) la velocidad limite del barco; (b)
la velocidad del barco en funcién del tiempo, suponiendo que el barco parte del
reposo en t = () (para ésto le puede resultar mas simple resolver para v?) y (c)
el tiempo que demora el barco en que el cuadrado de su velocidad alcance un
valor 1/e veces menor que su valor limite.

George Atwood (1745-1807) fisico inglés. Se gradud en Trinity College, Uni-
versidad de Cambridge en 1769. Es autor del libro A Treatise on the Rectilinear
Motion ...., publicado en 1784, que es un texto de mecanica newtoniana. En
dicho libro describe la maquina que ahora lleva su nombre, con el objeto de ilus-
trar las leyes vde movimiento uniformemente acelerado debido a la gravedad.
También escribié trabajos sobre la estabilidad de barcos, sobre la construccién
de arcos y sobre el disefio de un nuevo puente de hierro en Londres, sobre el rio
Téamesis.
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