1. SISTEMA DE N PARTICULAS

Consideremos ahora un sistema de n particulas. Cada una de las prticulas del
sistema estd rotulada por su masa y por su vector posicién. Llamaremos m; a la
masa de la perticula ¢ y 7; a su posicién. Las particulas del sistema interactiian
entre si y también interactian con el medio externo. Si llamamos 13” a la fuerza
que ejerce la particula j sobre la particula i, y E,ezt a la fuerza que ejerce el medio
externo sobre la particula 7, tendremos que la fuerza total sobre la particula 7 esta
dada por

(1> F:z = Z E,j + F:i,ezt-
=15

Si llamamos v; = T; a la velocidad de la particula ¢, su momentum estd dado por
Py = myU;, y de acuerdo a la segunda Ley de Newton, su ecuacién de movimiento
esta dada por

(2) = F.

Si sumamos (?7?) en i, desde @ = 1 hasta i = n, y recordamos la Ley de Accién y

Reaccién en forma débil (i.e., F; ; = —Fj;), obtenemos
n n
(3) Z ) = ZFi,emt = Fezt-
i=1 i=1

Dada la estructura de la ecuacién (?7?), conviene definir el Centro de Masa del
sistema, a traves de su vector posicion

. 1 & .
(4) Rem = i Z; m;Ts,

en que M = YU, m; representa la masa total del sistema. Consistentemente
llamaremos

(5) PCHl = MRcm
Con estas definiciones la ecuacién (?7?) toma la forma

dPem =
(6) = Fext-

La interpretacion de esta ecuacion es muy simple: el centro de masa del sistema
se mueve como si fuera una particula sometida a una fuerza equivalente a la suma
de las fuerzas externas actuando sobre el sistema. Asi pues, si lanzamos una silla
por el aire, a pesar que la silla realizard un movimiento de rotacién relativamente
complicado, su centro de masa describird una parabola.

Ya hemos visto que la ecuaciéon de movimiento del centro de masa es relativa-
mente sencilla. Con el objeto de describir la evolucién del resto del sistema es
conveniente introducir coordenadas relativas al centro de masa. Es natural definir
el vector posicién de la particula ¢ con respecto al centro de masa como
(7) 7 = 7 — Rem.
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De la definicién del centro de masa y de las coordenadas relativas al centro de masa
se sigue de inmediato que

n

(8) mei’ =0,
i=1

(en palabras esto simplemente quiere decir que en el sistema de coordenadas rel-
ativas al centro de masa la posicién del centro de masa estd en el origen; en todo
caso, para derivar (??), multiplique (??) por m; y sume en ¢ desde i = 1 hastan y
usando (??) el valor de esta suma es cero). Derivando (??) con respecto al tiempo
se obtiene también

) S i = 0,
=1

A continuacién derivaremos teoremas de descomposicién para la energia cinética
y para el momentum angular del sistema de particulas.

Ya hemos visto anteriormente que la energia cinética es aditiva, es decir, la
energia cinética total del sistema de n particulas es la suma de las energias cinéticas
de cada una de las particulas. Asi,

(10) K=Y smifh.

i=1

Reemplazando en (??) 7; en términos de 7/, utilizando (??) obtenemos de inmedi-
ato

3

(11) K=Y -mi(Rem - Rem + 2Rem - 7, + 7, - 7))

n
=

N | —

1

Usando (?7?) vemos que el segundo término de la expresién anterior es nulo (note

que Rem no depende del indice de suma). Por otra parte, el primer término es
precisamente

1 =2
(12) §MRCID = Kcm,
el cudl corresponde a la energia cinética del centro de masa. El tultimo término en
(??) corresponde a la energia cinética del sistema relativa al centro de masa (i.e.,
en el sistema en que el centro de masa estd en reposo) y la denominaremos por

Kcr/cm‘ Asi pues,
(13) K= Kem + Kcr/cm
en que Kem estd dado por (?77) y

1
(14) Ker/em = Z §mi(7?i )

i=1

Una descomposicién analoga se puede obtener para el momentum angular del
sistema de n particulas. Tal como la energia cinética, el momentum angular es



aditivo. Asi, el momentum angular del sistema con respecto a un punto fijo O esta
dado por

(15) Lo=> 7 xpi=» % (m).

Siguiendo exactamente el mismo procedimiento anterior, ahora reemplazamos en
(??)7; en términos de 7/ usando (??). De este modo obtenemos
(16)

/

Lo= Z [ﬁcm X (miécm) + Rem X (mify) + 7 x (miécm) + 17 X (mlF;)} :
i=1

El primer término de esta expresién es precisamente Rem X (M ﬁcm) que corre-
sponde al momentum angular del centro de masa con respecto a O y que denotare-
mos como Lem,o. El segundo término en (?7) se anula debido a (??), en tanto que
el tercer término se anula debido a (?7?). Finalmente, el dltimo término equivale
al momentum angular que tie_pe el conjunto de particulas con respecto al centro de

masa, y lo denotaremos por L. Jem: Resumiendo,
(17) LO = LCIH,O —+ Lcr/cm’
con
(18) ECHLO = Ecm X (Mﬁcnﬁ = Ecm X ﬁcm,
y

- n . -/
(19) Lcr/cm = ZT{ X (myT;).

i=1

2. CINEMATICA DEL SOLIDO Ricipo: Dos DIMENSIONES

Un sélido rigido es un caso particular se sistema de muchas particulas. El modelo
de sélido que aqui consideraremos es un conjunto de particulas tal que la distancia
entre cada par de particulas se mantiene constante. Antes de discutir la dindmica
del sélido rigido, discutamos brevemente que tipo de movimientos puede un sélido
rigido realizar, y como podemos describir dichos movimientos. Primero pensemos
en un s6lido que tiene solamente la libertad de moverse en un plano (esto es lo que
llamaremos el movimiento del sélido en dos dimensiones). Existen dos movimien-
tos caracteristicos que el sélido puede hacer. Por una parte puede trasladarse en
cualquiera de las dos direcciones en el plano, por otra puede rotar. Cuando el
s6lido solamente se trsalada (sin rotar), debido a que las distancias entre los distin-
tos puntos del s6lido se mantienen constantes, todos los puntos se mueven con la
misma velocidad. Esta velocidad tiene que ser por tanto la velocidad del centro de

masa ﬁcm. Por otra parte si el sélido rota con respecto a un eje que pasa por su
centro de masa, por la misma razdén anterior, todos los puntos del sélido se mueven
con la misma velocidad angular, digamos w. De este modo solo bastan tres coor-
denadas para describir el movimiento del sélido rigido en dos dimensiones: las dos
componentes de la posicién del centro de masa écm = (Zcm, Yem ), que describen
el movimiento de traslacién del sélido, y la orientacién del sélido con respecto a un



eje fijo, la cual se mide a través de un dngulo (el 4ngulo 6 de la figura (?7)) y que
da cuenta del movimiento de rotacién del sélido (con respecto a un eje fijo que pasa
por su centro de masa). La velocidad angular del sélido es precisamente w = df/dt.

Todavia haremos dos consideraciones adicionales antes de ir a estudiar la dindmica
del sélido rigido. Por una parte adaptaremos la expresién (??) del centro de masa
para el caso de una distribucién continua de masa. Por otra encontraremos expre-
en terminos de la velocidad

siones simples tanto para K como para L

cr/cm cr/cm
angular w del sélido.

Con el objeto de encontrar una expresion para la posicién del centro de masa
del sélido rigido (en dos dimensiones), conviene pensar en éste como compuesto de
pequenos cuadrados de drea AS. Si llamamos ¢ a la densidad de masa del sélido,
entonces la masa del cuadradito de area AS situado alrededor del punto 7 esta
dada por o(7)AS. Nétese que a menos que el sélido en cuestién sea homogéneo, la
densidad de masa o es funcién de posicién. Con estas consideraciones en mente y

utilizando (??) encontramos que

- 1 . B
(20) Rem = 2= 3 (0(7)AS) T,

en que la suma se extiende sobre los n distintos cuadraditos en que hemos descom-
puesto el sélido y 7 representa genericamente el centro de cada cuadradito. Si el
ntmero n de cauadraditos en que hemos descompuesto el sélido es muy grande (y
por lo tanto el drea de cada uno de los cuadraditos AS es muy pequetia) la suma
(??) es una aproximacién (suma de Riemann) de la siguiente integral

(21) Rem = i / o(F)7dS,

en que la integral se extiende por toda el area del sélido en cuestion.

Para los s6lidos mas comunes es muy facil determinar la posicién del centro de
masa sin necesidad de recurrir a (?7?). Por ejemplo, para un disco homogéneo, su
centro de masa es precisamente el centro del disco. Una situacion similar ocurre
con una varilla homogénea o con una esfera homogénea. En ambos casos el centro
de masa es el centro geométrico de estas figuras. Sin embargo, para situaciones méas
generales, debemos apelar a (??) para determinar la posicién del centro de masa.

Ejemplo: Centro de Masa de un Semicilindro. Consideremos un semicilindro
homogéneo de radio R y masa M, como se indica en la figura (2).

Determinaremos ahora la posicién del centro de masa de este cuerpo. Elijamos
ejes cartesianos como se indican en la figura. Podemos representar la posicién 7 de
un punto cualquiera del semicilindro como

(22) 7 = p cos 07 + rpsend].

En la expresién anterior, p varfa entre 0 y R (el radio del semicilindro) y el déngulo 6
entre 0 y . En términos de p y 6 es muy simple expresar los limites del semicifindro
(su manto estd dado por 7 = R en tanto que su base por § =0y 6 = 7), y es por
eso que utilizamos estas coordenadas para hacer el presente calculo. El elemento
de superficie estd dado por dS = pdpdf (ndtese que si usamos coordenadas po-
lares hemos dividido nuestra figura en pequenos sectores circulares mas que en
cuadraditos, tal como se ilustra en la figura (3). Reemplazando (??) y dS en (?7?)



Figura 2: Célculo del centro de masa de un semicilindro homogéneo
de masa M

cm

Figura 3: Uso de coordenadas polares para calcular zoas € your
del semicilindro

obtenemos

N 1 R T 2
(23) Rem = i /0 /0 o(pcosbi + psendj) pdpdf = gﬁjo.



Pero la superficie del semicilindro es A = 7R?/2, de modo que su masa es M =
omR?/2, asf es que finalmente de (??) obtenemos

o 4R
24 R = —1.
( ) cm 3n J

Las expresiones que obtuvimos en la seccién anterior para la energia cinética y el
momentum angular con respecto al centro de masa (K cr/em Y L. Jem de un sistema

de n particulas adoptan una forma sencilla cuando se trata de un sélido (en dos
dimensiones). Si mantenemos el centro de masa del sélido fijo, el Gnico movimiento
que éste puede realizar es una rotaciéon. Cada punto del sélido describird un circulo
alrededor del centro de masa. El radio del circulo corresponde a la distancia del
punto en cuestién al centro de masa. Al igual que en la discusién que precede a
la ecuacién (?7), consideremos al sélido rigido como compuesto de n cuadraditos,
de drea AS. En la figura (??) ilustramos el movimiento del cuadradito ¢ en torno
al centro de masa. Si llamamos 7 a su vector posicidn, el cuadradito en cuestién
describe un circulo de radio |7/| en torno a Rem. Su velocidad FZI es tangente al
circulo y su magnitud estd dada por w|7/|. Reemplazando estas expresiones en
(??), la energfa cinética con respecto al centro de masa serd

- 1 =12, 2
(25) Kcr/cm:ZQmiml w”.

i=1
Puesto que la velocidad angular w es comun a todos los cuadraditos, podemos
factorizarla fuera de la suma y obtener

_ 2

(26) Kcr/cm = §Icmw )

en que hemos definido

(27) Iem = Zmi|ﬁ/|2-
i=1

Icm se conoce como el Momento de Inercia del sélido rigido con respecto al eje
que pasa por el centro de masa. Tomando el numero de cuadraditos a infinito y
el drea de cada uno de ellos a cero, del modo que lo hicimos anteriormente, (?7?)
converge a

(25) Tem = / o (7|12 dS,

en que la integral se extiende sobre toda la superficie del sélido. Aqui, 7 recorre
todos los puntos de la superficie, o(7) es la densidad de masa en el punto 7y dS
es el elemento de superficie en torno a . Notese que el momento de inercia es un
escalar positivo, que depende no sélo de la masa del cuerpo sino que también de
su geometria. En el Sistema Internacional de Unidades, el momento de inercia se
mide en [kg-m?].

Antes de discutir una deduccién andloga para el momentum angular con re-
specto al centro de masa, conviene introducir el vector velocidad angular &.
Definiremos & como un vector cuya direccién coincide con la del eje de rotacién y
su magnitud con w (es decir su magnitud es precisamente lo que hemos convenido



en llamar la velocidad angular). Para el movimiento del sélido rigido en dos di-
mensiones (digamos en el plano de esta hoja de papel), & siempre es perpendicular
a la hoja. Convendremos que apunta hacia afuera si el cuerpo gira en el sentido
contrario a la agujas del reloj y hacia dentro si el cuerpo gira en el sentido de los
punteros del reloj. En otras palabras seguimos la regla de la mano derecha: Si la
velocidad angular apunta a lo largo del pulgar, el cuerpo rota en la direccién del
resto de los dedos.
Con esta definicién de &, es simple ver que

~

(29) v

F =& X 7.
Nétese que como & es perpendicular al papel y tanto 7/ como @ estan COIltenidOS
en el plano del papel, & -7/ = & -7/ = 0. Ahora regresamos al cdculo de Lcr/cm‘
Reemplazando (?7) en (??) tenemos

n
(30) Loy forn = D71 % (@ x 7).

i=1

—

Para tres vectores cualquiera, a, b, y ¢, se tiene

ax (bxé) =(a-c)b—(a-b)c
Usando esta identidad con nuestros vectores 7/, J y 9/, recordando que 7/ y ¥/ son
ortogonales a &, obtenemos a partir de (?7)

(31) L

cr/em — Temd,
en que el momento de inercia estd dado por (??) en el limite continuo.

Antes de ir a la dindmica del sélido rigido, calculemos el momento de inercia
para los sélidos rigidos de geometria simple. El caso mas sencillo corresponde al de
un anillo homogéneo de radio R y masa m. Obviamente el centro de masa coincide
con el centro del anillo. Como todos los puntos del anillo estan a distancia a del
centro de masa, obtenemos de inmediato, a partir de (?7?),

(32) I

_ 2
anillo = ML

Ahora podemos calcular el momento de inercia de un disco macizo, homogéneo, de
radio R y masa m. Nuevamente el centro de masa del disco coincide con el centro
del disco. Si usamos coordenadas polares (p, ) para describir los distintos puntos
del disco (con p variando entre 0 y R y 6 entre 0 y 27), el elemento de superficie

dS queda dado por dS = pdpdf, y 72 = p®. Reemplazando en (??) obtenemos

R 27 5 1 . 1 )
(33) Tdisco = /0 /0 op’dpdf = §7TO'R = §mR ,
puesto que la masa del disco es o(7R?).

Como tercer ejemplo podemos calcular el momento de inercia de una rueda de
radio interior a y radio exterior b, homogénea, de masa M. Como en los dos casos
anteriores, el centro de masa de la figura estd en el centro del anillo. Usando polares
nuevamente, obtenemos de inmediato

b 27
1 1
(34) Lieda = / / op*dpdh = §7ro(b4 —at) = EM(QQ +b%),
a JO
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puesto que la masa de la rueda estd dada por om(b? — a?). Nétese que (??) incluye
como casos particulares los dos casos anteriores (para el anillo basta tomar a = b
en (?77?) en tanto que para el disco macizo basta tomar a = 0.

En el apéndice a este capitulo calculamos el momento de inercia de otros cuerpos.

3. DiNAMICA DEL SOLIDO Ricipo: Dos DIMENSIONES

En esta seccién encontraremos las ecuaciones de movimiento del sélido rigido en
dos dimensiones. Las coordenadas que describen el movimiento del sélido son la
posicion del centro de masa y el dngulo de rotacién. Puesto que un sélido rigido
es un caso especial de sistemas de n particulas, la evolucién del centro de masa del
sélido estard dada por (?7?) tal como en el caso general. Entonces solo nos resta
por determinar la ecuacion de movimiento para el dngulo de rotaciéon. Si dividimos
el sélido en cuestién en n cuadraditos, y llamamos 7; al vector posicién del i-ésimo
cuadradito, la ecuacion de movimiento de ésta serd precisamente (??) en que F
estd dado por (??). Llamemos 7; al momentum angular del i-ésimo cuadradito, i.e.,
(35) &Eleﬁl:ﬁX (mzﬁ)

Derivando ¢; con respecto al tiempo tenemos

dz; dp;
et 4 — T_'; X ( pl),
dt dt

(nétese que al derivar (??) con respecto al tiempo, uno de los términos se anula
pues 7; es paralelo a p; = m;7;). Pero dp;/dt = F; (con F; dado por (??), de modo
que

(36)

(37> e iXF:i:Fix ZE,j+Fi,ext

J#i
Como hemos indicado anteriormente, el Momentum Angular es aditivo (i.e., el
Momentum Angular total del sistema es igual a la suma d elos momentos angulares
de las particulas componentes. Llamemos pués Eo al Momentum Angular del
Sélido Rigido con respecto al punto fijo O. De acuerdo a lo anterior, y usando (?7)
obtenemos,

N —

=4 N
i=1 i=1 j#i

Intercambiando los indices ¢ y j en el primer término de (??) podemos escribir,

N

Yomx | D Fiy :%Z(Fi*ﬁ)xﬂ,j,

i=1 j#i ij

y, si las fuerzas internan F; ;) satisfacen la Ley de Accién y Reacccién en forma
fuerte, i.e., si F; ; es paralelo a 7; — 7, entonces este término se anula, y de (?77?)



podemos escribir,
- N N
dLo . x
(39) T Zh’ X B ext = Zﬁ',o =75
i=1 i=1

i.e., la variacién del Momentum Angular total del sistema con respecto al punto O
es igual al torque externo total (con respecto al punto O) actuando sobre el sistema.

4. ECUACION DE TORQUE CON RESPECTO AL CENTRO DE MASA.

En los problemas de dindmica del Sélido Rigido en dos dimensiones resulta muy
conveniente utilizar la ecuacién de movimiento asociada a as variaciones del Momen-
tum Angular con respecto al Centro de Masa. Vamos a demostrar a continuacién
que7

dE r/CM -
(40) # = Ter/CM-

Si usamos la ecuacién (?7?) y el Teorema de Descomposicién del Momentum Angu-
lar, obtenemos que

dEO + dﬁcr/CM

41 —
(41) dt dt

= 75,

—

Pero, 7"8’“ = 2?21 75 X Fj ext, ¥ usando las coordenadas con respecto al Centro de

Masa, i.e., 7, podemos escribir, 7; = Rem + 7, v reemplazando en la expresién
anterior para el torque externo obtenemos,

N N N
—ext D =/ D l =/
(42) 78" = Rem % E Fjext + E 7" X By ext = Rem X Fexy + E 75" X B ext-
i=1 i=1 i—1
Pero

dLo = .
(43) d—to = Rem X Fext,
y, asi, de (??) and (??) obtenemos finalmente,
dE r/CM -
(44) # = Ter/CM>

en que,

N

- —

Ter/CM = Zri X E,ext
i=1
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5. RESOLUCION DE PROBLEMAS DE DINAMICA DEL SOLIDO RiGIDO EN DOS
DIMENSIONES.

Tal como vimos en el Capitulo 2, es conveniente seguir un protocolo bien estable-
cido para resolver la dindmica de sistemas de varios cuerpos, incluyendo sélidos
rigidos en dos dimensiones. El protocolo consiste en los siguientes siete puntos (que
guardan similitud con los puntos del protocolo discutido en el Capitulo 2.

Los puntos a seguir son los siguientes:

1) Identificar todos los cuerpos.

2) Para cada cuerpo, a) identificar todas las fuerzas que actiian sobre el, identif-
icando claramente para cada una de ellas los puntos de aplicacién de las mismas;
b) y para cada cuerpo que puede girar, determinar todos los torques con respecto
al centro de masa que actian sobre él.

3) Para cada cuerpo determinar las coordenadas necesarias para: a) describir el
movimiento del Centro de Masa, y b) la rotacién del cuerpo con respecto al Centro
de Masa.

4) Escribir para cada cuerpo la ecuacién de movimiento del centro de masa y la
ecuacién de torque con respecto al centro de masa.

5) Escribir todas las ecuaciones de ligadura, incluyendo las condiciones de rodar
sin resbalar.

6) Resolver las ecuaciones de movimiento y de ligazén para todas las incégnitas del
problema (aceleraciones del centro de masa, aceleraciones angulares con respecto al
centro de masa y fuerzas de ligazdn, las que incluyen Normales, Tensiones y Fuerzas
de Roce).

7) Verificar los resultados.

A continuacidn ilustramos el uso de este protocolo en algunos problemas simples.
Empezamos con el descenso de un cilindro homogéneo de masa M, radio R, y masa
M que cae, rodando sin resbalar, por un plano inclinado de angulo a.

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)
Ejercicio: Movimiento de una escalera que cae. Considere una escalera homogénea
de masa M y largo £ que esta apoyada en el suelo y en el piso tal como se indica en
la figura. Suponga que inicialmente la escalera estd en reposo y forma un rigulo g
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con el suelo y que no hay roce entre la escalera y la pared ¢ entre la escalera y el
piso. Encuentre la ecuaciéon de movimiento de la escalera, y el angulo 84 que hace
la escalera con el piso cuando esta se despega de la pared.

Nota: Este problema esta discutido en muchos textos. Ver por ejemplo: S. B. Cahn,
and B. E. Nadgorny, A Guide to Physics Problems, part 1. Mechanics, Relativity and
Electrodynamics, Plenum Press, New York, 1994, pagina 16, problema 1.28.

Solucién: Como las superficies son lisas (i.e., no hay roce entre la escalera y la
superficies de apoyo, se conserva la energia. Usando la conservacién de la energia
de la escalera no es dificil encontrar la ecuaciéon de movimiento que describe la
evolucién de la escalera. Como la escalera es homogénea, la posicién de su centro
de masa estd en el centro de ésta, i.e., a distancia £/2 de cada uno de los extremos.
Llamemos x¢cs, € your a las coordenadas del centro de masa, referidas al sistema
cartesiano de la figura (en que el eje x coincide con el piso, y el eje y con la pared
donde se apoya la escalera; la escalera misma se encuentra en el primer cuadrante
como se inica en la figura). Llamemos 6 al 4ngulo que forma la escalera con el piso
(como se indica en la figura: i.e., la direccién de crecimiento de 6 es a lo largo de
los punteros del reloj). Mientras la escalera estd apoyada en ambos extremos, las
coordenadas del centro de masa de la escalera se pueden determinar como funcién
de 6. De la figura vemos que,

Y4
(45) ToM = 3 cos
en tanto que,

/
(46) YoM = 3 senf

(ndtese que de estas dos ecuaciones tenemos que z2,, + y2,, = £, i.e., mientras
la escalera esta apoyada en ambos extremos, su centro de masa se mueve sobre un
circulo de radio ¢/2). A partir de (??) y (??), podemos calcular las componentes
cartesianas de la velocidad del centro de masa. Asi obtenemos,

¢ )
(47) S.CCIV[ = 75 send 0
€,
. 4 ;
(48) dom = 5 cos 6 0.
Entonces, la energia cinética del centro de masa de la escalera estd dada por,
1 1 ) ) 1 .
(49) Ko = 5M VEy = M (280 +9e0m) = §M£292.

Por otra parte, si elegimos el eje z saliendo de la pagina (i.e., k apuntando hacia
afuera), de acuerdo a la regla de la mano derecha, el vector velocidad angular que
describe el movimiento de rotacién de la escalera estd dado por,

(50) & = —0k.

Como el momento de inercia de la escalera (con respecto al centro de masa) estd
dado por I = M/¢?/12 (pues se trata de una varilla homogénea de masa M y de
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largo ¢, la energicinética con respecto al centro de masa de la escalera esta dada
por,

1 1 :
(51) Kerjom = sITw? = —M20°.

2 24
Sumado las dos contribuciones, usando el Teorema de Descomposicion de la en-
ergicinética, obtenemos la energia cinética total de la escalera,

11 o1 .
52 K=K K = ——= ) M¢20%* = — M 6>,
(52) cM + BerjoMm (8+ 24) G

Por otra parte, si elegimos el nivel del piso como nivel de referencia de la energia
potencial gravitatoria, la energia potencial de la escalera estda dada por

14
(53) V() =Mgycm = Mgisent?.
Entonces, de (??) y (??) obtenemos la energia total de la escalera,
1 . L
(54) E=K+V = 6MM? + M ggsend.

Si usamos el hecho que inicialmente 6(0) = 0 y 6(0) = 6y, a partir de (eq:5.a.10)
obtenemos, E = M g(¢/2)senfy, de modo que,

1 . 14 14
EM€292 + Mggsen9 = Mgisen%,
y asi,
(55) 0% = 3%(86119 — senf).

Derivando (??) con respecto al tiempo, obtenemos la ecuacién de movimiento para
9’

(56) é—;%cosezo,

la cual es una ecuacién diferencial de segundo orden, no lineal, para 6. Usando esta
ecuacién diferencial y el estado inicial 8(0) = 6o, y 9(0) = 0, se puede determinar
la evolucién (¢) de la posicién de la escalera.

Nota: Esta ecuacién se puede resolver en forma analitica en términos de funciones elipticas
de Jacobi, pero eso va mas alld del nivel de este curso. Por otra parte este problema de
valores iniciales se puede resolver numericamente usando MAPLE, MATLAB, MATHE-
MATICA, u otros softwares de anélisis numérico.

Con el objeto de determinar el angulo de despegue de la pared, usamos la com-
ponente horizontal de la ecuacion de movimiento del centro de masa de la escalera.
A partir de (??) podemos calcular la componente horizontal de la aceleracién del
centro de masa, la que estd dada por

! .0 .
(57) Tom :—§sen99—§ cos 0 62.
Si llamamos R = Ri a la reaccién de la pared sobre la escalera (la cual es perpen-
dicular a la pared, i.e., paralela al eje z), la componente horizontal de la ecuacién
de movimiento del centro de masa queda dada por,

(58) R:Mjé(;M:—MgsenHé—Mg cos 0 62.
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(Nétese que R es la tnica fuerza que tiene componente horizontal). Como es ha-
bitual, la condicién de despegue es R = 0. Asi, en el momento que la escalera se
despega de la pared, de (?7?) tenemos,

sendd + cos 06> =0,

y, usando las expresiones para 6 y 62 obtenidas en (??) v (??) respectivamente,
obtenemos,

3
(59) sen92—§ cos B + cos 0 3% (senf — senfy).

Simplificando, finalmente obtenemos que el angulo de despegue, 84, esta dado por,
2
senfy = gsenﬁo.
Es decir,
2
04 = arcsen <§sen90) .
Por ejemplo, si 6y = 60°, 65 = arcsen(v/3/3) ~ 35, 24°.

Ejercicio: (il

in dro homogéneo de masa m, radio R, y momento de inercia I, rodando sin resbalar
por un plano inclinado: En la clase anterior ya estudiamos el descenso de un cilindro
que rueda sin rebalar a lo largo de un plano inclinado, usando las reglas de la
dindmica. Ahora lo revisaremos, usando conservacion de energia.

Ejercicio: El yo—yo desenrollindose. En la clase anterior usamos las ecuaciones
de la dindmica para calcular la aceleraciéon de un yo—yo que estando sujeto por
una cuerda ideal desde un punto fijo O se esta desenrollando, como se indica en la
figura. Esta vez queremos rderivar el resultado obtenido, pero usando conservacién
de energia. Supongamos, como en la clase anterior que el yo—yo consiste en un
disco macizo, homogéneo, de masa m y de de radio R, y que queremos encontrar
la aceleracion vertical del centro de masa y la aceleracién angular con respecto al
centro de masa.

Solucién: Usaremos las mismas coordenadas que usamos para este problema an-
teriormente (ver clase anterior). El centro de masa del cilindro se mueve en forma
vertical, y su rapidez es §. Asi, la energia cinética del centro de masa del yo—yo,
estd dada por,

1
(60) KC]\/I = 57’7182

Ahora encontraremos la energia cinética con respecto al centro de masas del yo—yo.
Como vimos en la clase pasada,

@ = —0k.
Por otra parte, como el yo—yo es un disco macizo homogéneo, su centro de masa
estd en el centro del cilindro, y su momento de inercia (con respecto al centro de
masa) estd dado por I = mR?/2. Entonces, la energicinética con respecto al centro
de masa esta dada por,

1 1 :
(61) Kerjorr = §Iw2 = ZmRQGQ.
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Usando la condicién de rodar sin resbalar (ver clase anterior), tenemos que § = Ré,
de modo que finalmente la energia cinética total del yo—yo es,

L oo 1 242 _ 3 .o
(62) K=Kcm+Kerjom = gmé + ZmR 0° = 2m5
(en que la tltima igualdad sigue de usar la condicién de rodadura, 5 = Rf). Por
otra parte, escogiendo el nivel del techo como nivel de referencia para el potencial
gravitatorio, tenemos que la energia potencial del yo—yo estdada por

(63) V(s)=—-mys.

De estas dos ultimas ecuaciones obtenemos la energia total del yo—yo, la que esta
dada por,

3
(64) E:K—l—szméQ—mgs.

Como la tensiéon no hace trabajo, se conserva la enrgia del yo—yo, i.e., E es una
constante. Derivadno (??) con respecto al tiempo, finalmente obtenemos,

2

§=12
395

que es, por supuesto, el mismo resultado que habiamos obtenido anteriormente us-
ando las ecuaciones de dindmica. De la relacién entre 6 y s obtenemos la aceleracién
angular del yo—yo en su caida, i.e.,

Ejercicio: Una esfera maciza que rueda por un semicildro: dngulo de despegue:
Consideremos una esfera de masa m y radio r que rueda sin resbalar sobre un
semicilindro fijo de radio R como se muestra en la figura. Si la esfera parte desde
el reposo desde el punto mas alto del cilindro calcule el angulo de despegue.

Ejercicio: Oscilaciones de un cilindro en el interior de un bol:
de un cilindro macizo de masa m, y radio r que rueda sin resbalar por una
concavidad cilindrica de radio R > r:

@©Rafael Benguria, Septiembre 2011

6. PROBLEMAS

[1] Un cilindro con densidad constante, masa m y radio a, puede girar libremente
con respecto a un eje que pasa por su centro. Tiene un hilo de alambre sujeto a un
eje de radio b < a que también pasa por su centro (ver figura). El hilo estd sujeto a
un bloque de masa M que desliza por un plano inclinado con aceleracién a. j Cual
es el coeficiente de roce dindmico entre el bloque y el plano inclinado?

2]
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7. Notas HISTORICAS:

El momento de inercia con respecto a un eje fue introducido por Christiaan
Huyghens en su libro Horologium oscillatorium, sive de motu pendulorum ad horolo-
gia aptato demosnstrationes geometricae, editado en Paris en 1673. En la obra
mencionada, Huyghens encontré el periodo de oscilacién de un péndulo fisico, en
términos del momento de inercia con respecto al punto de suspensién y la distan-
cia desde dicho punto al centro de masa del péndulo (ver, e.g., [?], pp. 181.) El
movimiento del sélido rigido fue considerado en forma sistematica por primera vez
por L. Euler (1706-1783) en Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum. En
este trabajo introduce por primera vez la definicién de Centro de Masa, introduce
los momentos de inercia con ese nombre, estudia el movimiento del sélido con
respecto a un eje fijo y también el movimiento libre de un sélido, introduciendo
lo que hoy bse conocen como ecuaciones de Euler que expresan la dindamica de
rotacion referida al sistema del cuerpo.

8. PROBLEMAS

91. Sobre una mesa lisa (sin roce) se encuentra una varilla de masa despreciable
y largo ¢. En los extremos de la varilla se ubican dos masas m; = m 'y mg = 2m.
Inicialmente la varilla se encuentra en reposo, y se hace incidir sobre ella una masa
ms = m con velocidad inicial ¥ como lo indica en la figura, de modo que mgs choca
con m; elasticamente. Calcule:

a) La velocidad de m; después del choque.

b) La velocidad del centro de masa del sistema varilla—mi—mso después del choque.
¢) La velocidad angular de la varilla, después del choque.

92. Prohibido resbalar. Una esfera que parte del reposo rueda por un plano incli-
nado cuyo angulo es de 30°. ;Cudl es el minimo valor del coeficiente estatico de
rozamiento para que la esfera no resbale?

93. El descenso de un yo—yo. Imagine un yo—yo cuyo radio exterior R es diez veces
el radio de su eje r. El momento de inercia I. del yo—yo respecto de su eje se
aproxima a I. = %M R?, donde M es la masa total del yo—yo. El extremo superior
de la cuerda se mantiene quieto.

a) Calcule la aceleracién del centro de masa del yo—yo y compérela con g.

b) Calcule la tensién de la cueda a medida que el yo—yo desciende y compérela con
Myg.

94. Carrera entre el cilindro y el tubo. Un cilindro macizo y un tubo de paredes del-
gadas parten simultdneamnte del reposo de la parte superior de un plano inclinado
de angulo 6. Los dos objetos ruedan sin resbalar.

a) Calcule la aceleracién del centro de masa del cilindro macizo.

b) Busque la aceleracién del centro de masa del tubo.

¢) {Qué distancia ha avanzado el tubo cuando el cilindro ha recorrido una distancia
Se?

95. Rizando el rizo. Una esfera de masa m y radio r rueda por un plano inclinado y
adquiere la suficiente velocidad para recorrer un lazo de radio R, como se muestra
en la figura. La esfera rueda sin resbalar a lo largo de todo su recorrido.
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a. Halle la altura minima h a la cual se encuentra el punto de partida, medida
desde la parte superior del lazo. Tenga cuidado con la inclusién de la energia
cinética rotacional de la esfera.

b. Demuestre que para r > 2—77R la altura minima es negativa. Explique por qué
este resultado puede ser correcto.

96. Una manera dificil de sostener un cilindro. Considere el sistema que aparece
en la figura. Sobre un plano inclinado de 30° se encuentra un cilindro de masa M y
radio R, alrededor del cual se ha enrollado una cuerda paralela al plano intermedio
que pasa por una polea de masa despreciable y se une con un cuerpo de masa m. La
tension de la cuerda y la fuerza de rozamiento cinético ejercida por el plano sobre
el cilindro son suficientes para que éste permanezca en su sitio a medida que gira,
mientras la cuerda se desenrolla y el cuerpo de masa m desciende con aceleracion a.
El coeficiente de roce dinmico pq entre el plano inclinado y el cilindro es pg = 0.25.
Calcule la aceleracién a con que desciende el bloque de masa m y la relacién M/m.

97. Calcule la aceleracién hacia arriba a del centro O del disco macizo circular de
masa m y radio R cuando se deja en libertad accionado por la pesa de masa M.

98. El disco circular de radio r y masa m abandona su reposo en la posicién mas
alta, y rueda sin deslizar a lo largo de la guia circular de radio R. Determinar la
fuerza normal N entre el disco y la guia en funcién de 6.

99. El disco semicircular de radio r parte del reposo en la posicién indicada. Si no
existe deslizamiento entre el disco y la superficie horizontal, determine la velocidad
angular w alcanzada por el disco cuando su energia cinética sea maxima.

100. La barra larga y delgada de la figura puede girar, sin roce, alrededor del eje
horizontal A, muy cercano a su extremo.

a)Calcule la fuerza F , sobre el eje A, en el instante en que se corta el hilo que
sostiene el extremo opuesto a A.

b) Calcule la fuerza F sobre el eje, en el instante que la barra se encuentra paralela
a la vertical.

101. Un cilindro de radio R gira con velocidad angular w alrededor de su eje, que
se encuentra paralelo a la horizontal. El cilindro se deja caer suavemente sobre
una superficie horizontal rugosa. Encuentre la velocidad de traslacién del centro
de masa, una vez que el cilindro esté rodando sin resbalar. Calcule la perdida de
energia del cilindro. Calcule el tiempo que tarda el cilindro en dejar de resbalar.

102. Una escalera de largo £ y masa m se encuentra apoyada en una pared de modo
que forma un angulo de 60° con la horizontal. Si se deja evolucionar la escalera a
partir de esa posicién y si no hay roce entre la escalera y la pared y entre la escalera
y el suelo, calcule el 4ngulo que forma la escalera con la horizontal cuando ésta se
despega de la pared.

103. Considere un disco de radio R, masa m y momento de inercia I. Suponga que
el disco tiene una garganta de radio a como se indica en la figura. Suponga que
entre el disco y la superficie horizontal existe roce de coeficiente p. Si se aplica una
fuerza horizontal constante F', mediante una cuerda enrollada en la garganta como
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se indica en la figura, calcule la aceleracién angular del disco. j En qué sentido gira
el disco?

104. Un anillo oscilante. a) Un anillo de masa M y radio R se cuelga del filo de
una navaja, de tal manera que el anillo puede oscilar en su propio plano, como
péndulo fisico. Calcule el periodo T; de las oscilaciones pequenas en torno a la
vertical. b) Suponga que un anillo idéntico se encuentra articulado a un eje PP’
contenido en el plano del anillo y tangente a la circunferencia. Este disco puede
realizar oscilaciones hacia dentro y hacia afuera del plano. Calcule el periodo T5 de
estas pequenas oscilaciones. ¢) j Cudl de las oscilaciones tendra mayor periodo? ¢
Cudnto mayor?

105. Tres tambores del mismo radio y masa estan arrumbados como se indica en
la figura. Encuentre el coeficiente de roce estatico minimo entre los tambores y el
suelo para que el sistema no se derrumbe.

106. Una bala de masa m y velocidad v pasa a través de una masa M colgada de
una cuerda de largo ¢ y emerge con velocidad v/2. ; Cudl debe ser el valor de v
para que la masa M describa un cir culo completo?

107. Una masa m realiza un movimiento circular de radio R, sobre una mesa sin
friccién. Una fuerza F' actda sobre la masa por medio de un hilo que pasa por
una perforacién de la mesa ubicada en el centro del circulo, como se muestra en la
figura. Si w es la velocidad angular inicial ; Cudl es el trabajo que debe realizar la
fuerza para disminuir el radio del circulo a la mitad?

108. ; A qué altura hay que dar un golpe a una bola de billar para que ruede sin
resbalar?

109. Un lapiz de longitud ¢ y masa m se encuentra sobre una mesa horizontal sin
roce. El lapiz recibe un impulso en un extremo en una direccién perpendicular al
lapiz. ; Cuél es la orientacién y la posicién del lapiz en un instante ¢ después del
impulso?

110. Una bola se arroja sobre una mesa, con una velocidad vy de tal manera
que resbala sin rodar. Demuestre que comenzara a rodar sin resbalar cuando la
velocidad de traslacién sea 5vg /7.
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