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9. El n�ucleo de Dirichlet. Sea

Nk(u) =
1

2�

sen((k + 1=2)u)

sen(u=2)
; �� � u � �; k = 0; 1; 2; : : : :

a) Demuestre que
R �
��

Nk(u) du = 1, para todo k. De�na luego el promedio

~Nk(u) =

 
k�1X
p=0

Np(u)

!
=k:

Entonces,
R �
��

~Nk(u) du = 1, para todo k.

b) Veri�que luego que

~Nk(u) =
1

2�k

�
sen(ku=2)

sen(u=2)

�2
;

y demuestre que

lim
k!1

Z
Æ�juj��

~Nk(u) du = 0;

para todo Æ > 0.
c) Imite la demostraci�on del Teorema de Weierstrass que aparece en el Cap��tulo 2 del
volumen 1 del libro de Courant y Hilbert y demuestre que si g(x) es una funci�on real y
continua en [�2�; 2�], entonces

lim
k!1

Z �

��

g(x+ u) ~Nk(u) du = g(x);

para todo x 2 (��; �).
d) Suponga ahora que g(x) es continua por pedazos en [�2�; 2�]. Demuestre que si
x 2 (��; �) es un punto de discontinuidad de g(x), entonces

lim
k!1

Z �

��

g(x+ u) ~Nk(u) du =
1

2
[g+(x) + g�(x)] ;

en que g+ (respectivamente g�) es el valor de g a la derecha (respectivamente a la
izquierda) de la discontinuidad.
e) Aplicaci�on: Demuestre que si f es una funci�on continua, real, peri�odica, de per��odo
2�, y si se de�ne

a0 =
1

2�

Z �

��

f(t) dt;

1



2

an =
1

�

Z �

��

f(t) cos t dt;

bn =
1

�

Z �

��

f(t) sent dt;

n = 1; 2; : : : , y

sn = a0 +

nX
p=1

[ap cos(px) + bp sen(px)] ;

y

Tn =
1

n
(s1 + s2 + � � �+ sn�1);

entonces
lim
n!1

Tn(x) = f(x):

10. Sea V el conjunto de todas las funciones f(z) que son anal��ticas en fz 2 C
�� jzj < 1g

y tales que ZZ
jzj<1

jf(z)j2 dx dy <1:

a) Demuestre que (f; g) �
RR
jzj<1

�fg dx dy de�ne un buen producto interno en V .

b) Sean �n(z) =
p
n=� zn�1, n = 1; 2; : : : ; demuestre que los �n forman un conjunto

ortonormal en V .
c) Compare los coe�cientes (�n; f) con los coe�cientes del desarrollo en serie de potencias
para f .

11. Utilice la f�ormula de cuadratura de Gauss para obtener estimaciones de � a partir de

�

4
=

Z
1

0

dx

1 + x2
;

(estime el error). Haga lo propio a partir de
p
�

2
=

Z
1

0

e�x
2

dx:

12. Si x0 es un cero de �n(x) demuestre que

x0 =

R b
a
x [�n(x)=(x� x0)]

2
w(x) dxR b

a
[�n(x)=(x� x0)]

2
w(x) dx

:



3

Problema de desaf��o:

Sean pn(x) los polinomios ortonormales con respecto al peso w(x), y qn(x) los polinomios
ortonormales con respecto al peso �(x), en (a; b). Suponga adem�as que los coe�cientes de
pn(x) y qn(x) de las potencias de m�as alto orden en x son positivos. Si expandemos los
q's en t�erminos de los p's, es decir,

qn(x) =

nX
k=0

ak;n pk(x);

demuestre que si Z b

a

pn(x)pm(x)�(x) dx � 0;

para todo m 6= n, entonces,
ak;n � 0

para todo k y n.

Nota: Este resultado fue demostrado por M.W. Wilson en: Nonnegative expansions of

Polynomials, Proc. Amer. Math. Soc. 24 (1970), 100-102. (La revista Proc. Amer.
Math. Soc. est�a en la Biblioteca Gauss de la Facultad de Matem�aticas).
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Notas hist�oricas:

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet naci�o en D�uren, Alemania el 13/2/1805. Su familia

era originaria de la ciudad belga Richelet y de ah�i el nombre patron��mico de \Le jeune de

Richelet". Estudi�o en el Colegio Jesu��ta de Colonia donde tuvo la suerte de contar como uno

de sus profesores a G. Ohm. Luego se traslad�o a Par��s donde asisti�o al College de France y a la

Facult�e des Sciences. En 1825 retorn�o a Alemania. Fue profesor de la Universidad de Berl��n entre

1828 y 1855. Tras la muerte de C. F. Gauss en 1855, Dirichlet le sucedi�o en su puesto de profesor

en la Universidad de G�ottingen. Dirichlet muri�o en G�ottingen el 5 de Mayo de 1859 de un ataque

al coraz�on. Dirichlet fue el primero en estudiar la convergencia de las series trigonom�etricas (de

Fourier). Es uno de los fundadores de la teor��a anal��tica de n�umeros. Demostr�o, junto con

Legendre el caso n = 5 del Teorema de Fermat. Tambi�en estudi�o la estabilidad del sistema solar

(ver http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Mathematicians/Dirichlet.html).


