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26. Encuentre las frecuencias propias de una membrana rectangular de lados a y b con
condiciones de borde de Dirichlet en x = 0 y x = a y condiciones de borde de Neumann
en y = 0 e y = b. Encuentre tambi�en los correspondientes modos normales.

27. Considere la funci�on � de Riemann,
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En clase demostramos que la funci�on � de Riemann satisface la relaci�on funcional,
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y de ah�� concluimos que �(x) � 1=
p
x para valores peque~nos de x. Uno puede demostrar

facilmente que las correcciones son exponenciales. De�na ahora la funci�on partici�on para
una membrana cualquiera 
 en el plano como
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en que t � 0 y la suma se extiende sobre todos los valores propios de la membrana.
Considere una membrana rectangular de lados a y b, y borde �jo. Demuestre que para t

peque~no,
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en que A es el �area de la membrana y L es su per��metro. Nota: exprese la funci�on partici�on
de la membrana rectangular en t�erminos de la funci�on �, y utilice el comportamiento de
� para x peque~no. Se puede demostrar que los dos primeros t�erminos de la expansi�on
(1) son v�alidos para una membrana cualquiera. As��, es posible escuchar el �area y el
per��metro de una membrana (ver M. Kac, Can one hear the shape of a drum?, American
Mathematical Monthly, 73 1-23(1966)).

28. M�etodo de D'Alambert para la soluci�on de la ecuaci�on de ondas en una dimensi�on:

Considere la ecuaci�on de ondas en una dimensi�on,
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sobre una cuerda de largo L con sus extremos �jos. Suponga que en t = 0,

u(x; 0) = F (x); y ut(x; 0) = G(x);

en que 0 � x � L. Extendamos F y G a toda la recta real del modo siguiente. Primero
de�nimos ambas funciones en (�L; 0) de modo que F (�x) = �F (x) (e igualmente con
G). Luego la extendemos a todo la recta real copiandola peri�odicamente de modo que
F (x) = F (x+ 2L) ( e igual cosa con G). Compruebe expl��citamente que
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satisface la ecuaci�on de ondas, las condiciones de borde en 0 y L, y las condiciones iniciales.
Interprete f��sicamente las funciones F (x+ ct) y F (x� ct). Expandiendo las funciones F y
G, apropiadamente, en serie de Fourier demuestre que esta soluci�on (que se conoce como
soluci�on de D'Alambert) coincide con la soluci�on de Bernouilli discutida en clase. > C�omo
escribir��a la soluci�on en el caso de condiciones de borde libre (Neumann)?

29. Encuentre las frecuencias propias de una membrana que tiene la forma de un tri�angulo
recto is�osceles de cateto a. Para ello utilice la observaci�on hecha en clase concerniente
a la relaci�on entre degeneraci�on y simetr��a (en la discusi�on de la membrana cuadrada).
Desaf��o: Si puede, obtenga Z(t) (ver problema 27) en este ejemplo.

30. Haga un gr�a�co de las l��neas nodales de los primeros 6 modos de vibraci�on de una
membrana circular.

31. Obtenga las frecuencias propias y los modos normales de una membrana semicircular
de radio R.

Notas hist�oricas: Mark Kac naci�o en Krzemieniec, Polonia (hoy parte de Ucrania) el 3 de

Agosto de 1914 (calendario juliano). Estudi�o en la Universidad Jan Casimir, en Lvov (hoy

Ucrania). Su tutor fue Hugo Steinhaus. Obtuvo su doctorado en 1938. Emigr�o a EE.UU. en

1939. Fue instructor y luego profesor en la Universidad de Cornell entre 1939 y 1961. Luego fue

profesor en la Universidad de Rockefeller en Nueva York hasta 1980. Finalmente fue profesor

en la Universidad de Southern California en Los Angeles. Muri�o el 26 de Octubre de 1984.

Hiz�o numerosas contribuciones en Probabilidades, Mec�anica Estad��stica, Teor��a de N�umeros,

etc. Entre muchas cosas es conocido en f��sica por la formula de \Feynman{Kac" en el m�etodo

de cuantizaci�on usando intregrales de camino. Para muchos, Mark Kac es recordado por su

art��culo cl�asico Can one hear the shape of a drum? al que se hace referencia en el Problema 27.

(ver http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Mathematicians/Kac.html).
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