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48. Utilice la funci�on u(r) = 1 � r
� en el principio variacional visto en clase para

estimar j0;1. Optimice sobre el par�ametro � para obtener la mejor estimaci�on posible.

49. En mec�anica cu�antica, una part��cula encerrada en una esfera de radio a satisface
la ecuaci�on diferencial

�� = k
2
 ;

en que k2 = 2mE

~2
, y  satisface condici�on de borde de Dirichlet en r = a. Utilice la

funci�on de prueba  (r) = 1 � (r=a)2 y el principio de Rayleigh{Ritz, para estimar el
estado fundamental (autovalor m�as bajo) de la part��cula.

50. Derive una ecuaci�on integral de Fredholm correspondiente a la ecuaci�on diferencial

u
00(x)� u(x) = 0; en (�1; 1);

con la condiciones de borde u(�1) = u(1) = 1.

51. Considere la ecuaci�on integral de Volterra

'(x) = x�

Z
x

0

(t� x)'(t) dt:

Resuelva esta ecuaci�on, convirtiendo la ecuaci�on en una ecuaci�on diferencial con condi-
ciones de borde apropiadas y resolviendo la ecuaci�on diferencial obtenida.

52. Demuestre que la ecuaci�on homog�enea de Volterra

 (x) = �

Z
x

0

K(x; t) (t) dt

no posee soluciones no triviales (i.e., no id�enticamente nulas), si  (x) y K(x; t) son su�-
cientemente suaves.

53. Resuelva la ecuaci�on integral

 (x) = x +

Z
1

0

(1 + xt) (t) dt;

de dos maneras: a) usando series de Neumann; b) usando el hecho que el n�ucleo es
separable.
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54. Resuelva la ecuaci�on de Volterra

'(x) = 1 + �
2

Z
x

0

(x� t)'(t) dt;

de dos maneras: a) reduci�endola a una ecuaci�on integral; b) por series de Neumann.

55. Obtenga los autovalores y autofunciones en cada uno de los casos siguientes:
a)

'(x) = �

Z
1

�1

(t� x)'(t) dt:

b)

'(x) = �

Z
2�

0

cos(t� x)'(t) dt:

c)

'(x) = �

Z
1

�1

(x� t)2'(t) dt:
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Notas hist�oricas:

John William Strutt, Lord Rayleigh: naci�o en Langford Grove, cerca de Maldon, Essex,

Inglaterra, el 12 de noviembre de 1842. Asisti�o a Eton y Harrow, pero como fue muy enfermizo

durante su ni nez tuvo que interrumpir el colegio y, durante cuatro a~nos, tuvo un tutor privado.

Entr�o a Trinity College, Cambridge, en 1861, gradu�andose en 1864. Su primer trabajo fue

sobre la Teor��a Electromagn�etica de Maxwell. Trabaj�o en la propagaci�on del sonido y, mientr�as

realizaba una estad��a en Egipto por razones de salud, escribi�o el libro Treatise on Sound (1870{
1871). En 1879 escribi�o un art��culo sobre ondas viajeras en uidos, teor��a que se ha desarrollado

en tiempos contempor�aneos en lo que hoy se conoce como teor��a de solitones. Su teor��a sobre

la dispersi�on de la luz (1871) di�o por primera vez una explicaci�on correcta de por qu�e el cielo

es azul. En 1873 obtuvo el t��tulo hereditario de Bar�on de Rayleigh. Entre 1879 y 1884 ocup�o

la c�atedra de Cavendish Professor en f��sica experimental, sucediendo a J. C. Maxwell. Luego, a

partir de 1884, fue secretario de la Royal Society. En 1895 descubri�o el gas noble Arg�on, trabajo

que le vali�o el Premio Nobel de F��sica en 1904. Obtuvo la medalla De Morgan, de la Sociedad

Matem�atica de Londres en 1890. Fue Presidente de la Royal Society entre 1905 y 1908 y luego

Chancellor de la Universidad de Cambridge en 1908. Falleci�o el 30 de Junio de 1919 en Witham,

Essex.

(Ver http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Mathematicians/Rayleigh.html)

Erik Ivar Fredholm: naci�o en Estocolmo el 7 de abril de 1866. Fue alumno de F��sica

Matem�atica en Upsala y Estocolmo. Obtuvo su doctorado en 1896 en Upsala. Fue nombrado
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profesor de mec�anica y f��sica matem�atica en Estocolmo en 1906. Alumno de Gosta Mittag-

Le�er, Fredholm es conocido principalmente por sus trabajos sobre ecuaciones integrales y

teor��a espectral. Desarroll�o la teor��a de lo que hoy se conoce como ecuaciones integrales de

Fredholm en el art��culo Sur une nouvelle m�ethode pour la r�esolution du probl�eme de Dirich-

let (1900). Con anterioridad Vito Volterra hab��a estudiado algunos aspectos sobre ecuaciones

integrales. Fredholm escribi�o art��culos de gran calidad que atrajeron la r�apida atenci�on a en

Europa. David Hilbert extendi�o los trabajos de Fredholm y di�o una teor��a espectral completa
para la ecuaci�on integral de Fredholm. Muri�o el 17 de Agosto de 1927 en Estocolmo. (Ver

http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ history/Mathematicians/Fredholm.html)
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