1 SISTEMA DE N PARTICULAS

Consideremos ahora un sistema de n particulas. Cada una de las particulas del
sistema esta rotulada por su masa y por su vector posicién. Llamaremos m; a la
masa de la perticula ¢ y 7; a su posicién. Las particulas del sistema interactian entre
si y también interacttian con el medio externo. Si llamamos f’” a la fuerza que ejerce
la particula j sobre la particula ¢z, y ﬁ’@ext a la fuerza que ejerce el medio externo sobre
la particula ¢, tendremos que la fuerza total sobre la particula i esta dada por

n
Fy=> Fj+Fiex (1)
j=1
J#i
Si llamamos @ = 7 a la velocidad de la particula ¢, su momentum esta dado por

p; = m;U;, y de acuerdo a la segunda Ley de Newton, su ecuacién de movimiento estd
dada por

—

b= I (2)

Si sumamos (??) en i, desde ¢ = 1 hasta ¢ = n, y recordamos la Ley de Accién y
Reaccién en forma débil (i.e., F; ; = —F};), obtenemos

_'])DZ-: Z F:i,ext = ﬁext- (3)

i=1 i=1

Dada la estructura de la ecuacién (??), conviene definir el Centro de Masa del
sistema, a través de su vector posicién

en que M = >  'm; representa la masa total del sistema. Consistentemente lla-
maremos )

ﬁcmEMRcm:M‘?cm- (5)

Con estas definiciones la ecuacién (?7) toma la forma simple

7 lext- (6)

La interpretacion de esta ecuacién es muy simple: el centro de masa del sistema se
mueve como si fuera una particula sometida a una fuerza equivalente a la suma de las
fuerzas externas actuando sobre el sistema. Asi, por ejemplo, si lanzamos una silla



por el aire, a pesar que la silla realizard un movimiento de rotacién relativamente
complicado, su centro de masa describirda una simple parabola, pues en este caso la
fuerza total externa actuando sobre la silla va a ser simplemente su peso Mg, y la
ecuacién de movimiento de la posicion del Centro de Masa es simplemente,

PR,

a2

—

Ya hemos visto que la ecuaciéon de movimiento del centro de masa es muy simple.
Con el objeto de describir la evolucién del resto del sistema es conveniente introducir
coordenadas relativas al centro de masa. Es natural definir el vector posicién de la
particula ¢ con respecto al centro de masa como

—

7 =7 — Rem. (7)

(2

De la definicion del centro de masa y de las coordenadas relativas al centro de masa
se sigue de inmediato que
n
Z mﬂ:;/ = O, (8)
i=1

(en palabras esto simplemente quiere decir que en el sistema de coordenadas relativas
al centro de masa la posicién del centro de masa esta en el origen; en todo caso, para
derivar (?7), multiplique (?7) por m; y sume en i desde i = 1 hasta n y usando (?7?)
el valor de esta suma es cero). Derivando (??) con respecto al tiempo se obtiene
también

S it =0 )
=1

A continuacién derivaremos teoremas de descomposicion para la energia cinética
y para el momentum angular del sistema de particulas.

Ya hemos visto anteriormente que la energia cinética es aditiva, es decir, la energia
cinética total del sistema de n particulas es la suma de las energias cinéticas de cada
una de las particulas. Asi,

n
I -2
K= Z g™l (10)
i=1
Reemplazando en (?7?) 7; en términos de 77, utilizando (??) obtenemos de inmediato,

N .y .y .y

"1 R N Y
Kzzﬁmi(Rcm~Rcm+2Rcm-r + 7 7) (11)
i=1

=



Usando (??) vemos que el segundo término de la expresién anterior es nulo (note que

R no depende del indice de suma). Por otra parte, el primer término es precisamente

-2

%Mﬁcm = %M V2 = Ko, (12)

el cudl corresponde a la energia cinética del centro de masa. El tdltimo término en

(?7) corresponde a la energia cinética del sistema relativa al centro de masa (i.e., en

el sistema en que el centro de masa estd en reposo) y la denominaremos por K /em-
Asi pues,

K = Kem + Kerjem (13)

en que K.y, estd dado por (??)y

n

1 N !
Kcr/cm = Z éml(rl ’ Ti) (14>

i=1

Una descomposicion analoga se puede obtener para el momentum angular del
sistema de n particulas. Tal como la energia cinética, el momentum angular es aditivo.
Asi, el momentum angular del sistema con respecto a un punto fijo O estd dado por

n n

Eozzfixﬁz‘:zfix(miﬁ)- (15)

i=1 i=1

Siguiendo exactamente el mismo procedimiento anterior, ahora reemplazamos en
(??)7; en términos de 7/ usando (?7). De este modo obtenemos

Lo =3 [fan x (miFem) + o x (mif?) 7 5 (miew) + 7 x (mat?)] . (16)

i=1

El primer término de esta expresién es precisamente écm X (M éem) = ﬁcm X ﬁcm
que corresponde al momentum angular del centro de masa con respecto a O y que
denotaremos como Ecm,o- El segundo término en (?7) se anula debido a (?7), en
tanto que el tercer término se anula debido a (??). Finalmente, el dltimo término
equivale al momentum angular que tiene el conjunto de particulas con respecto al
centro de masa, y lo denotaremos por Ecr /em- Resumiendo,

EO = zcm,O + Ecr/cmu (17)

con

—

Ecm,O = écm X (Mécm> == écm X Pcm7 (18>
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n
-/

Lerjem = 37 % (). (19)

i=1

2 Cinematica del Sélido Rigido: Dos Dimensiones

Un soélido rigido es un caso particular se sistema de muchas particulas. El modelo
de sélido que aqui consideraremos es un conjunto de particulas tal que la distancia
entre cada par de particulas se mantiene constante. Antes de discutir la dindmica
del sélido rigido, discutamos brevemente que tipo de movimientos puede un sélido
rigido realizar, y como podemos describir dichos movimientos. Primero pensemos
en un sélido que tiene solamente la libertad de moverse en un plano (esto es lo que
llamaremos el movimiento del sélido en dos dimensiones). Existen dos movimien-
tos caracteristicos que el sélido puede hacer. Por una parte puede trasladarse en
cualquiera de las dos direcciones en el plano, por otra puede rotar. Cuando el sélido
solamente se traslada (sin rotar), debido a que las distancias entre los distintos puntos
del solido se mantienen constantes, todos los puntos se mueven con la misma veloci-

dad. Esta velocidad tiene que ser por tanto la velocidad del centro de masa Rem. Por
otra parte si el sélido rota con respecto a un eje que pasa por su centro de masa, por
la misma razén anterior, todos los puntos del solido se mueven con la misma veloci-
dad angular, digamos w. De este modo solo bastan tres coordenadas para describir el
movimiento del sélido rigido en dos dimensiones: las dos componentes de la posicién
del centro de masa ﬁcm = (Zem, Yem ), que describen el movimiento de traslacion del
solido, y la orientacion del solido con respecto a un eje fijo, la cual se mide a través de
un dngulo (el dngulo 0 de la figura (?77?)) y que da cuenta del movimiento de rotacién
del sélido (con respecto a un eje fijo que pasa por su centro de masa). La velocidad
angular del sélido es precisamente w = df/dt.

Todavia haremos dos consideraciones adicionales antes de ir a estudiar la dinamica
del sélido rigido. Por una parte adaptaremos la expresion (?77?) del centro de masa para
el caso de una distribucién continua de masa. Por otra encontraremos expresiones
simples tanto para K /em cOmo para Ecr /em €D terminos de la velocidad angular w del
solido.

Con el objeto de encontrar una expresion para la posicién del centro de masa
del sélido rigido (en dos dimensiones), conviene pensar en éste como compuesto de
pequenos cuadrados de area AS. Si llamamos ¢ a la densidad de masa del sélido,
entonces la masa del cuadradito de area AS situado alrededor del punto 7" estd dada
por o(7)AS. Nétese que a menos que el sélido en cuestion sea homogéneo, la densidad
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de masa o es funcién de posicién. Con estas consideraciones en mente y utilizando
(??) encontramos que

o 1 . ~
Rew = 57 > (a(MAS)F, (20)

en que la suma se extiende sobre los n distintos cuadraditos en que hemos descom-
puesto el sélido y 7 representa genericamente el centro de cada cuadradito. Si el
ntimero n de cuadraditos en que hemos descompuesto el sélido es muy grande (y por
lo tanto el drea de cada uno de los cuadraditos AS es muy pequena) la suma (?7) es
una aproximacién (suma de Riemann) de la siguiente integral

Rem = % / o (F)FdS, (21)

en que la integral se extiende por toda el area del sélido en cuestién.

Para los sélidos mas comunes es muy facil determinar la posicién del centro de
masa sin necesidad de recurrir a (?7). Por ejemplo, para un disco homogéneo, su
centro de masa es precisamente el centro del disco. Una situacion similar ocurre con
una varilla homogénea o con una esfera homogénea. En ambos casos el centro de
masa es el centro geométrico de estas figuras. Sin embargo, para situaciones més
generales, debemos apelar a (??) para determinar la posicién del centro de masa.

Ejemplo: Consideremos un semicilindro de radio a y masa m, como se indica en la
figura (??7). Determinaremos ahora la posicién del centro de masa de este cuerpo. Eli-
jamos ejes cartesianos como se indican en la figura. Podemos representar la posicion
7 de un punto cualquiera del semicilindro como

7=rcosfi+ rsend ). (22)

En la expresién anterior, r varia entre 0 y a (el radio del semicilindro) y el angulo 6
entre 0 y 7. En términos de r y 6 es muy simple expresar los limites del semicilindro
(su manto estd dado por r = a en tanto que su base por § = 0y 0 = 7), v es
por eso que utilizamos estas coordenadas para hacer el presente calculo. El elemento
de superficie estd dado por dS = rdrdf (nétese que si usamos coordenadas polares
hemos dividido nuestra figura en pequenos sectores circulares mas que en cuadraditos,
tal como se ilustra en la figura (??)). Reemplazando (?7) y dS en (??7) obtenemos
20 5.

. 1 a s
Rcm:M/O /0 cr(rcosQiJrTsen@j)rdrd@:gMaj. (23)

Per la superficie del semicilindro es A = wa?/2, de modo que su masa es M = omwa?/2,
asi es que finalmente de (?7?) obtenemos

- 47

_ 2T 24
Rem 5 (24)

5



Las expresiones que obtuvimos en la seccién anterior para la energia cinética y el
momentum angular con respecto al centro de masa (K, Jem Y Ecr Jem de un sistema
de n particulas adoptan una forma muy simple cuando se trata de un sélido (en dos
dimensiones). Si mantenemos el centro de masa del sélido fijo, el tinico movimiento
que éste puede realizar es una rotacion. Cada punto del sélido describird un circulo
alrededor del centro de masa. El radio del circulo corresponde a la distancia del punto
en cuestion al centro de masa. Al igual que en la discusién que precede a la ecuacion
(??), consideremos al sélido rigido como compuesto de n cuadraditos, de area AS. En
la figura (?7) ilustramos el movimiento del cuadradito ¢ en torno al centro de masa.
Si llamamos 7 a su vector posicion, el cuadradito en cuestién describe un circulo
de radio |r/| en torno a Rem. Su velocidad FZ/ es tangente al circulo y su magnitud
estd dada por |77|w. Reemplazando estas expresiones en (?7), la energia cinética con
respecto al centro de masa sera

"1 B
Kcr/cm = Z émi|ri/|2w2' (25)

i=1

Puesto que la velocidad angular w es comun a todos los cuadraditos, podemos fac-
torizarla fuera de la suma y obtener

1
Kcr/cm = ilcmw27 (26>

en que hemos definido
Im =Y myli]. (27)
i=1

I, se conoce como el Momento de Inercia del sélido rigido con respecto al eje que
pasa por el centro de masa. Tomando el nimero de cuadraditos a infinito y el area
de cada uno de ellos a cero, del modo que lo hicimos anteriormente, (?7) converge a

Iy = / o(7)|7 > dS, (28)

en que la integral se extiende sobre toda la superficie del sélido. Aqui, 7 recorre todos
los puntos de la superficie, o(7) es la densidad de masa en el punto ¥y dS es el
elemento de superficie en torno a . Notese que el momento de inercia es un escalar
positivo, que depende no sélo de la masa del cuerpo sino que también de su geometria.
En el Sistema Internacional de Unidades, el momento de inercia se mide en [kg-m?|.

Antes de discutir una deduccién anédloga para el momentum angular con respecto
al centro de masa, conviene introducir el vector velocidad angular . Definiremos
@ como un vector cuya direccion coincide con la del eje de rotacion y su magnitud con
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w (es decir su magnitud es precisamente lo que hemos convenido en llamar la velocidad
angular). Para el movimiento del sélido rigido en dos dimensiones (digamos en el
plano de esta hoja de papel), & siempre es perpendicular a la hoja. Convendremos
que apunta hacia afuera si el cuerpo gira en el sentido contrario a la agujas del reloj y
hacia dentro si el cuerpo gira en el sentido de los punteros del reloj. En otras palabras
seguimos la regla de la mano derecha: Si la velocidad angular apunta a lo largo del
pulgar, el cuerpo rota en la direcciéon del resto de los dedos.
Con esta definicion de &, es simple ver que

/

U =T =@ x T (29)

7 7 i

Nétese que como & es perpendicular al papel y tanto 77 como ¥ estdn contenidos
en el plano del papel, & -7 = & -7 = 0. Ahora regresamos al calculo de Lc;/em.
Reemplazando (?7?) en (?7) tenemos

Lovjom = 7 % (@ x 7). (30)
=1

Para tres vectores cualquiera, @, g, y C, se tiene
Ax(bxd) = (@ c)b—(a b)e

Usando esta identidad con nuestros vectores 77, i y v}, recordando que 7} y v; son
ortogonales a &, obtenemos a partir de (77?)

Lcr/cm = [cmu_ja (31>
en que el momento de inercia estd dado por (??) en el limite continuo.

Antes de ir a la dinamica del sélido rigido, calculemos el momento de inercia para
los sélidos rigidos de geometria simple. El caso més sencillo corresponde al de un
anillo homogéneo de radio a y masa m. Obviamente el centro de masa coincide con
el centro del anillo. Como todos los puntos del anillo estdn a distancia a del centro
de masa, obtenemos de inmediato, a partir de (??),

Ianillo - ma2- (32)

Ahora podemos calcular el momento de inercia de un disco macizo, homogéneo, de
radio a y masa m. Nuevamente el centro de masa del disco coincide con el centro
del disco. Si usamos coordenadas polares (r, 0) para describir los distintos puntos del



disco (con r variando entre 0y a y 6 entre 0 y 27), el elemento de superficie dS queda
dado por dS = rdrdf, y #* = r?>. Reemplazando en (??) obtenemos

a 2T
1 1
Lgisco = / / orddrdd = —moat = —maQ, (33)
0o Jo 2 2

puesto que la masa del disco es o(mr?). Como tercer ejemplo podemos calcular el
momento de inercia de una rueda de radio interior a y radio exterior b, homogénea,
de masa m. Como en los dos casos anteriores, el centro de masa de la figura esta en
el centro del anillo. Usando polares nuevamente, obtenemos de inmediato

b 2m 1 1
Lveda = / / or®drdf = 5%0’(()4 —a') = §m(a2 +v?), (34)
a JO

puesto que la masa de la rueda estd dada por om(b* — a?). Nétese que (??) incluye
como casos particulares los dos casos anteriores (para el anillo basta tomar a = b en
(??) en tanto que para el disco macizo basta tomar a = 0.

En el apéndice a este capitulo calculamos el momento de inercia de otros cuerpos.

3 Dinamica del Sdélido Rigido: Dos Dimensiones.

En esta seccién encontraremos las ecuaciones de movimiento del sélido rigido en dos
dimensiones. Las coordenadas que describen el movimiento del sélido son la posicién
del centro de masa y el angulo de rotacién. Puesto que un sélido rigido es un caso
especial de sistemas de n particulas, la evolucién del centro de masa del sélido estara
dada por (??) tal como en el caso general. Entonces solo nos resta por determinar la
ecuacion de movimiento para el angulo de rotacion. Si dividimos el sélido en cuestion
en n cuadraditos, y llamamos 7; al vector posicién del i-ésimo cuadradito, la ecuacion
de movimiento de ésta sers precisamente (?7?) en que F; esta dado por (?7?). Llamemos

—

¢; al momentum angular del -ésimo cuadradito, i.e.,

—

%

Ti X Py = 75 X (myr5). (35)
Derivando ¢; con respecto al tiempo tenemos

e, . dp;
a )

(36)



(nétese que al derivar (??) con respecto al tiempo, uno de los términos se anula pues
T; es paralelo a p; = m;7;). Pero dp;/dt = F; (con F; dado por (?7), de modo que

t; )
E =7r; X Z + F’i,ext (37)

J#z
Como hemos indicado anteriormente, el momentum angular es aditivo (i.e., el mo-
mentum angular total del sistema es igual a la suma de los momentos angulares de las

particulas componentes. Llamemos pués Lo al momentum angular del sélido rigido
con respecto al punto fijo O. De acuerdo a lo anterior, y usando (??) obtenemos,

dgto meF ZT, > Fij+ Fex |- (38)

j=1
i

Como los indices de suma pueden tener cualquier nombre, podemos reescribir el
primer término del lado derecho de (??7) como,

—Zﬂ ZFﬁ Zm Z

j;éz 1751

Por la ley de accién y reaccién en forma débil tenemos que Fj; = —F;

ij» ¥ entonces
podemos reagrupar las dos sumas de la ecuacion anterior como

i=1,5=1
J#

Finalmente, usando la Ley de Accién y Reaccién en forma fuerte, F; ; es paralelo a
la linea que une a las particulas ¢ y 7, i.e., es proporcional a 7; — 7, de modo que
(r; — ;) x F;; = 0 para todo par (4, j). De este modo todos los torque internos se
cancelan, y finalmente podemos reescribir (?7) como,

dLO i’rl X Eext - Z Ti,0 = Text’ (39>

i.e., la variacion del momentum angular total del sistema con respecto al punto O es
igual al torque externo total (con respecto al punto O) actuando sobre el sélido.

9



4 Ecuaciéon de Torque con respecto al Centro de
Masa

En los problemas de dindamica del sélido rigido en dos dimensiones resulta muy con-
veniente utilizar la ecuacion de movimiento asociada a as variaciones del momentum
angular con respecto al Centro de Masa. Vamos a demostrar a continuacién que,

d[_:cr/cm
dt

- 77CI'/CI‘I1 (40)

Si usamos la ecuacién (??) y el Teorema de Descomposiciéon del Momentum Angular,
ie., (??), con Lemo ¥ Lersem dadod por (77) y (??) respectivamente, obtenemos que

dLo  dLe/em
o /

— —»ext. 41
dt dt 70 (41)

Pero,
FSXt = Z _;:Z X F_;i,exta (42)

i=1

y, usando las coordenadas con respecto al Centro de Masa, i.e., los 7;’, podemos

—

escribir, 7; = Rem + 7;'. Reemplazando esta expresién en (7?) obtenemos,

n n n
t — — y — — — y —
7_—8)( = Rcm X E E,ext + E Ty X E,ext = Rcm X Fext + E Ty X E,ext- (43>
i=1 i=1

i=1

Pero, .
P20 — B x P (44)
y asi, de (??), (??7), y (??) obtenemos finalmente,
Paten _ . jon (45)
en que, i
Torfom = D73 X Fext (46)

=1
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5 Resolucion de problemas de dinamica del sélido
rigido en dos dimensiones.

T'al como vimos en el Capitulo 2, es conveniente seguir un protocolo bien establecido
para resolver la dindmica de sistemas de varios cuerpos, incluyendo soélidos rigidos en
dos dimensiones. El protocolo consiste en los siguientes siete puntos (que guardan
similitud con los puntos del protocolo discutido en el Capitulo 2. Los puntos a seguir
son los siguientes:

1) Identificar todos los cuerpos.

2) Para cada cuerpo, a) identificar todas las fuerzas que acttian sobre el, identificando
claramente para cada una de ellas los puntos de aplicacién de las mismas; b) y para
cada cuerpo que puede girar, determinar todos los torques con respecto al centro de
masa que actian sobre éll.

3) Para cada cuerpo determinar las coordenadas necesarias para: a) describir el
movimiento del Centro de Masa, y b) la rotacién del cuerpo con respecto al Cen-
tro de Masa.

4) Escribir para cada cuerpo la ecuacién de movimiento del centro de masa y la
ecuacion de torque con respecto al centro de masa.

5) Escribir todas las ecuaciones de ligadura, incluyendo las condiciones de rodar sin
resbalar.

6) Resolver las ecuaciones de movimiento y de ligazén para todas las incégnitas del
problema (aceleraciones del centro de masa, aceleraciones angulares con respecto al
centro de masa y fuerzas de ligazon, las que incluyen Normales, Tensiones y Fuerzas
de Roce).

7) Verificar los resultados.

A continuacién ilustramos el uso de este protocolo en algunos problemas simples.
Empezamos con el descenso de un cilindro homogéneo de masa M, radio R, que cae,
rodando sin resbalar, por un plano inclinado de angulo a.

Ejercicio: Movimiento de una escalera que cae. Considere una escalera homogénea
de masa M y largo ¢ que esta apoyada en el suelo y en el piso tal como se indica
en la figura. Suponga que inicialmente la escalera estd en reposo y forma un ngulo
0y con el suelo y que no hay roce entre la escalera y la pared 6 entre la escalera y el
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piso. Encuentre la ecuacion de movimiento de la escalera, y el angulo 6; que hace la
escalera con el piso cuando esta se despega de la pared.

Nota: Este problema estda discutido en muchos textos. Ver por ejemplo: S. B. Cahn,
and B. E. Nadgorny, A Guide to Physics Problems, part 1. Mechanics, Relativity and
Electrodynamics, Plenum Press, New York, 1994, pagina 16, problema 1.28.

Solucién: Como las superficies son lisas (i.e., no hay roce entre la escalera y la
superficies de apoyo, se conserva la energia. Usando la conservacién de la energia de
la escalera no es dificil encontrar la ecuaciéon de movimiento que describe la evolucién
de la escalera. Como la escalera es homogénea, la posicién de su centro de masa esta
en el centro de ésta, i.e., a distancia /2 de cada uno de los extremos. Llamemos
Tom, € You a las coordenadas del centro de masa, referidas al sistema cartesiano de
la figura (en que el eje x coincide con el piso, y el eje y con la pared donde se apoya
la escalera; la escalera misma se encuentra en el primer cuadrante como se inica en
la figura). Llamemos 6 al dngulo que forma la escalera con el piso (como se indica en
la figura: i.e., la direccién de crecimiento de 6 es a lo largo de los punteros del reloj).
Mientras la escalera esta apoyada en ambos extremos, las coordenadas del centro de
masa de la escalera se pueden determinar como funcién de 6. De la figura vemos que,

Tom = 5 cos 0 (47)

en tanto que,

Youm = g sen (48)

(nétese que de estas dos ecuaciones tenemos que z2,, + y2,, = ¢, i.e., mientras
la escalera estd apoyada en ambos extremos, su centro de masa se mueve sobre un
circulo de radio ¢/2). A partir de (??) y (?7), podemos calcular las componentes
cartesianas de la velocidad del centro de masa. Asi obtenemos,

/ .
Tom = ~3 senf 0 (49)
e?
. ¢ :
YoM = 3 cos b 6. (50)
Entonces, la energia cinética del centro de masa de la escalera esta dada por,
1 2 1 .2 "2 Lo
Koy = gMVey = ;M (480 + Yoar) = M6, (51)
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Por otra parte, si elegimos el eje z saliendo de la pédgina (i.e., k apuntando hacia
afuera), de acuerdo a la regla de la mano derecha, el vector velocidad angular que
describe el movimiento de rotacién de la escalera estd dado por,

& = —0k. (52)

Como el momento de inercia de la escalera (con respecto al centro de masa) estd dado
por I = M(?/12 (pues se trata de una varilla homogénea de masa M y de largo /, la

energicinética con respecto al centro de masa de la escalera esta dada por,
K, L= Ly (53)
cr/CM 9 Y .

Sumado las dos contribuciones, usando el Teorema de Descomposicion de la en-
ergicinética, obtenemos la energia cinética total de la escalera,

11 . 1 .
K =K, K., = | —— | MP0* = ZM?62. 54
oM+ Ker/CM <8+ 24) 6 (54)

Por otra parte, si elegimos el nivel del piso como nivel de referencia de la energia
potencial gravitatoria, la energia potencial de la escalera esta dada por

V(O)=Mgycu = Mgg sen 6. (55)

Entonces, de (??) y (?7) obtenemos la energia total de la escalera,

1 .
E=K+V = 6M£292 + Mgg sen 6. (56)

Si usamos el hecho que inicialmente 6(0) = 0 y 6(0) = 6y, a partir de (eq:5.a.10)
obtenemos, F = M g(¢/2) sen 6y, de modo que,

1 : 14 14
—MU*6? + Mg§ sen @ = Mg§ sen 6,

6
y asi,
0% = 3%(sen6’ — sen ). (57)
Derivando (??) con respecto al tiempo, obtenemos la ecuacién de movimiento para 0,
. 3
«9—5%@05920, (58)

la cual es una ecuacion diferencial de segundo orden, no lineal, para ¢. Usando estd
ecuacién diferencial y el estado inicial 8(0) = 6y, y 6(0) = 0, se puede determinar la
evolucién 0(t) de la posicién de la escalera.
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Nota: Esta ecuacién se puede resolver en forma analitica en términos de funciones elipticas
de Jacobi, pero eso va mas alla del nivel de este curso. Por otra parte este problema de
valores iniciales se puede resolver numericamente usando MAPLE, MATLAB, MATHE-

MATICA, u otros softwares de analisis numérico.

Con el objeto de determinar el angulo de despegue de la pared, usamos la compo-
nente horizontal de la ecuacién de movimiento del centro de masa de la escalera. A
partir de (??) podemos calcular la componente horizontal de la aceleracion del centro
de masa, la que esta dada por

Fom = —g sen 6§ — g cos 6 62, (59)

Si llamamos B = Ri a la reaccién de la pared sobre la escalera (la cual es perpen-
dicular a la pared, i.e., paralela al eje x), la componente horizontal de la ecuacién de
movimiento del centro de masa queda dada por,

R:MiCM:—Mg sen@é—l\/[g cos 062, (60)

(Nétese que R es la tnica fuerza que tiene componente horizontal). Como es habitual,
la condicién de despegue es R = 0. Asi, en el momento que la escalera se despega de
la pared, de (??) tenemos,

sen 06 + cos 06> = 0,

y, usando las expresiones para 6 y 62 obtenidas en (??) y (??) respectivamente,
obtenemos,

sene?;—i; Cosé’+cosé’3%(sen9— senfp). (61)

Simplificando, finalmente obtenemos que el dngulo de despegue, 6,, esta dado por,
2
senfy = 3 sen 6.

Es decir,

\)

0,; = arcsen (— sen 6’0> )

w

Por ejemplo, si 6 = 60°, 0; = arcsen(v/3/3) = 35, 24°.
Ejercicio: (il

in dro homogéneo de masa m, radio R, y momento de inercia I, rodando sin resbalar
por un plano inclinado: En la clase anterior ya estudiamos el descenso de un cilindro
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que rueda sin rebalar a lo largo de un plano inclinado, usando las reglas de la dindmica.
Ahora lo revisaremos, usando conservacion de energia.

Ejercicio: El yo—yo desenrollandose. En la clase anterior usamos las ecuaciones de la
dindmica para calcular la aceleracién de un yo—yo que estando sujeto por una cuerda
ideal desde un punto fijo O se estd desenrollando, como se indica en la figura. Esta
vez queremos rderivar el resultado obtenido, pero usando conservacion de energia.
Supongamos, como en la clase anterior que el yo—yo consiste en un disco macizo,
homogéneo, de masa m y de de radio R, y que queremos encontrar la aceleracién
vertical del centro de masa y la aceleracién angular con respecto al centro de masa.

Solucién: Usaremos las mismas coordenadas que usamos para este problema an-
teriormente (ver clase anterior). El centro de masa del cilindro se mueve en forma
vertical, y su rapidez es $. Asi, la energia cinética del centro de masa del yo—yo, esta

dada por,
1

Kow = 5ms?. (62)
Ahora encontraremos la energia cinética con respecto al centro de masas del yo—yo.
Como vimos en la clase pasada,
W= —0k.
Por otra parte, como el yo—yo es un disco macizo homogéneo, su centro de masa esta
en el centro del cilindro, y su momento de inercia (con respecto al centro de masa)
estd dado por I = mR?/2. Entonces, la energicinética con respecto al centro de masa

esta dada por,

1 1 :
Kerjom = 51@& = ZmRQQQ. (63)

Usando la condicién de rodar sin resbalar (ver clase anterior), tenemos que § = RQ,
de modo que finalmente la energia cinética total del yo—yo es,

1 1 3
K = Ken + Kerjonr = §m52 +3m R*0* = st‘{ (64)

(en que la tltima igualdad sigue de usar la condicién de rodadura, § = RQ) Por
otra parte, escogiendo el nivel del techo como nivel de referencia para el potencial
gravitatorio, tenemos que la energia potencial del yo—yo estdada por

V(s) = —mygs. (65)

De estas dos ultimas ecuaciones obtenemos la energia total del yo—yo, la que esta
dada por,

3
E:K—l—V:ZmSQ—mgs. (66)
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Como la tension no hace trabajo, se conserva la enrgia del yo—yo, i.e., E es una
constante. Derivadno (??) con respecto al tiempo, finalmente obtenemos,

2

i=1g,
39

que es, por supuesto, el mismo resultado que habiamos obtenido anteriormente usando
las ecuaciones de dindmica. De la relacién entre 8 y $ obtenemos la aceleracién angular
del yo—yo en su caida, i.e.,

. _ 29

o = ﬁ

Ejercicio: Una esfera maciza que rueda por un semicilindro: dngulo de despegue:
Consideremos una esfera de masa m y radio r que rueda sin resbalar sobre un semi-
cilindro fijo de radio R como se muestra en la figura. Si la esfera parte desde el reposo
desde el punto mas alto del cilindro calcule el &ngulo de despegue.

Ejercicio: Oscilaciones de un cilindro en el interior de un bol:

de un cilindro macizo de masa m, y radio r que rueda sin resbalar por una con-
cavidad cilindrica de radio R > r:

Ejercicio: Movimiento de una escalera que cae. Considere una escalera homogénea
de masa M y largo ‘ que est?a apoyada en el suelo y en el piso tal como se indica
en la figura. Suponga que inicialmente la escalera esta en reposo y forma un angulo
fgcon el suelo y que no hay roce entre la escalera y la pared 6 entre la escalera y el
piso. Encuentre la ecuacioon de movimiento de la escalera, y e

6 Problemas

[1] Un cilindro con densidad constante, masa m y radio a, puede girar libremente con
respecto a un eje que pasa por su centro. Tiene un hilo de alambre sujeto a un eje
de radio b < a que también pasa por su centro (ver figura). El hilo estd sujeto a un
bloque de masa M que desliza por un plano inclinado con aceleracién a. ; Cudl es el
coeficiente de roce dinamico entre el bloque y el plano inclinado?

2]

7 Notas Historicas:

El momento de inercia con respecto a un eje fue introducido por Christiaan Huyghens
en su libro Horologium oscillatorium, siwve de motu pendulorum ad horologia aptato
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demosnstrationes geometricae, editado en Paris en 1673. En la obra mencionada,
Huyghens encontré el periodo de oscilacion de un péndulo fisico, en términos del
momento de inercia con respecto al punto de suspension y la distancia desde dicho
punto al centro de masa del péndulo (ver, e.g., [?], pp. 181.) El movimiento del sélido
rigido fue considerado en forma sistematica por primera vez por L. Euler (1706-1783)
en Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum. En este trabajo introduce por
primera vez la definicién de Centro de Masa, introduce los momentos de inercia con
ese nombre, estudia el movimiento del sélido con respecto a un eje fijo y también el
movimiento libre de un sélido, introduciendo lo que hoy bse conocen como ecuaciones
de Euler que expresan la dinamica de rotacién referida al sistema del cuerpo.

8 Problemas

91. Sobre una mesa lisa (sin roce) se encuentra una varilla de masa despreciable y
largo ¢. En los extremos de la varilla se ubican dos masas m; = m y my = 2m.
Inicialmente la varilla se encuentra en reposo, y se hace incidir sobre ella una masa
ms = m con velocidad inicial ¥ como lo indica en la figura, de modo que m3 choca
con m, elasticamente. Calcule:

a) La velocidad de m; después del choque.

b) La velocidad del centro de masa del sistema varilla—m;—my después del choque.
c¢) La velocidad angular de la varilla, después del choque.

92. Prohibido resbalar. Una esfera que parte del reposo rueda por un plano inclinado
cuyo angulo es de 30°. ;Cudl es el minimo valor del coeficiente estatico de rozamiento
para que la esfera no resbale?

93. El descenso de un yo—yo. Imagine un yo—yo cuyo radio exterior R es diez veces el
radio de su eje r. El momento de inercia I. del yo—yo respecto de su eje se aproxima
al.= %M R?, donde M es la masa total del yo—yo. El extremo superior de la cuerda
se mantiene quieto.

a) Calcule la aceleracién del centro de masa del yo—yo y comparela con g.

b) Calcule la tensién de la cueda a medida que el yo—yo desciende y compérela con
Mg.

94. Carrera entre el cilindro y el tubo. Un cilindro macizo y un tubo de paredes
delgadas parten simultdneamnte del reposo de la parte superior de un plano inclinado
de angulo 6. Los dos objetos ruedan sin resbalar.

a) Calcule la aceleracién del centro de masa del cilindro macizo.

b) Busque la aceleracién del centro de masa del tubo.
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¢) (Qué distancia ha avanzado el tubo cuando el cilindro ha recorrido una distancia
S
95. Rizando el rizo. Una esfera de masa m y radio r rueda por un plano inclinado y
adquiere la suficiente velocidad para recorrer un lazo de radio R, como se muestra en
la figura. La esfera rueda sin resbalar a lo largo de todo su recorrido.

a. Halle la altura minima h a la cual se encuentra el punto de partida, medida
desde la parte superior del lazo. Tenga cuidado con la inclusion de la energia cinética
rotacional de la esfera.

b. Demuestre que para r > 2—77R la altura minima es negativa. Explique por qué este
resultado puede ser correcto.

96. Una manera dificil de sostener un cilindro. Considere el sistema que aparece
en la figura. Sobre un plano inclinado de 30° se encuentra un cilindro de masa M y
radio R, alrededor del cual se ha enrollado una cuerda paralela al plano intermedio
que pasa por una polea de masa despreciable y se une con un cuerpo de masa m. La
tension de la cuerda y la fuerza de rozamiento cinético ejercida por el plano sobre
el cilindro son suficientes para que éste permanezca en su sitio a medida que gira,
mientras la cuerda se desenrolla y el cuerpo de masa m desciende con aceleracion a.
El coeficiente de roce dinmico p4 entre el plano inclinado y el cilindro es pg = 0.25.
Calcule la aceleracién a con que desciende el bloque de masa m y la relacién M /m.

97. Calcule la aceleracion hacia arriba a del centro O del disco macizo circular de
masa m y radio R cuando se deja en libertad accionado por la pesa de masa M.

98. El disco circular de radio r y masa m abandona su reposo en la posiciéon mas alta,
y rueda sin deslizar a lo largo de la guia circular de radio R. Determinar la fuerza
normal N entre el disco y la guia en funcién de 6.

99. El disco semicircular de radio r parte del reposo en la posicién indicada. Si no
existe deslizamiento entre el disco y la superficie horizontal, determine la velocidad
angular w alcanzada por el disco cuando su energia cinética sea maxima.

100. La barra larga y delgada de la figura puede girar, sin roce, alrededor del eje
horizontal A, muy cercano a su extremo.

a)Calcule la fuerza ﬁ, sobre el eje A, en el instante en que se corta el hilo que sostiene
el extremo opuesto a A.

b) Calcule la fuerza F sobre el eje, en el instante que la barra se encuentra paralela
a la vertical.
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101. Un cilindro de radio R gira con velocidad angular w alrededor de su eje, que
se encuentra paralelo a la horizontal. El cilindro se deja caer suavemente sobre una
superficie horizontal rugosa. Encuentre la velocidad de traslacién del centro de masa,
una vez que el cilindro esté rodando sin resbalar. Calcule la perdida de energia del
cilindro. Calcule el tiempo que tarda el cilindro en dejar de resbalar.

102. Una escalera de largo ¢ y masa m se encuentra apoyada en una pared de modo
que forma un angulo de 60° con la horizontal. Si se deja evolucionar la escalera a
partir de esa posicién y si no hay roce entre la escalera y la pared y entre la escalera
y el suelo, calcule el dngulo que forma la escalera con la horizontal cuando ésta se
despega de la pared.

103. Considere un disco de radio R, masa m y momento de inercia /. Suponga que
el disco tiene una garganta de radio a como se indica en la figura. Suponga que entre
el disco y la superficie horizontal existe roce de coeficiente p. Si se aplica una fuerza
horizontal constante F', mediante una cuerda enrollada en la garganta como se indica
en la figura, calcule la aceleracién angular del disco. ; En qué sentido gira el disco?

104. Un anillo oscilante. a) Un anillo de masa M y radio R se cuelga del filo de una
navaja, de tal manera que el anillo puede oscilar en su propio plano, como péndulo
fisico. Calcule el periodo T} de las oscilaciones pequenas en torno a la vertical. b)
Suponga que un anillo idéntico se encuentra articulado a un eje PP’ contenido en
el plano del anillo y tangente a la circunferencia. Este disco puede realizar oscila-
ciones hacia dentro y hacia afuera del plano. Calcule el periodo 75, de estas pequenas
oscilaciones. ¢) ; Cudl de las oscilaciones tendrda mayor periodo? ; Cudnto mayor?

105. Tres tambores del mismo radio y masa estdn arrumbados como se indica en la
figura. Encuentre el coeficiente de roce estatico minimo entre los tambores y el suelo
para que el sistema no se derrumbe.

106. Una bala de masa m y velocidad v pasa a través de una masa M colgada de una
cuerda de largo £ y emerge con velocidad v/2. j Cudl debe ser el valor de v para que
la masa M describa un cir culo completo?

107. Una masa m realiza un movimiento circular de radio R, sobre una mesa sin
fricciéon. Una fuerza F' actia sobre la masa por medio de un hilo que pasa por una
perforacién de la mesa ubicada en el centro del circulo, como se muestra en la figura.
Si w es la velocidad angular inicial ; Cudl es el trabajo que debe realizar la fuerza
para disminuir el radio del circulo a la mitad?

108. ; A qué altura hay que dar un golpe a una bola de billar para que ruede sin
resbalar?
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109. Un lapiz de longitud ¢ y masa m se encuentra sobre una mesa horizontal sin
roce. El ldpiz recibe un impulso en un extremo en una direccién perpendicular al
lapiz. j Cudl es la orientacion y la posicién del lapiz en un instante ¢ después del
impulso?

110. Una bola se arroja sobre una mesa, con una velocidad vy, de tal manera que
resbala sin rodar. Demuestre que comenzara a rodar sin resbalar cuando la velocidad
de traslacion sea 5vy /7.
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